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10. € A
WYBRANE ZAGADNIENIA STATECZNOSCI KONSTRUKCJI

Zagadnienia stateczno$ci konstrukcji odbiegaja w zasadzie od tematyki niniejszego opracowania, ktore
poswigcone jest zastosowaniom metody elementow skonczonych w liniowej mechanice konstrukcji. Rowna-
nia teorii statecznosci sa bowiem nieliniowe. Dla pewnych zachowan konstrukcji rownania te mozna lineary-
zowaé, dochodzac do tzw. liniowej teorii statecznosci, ktora zajmiemy si¢ w niniejszym rozdziale. Przypo-
mnimy krétko podstawy teorii stateczno$ci konstrukcji oraz podamy na przyktadzie konstrukcji pretowych i
plytowych sposob analizy liniowej statecznosci-metoda elementow skonczonych.

10.1 Podstawowe elementy teorii statecznosci konstrukcji

Teoria stateczno$ci konstrukcji zajmuje si¢ wyznaczaniem obcigzen i stanow krytycznych konstrukeji,
stanow, ktorym towarzysza gwattowne zmiany postaci jej deformacji lub wartosci przemieszczen pewnych
jej punktow.

W teorii stateczno$ci wyrdznia si¢ dwa typy utraty statecznosci (czyli obciazen wywolujacych te sta-
ny): utrata stateczno$ci przez osiagnigcie punktu granicznego (maksimum obcigzenia) i utrata statecznosci
przez wyboczenie bi-furkacyjne. Oba te stany zilustrowano na rysunku 10.1, gdzie w osiach: parametr obcia-
zenia i przemieszczenie reprezentatywnego stopnia swobody pokazano tzw. $ciezki rownowagi. W rzeczy-
wistosci takie proste zachowanie nie zawsze jest spotykane. Przedstawione krzywe jednak dobrze ilustruja
wiele przypadkéw zachowania si¢ modeli konstrukcji. W celu zanalizowania zjawiska osiagnigcia punktu
granicznego (punkt G na rys.10.1) nalezy bada¢ nieliniowe zachowanie sig¢ konstrukcji. W procesie obciaza-
nia sztywnos$¢ konstrukcji maleje (maleje kat nachylenia stycznej do wykresu A-d). W chwili osiagnigcia
punktu granicznego krzywa ta osigga maksimum. Jezeli intensywnos¢ obciazenia nie zmienia sig, to nastgpu-
je przeskok do nowej konfiguracji i konstrukcja moze ulec zniszczeniu na skutek duzych odksztatcen. Przy-
padek ten zachodzi dla mato-wyniostych tukow i przekry¢ powlokowych. W punkcie granicznym nastgpuje
przeskok do nowej konfiguracji o przeciwnej krzywiznie tuku lub powtoki, w zwiazku z czym uzywamy
réwniez termin: punkt przeskoku.
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Rys. 10.1. Mozliwe Sciezki rownowagi w zagadnieniach statecznosci konstrukcji

Termin wyboczenie bifurkacyjne odnosi si¢ do innego typu zjawiska. W punkcie bifurkacji, czyli roz-
dwojenia $ciezki rownowagi (punkt B na rys.10.1) konstrukcja zaczyna si¢ deformowa¢ w nowej formie,
ktora jest catkiem odmienna od postaci deformacji przed wyboczeniem (punktem bifurkacji). W przypadku,
gdy nowa forma deformacji charakteryzuje si¢ ujemna styczna do krzywej A-d, to moze nastapi¢ zniszczenie
konstrukcji, podobnie jak dla punktu przeskoku. Obszerne oméwienie zastosowan MES do analizy statecz-
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nos$ci konstrukcji zawiera praca [24]. W kontekscie omawianych zagadnien stateczno$ci mozna metode ele-
mentow skonczonych zastosowa¢ do analizy przynajmniej czterech przypadkow:

- nieliniowego zachowania si¢ przedkrytycznego,

- wyznaczeniu punktéw bifurkacji,

- wyznaczeniu punktéw granicznych,

- analizy pokrytyczne;j.

Jak wspomnieliSmy wyzej, zajmiemy si¢ wyznaczaniem punktéw krytycznych typu biurkacyjnego,
gdyz do analizy punktow granicznych wymagana jest pelna analiza nieliniowa. Stan przedkrytyczny otrzy-
mamy z liniowego zachowania si¢ konstrukcji, pamigtajac, ze popelniamy w tym miejscu pewien btad, ktory
w zasadzie trudno a priori okresli¢. Zatozymy zatem, ze w stanie przed wyboczeniowym mozna aproksymo-
wac zwiazki geometryczne tylko ich liniowymi cztonami. Pokazemy rowniez w jaki sposob mozna zweryfi-
kowa¢ otrzymane wyniki, tj. oszacowa¢ ewentualny btad wynikajacy z linearyzacji stanu przed- krytyczne-

go.

10.2 Stany krytyczne ukladéw zachowawczych

Do analizy stanu krytycznego uktadéw zachowawczych (tj. takich, dla ktérych praca nie zalezy od hi-
storii obciazenia) mozna stosowac podejscie statyczne, ktore polega na badaniu sasiednich polozen rowno-
wagi. Podejscie statyczne jest na ogol prostsze od podejscia bardziej ogdlnego jakim jest podejscie dyna-
miczne, w ktorym analizuje si¢ drgania swobodne uktadu. Podejscie statyczne wystarcza do analizy statecz-
nosci wigkszosci konstrukeji inzynierskich. Kryterium statyczne bazuje na twierdzeniu Lagrange'a-
Dirichleta, wedtug ktorego stan rownowagi uktadu zachowawczego jest stateczny wtedy, gdy energia poten-
cjalna jest w tym stanie dodatnio okre$lona (w stanie rownowagi wystgpuje minimum energii potencjalne;j).

W liniowych uktadach zachowawczych twierdzenie Lagrange'a-Dirichleta jest koniecznym i wystar-
czajacym warunkiem osiagnigcia stanu rOwnowagi statecznej. Nawiazujac do tego twierdzenia mozna okre-
$li¢ stan krytyczny rownowagi na podstawie warunkow:

A=0i &TI=0 (10.1)

ktore nazywa si¢ kryterium energetycznym. W bliskim otoczeniu stanu krytycznego przyrost energii poten-
cjalnej mozna zapisa¢ jako

AH=6H+%52H+%53H+... (10.2)

. . . . . . . ’ 2 e
Poniewaz w stanie krytycznym pierwsza i druga wariacja sa rowne zeru, tzn. ox = 6" 7 = 0, to o statecznos$ci
badz niestatecznos$ci stanu krytycznego decyduja wyzsze wariacje; wowczas

AH:l53H+l54H+... (10.3)
3! 4!

Kryterium energetyczne, do ktorego ograniczymy si¢ w obliczeniach okresla tylko stan krytyczny réwnowa-
gi bez informacji, jakiego rodzaju jest ten stan (stateczny czy niestateczny).
Bilans energii potencjalnej mozna w uktadach odksztalcalnych zapisa¢ w postaci:

T1(d, ) =U(d)-W(d, 1), (10.4)

gdzie przez U oznaczono energi¢ odksztatcenia, a przez W - energig obciazen zewngtrzych.

Praca obciazen zewngtrznych zalezy od wektora parametrow obciazenia A. Dla przypadku obciazenia
jednoparametrowego, do ktérego ograniczymy si¢ dalej, okreslonego skalarnym mnoznikiem A, rownanie
(10.4) mozna zapisa¢ w postaci:
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TI(d, 1) = U(d) - AW *(d),, (10.5)

gdzie W jest porownawcza praca obciazenia zewnetrznego (obliczona np. dla A = I). W przypadku zagadnien
liniowej statecznosci U i W sa formami kwadratowymi.

Podkreslmy jeszcze raz, ze opis liniowy pozwala obliczy¢ jedynie obciazenia krytyczne, bowiem do
analizy stanu pokrytycznego musieliby$my stosowaé sformutowanie nieliniowe. Rownania (10.1) zatem wy-
znaczaja tylko punkty krytyczne na §ciezkach rownowagi.

W analizie stateczno$ci wyrdznia si¢ - przy podejsciu statycznym - trzy typy punktéw bifurkacji: nie-
symetryczny, symetryczny stateczny i symetryczny niestateczny. Punkty te zilustrowano na rysunku 10.2.
Klasyfikacja powyzsza dotyczy tzw. uktadow idealnych, tzn. takich, dla ktérych sa spelnione pewne zatoze-
nia o idealno$ci w odniesieniu do geometrii (prostoliniowos¢ pretow, idealnie ptaskie ptyty), sposobu obcia-
zenia (brak mimosrodow) oraz wiasciwosci materiatéw (jednorodnos¢). Odstepstwa od zatozen uktadu ide-
alnego sa nazywane imperfekcjami (niedoktadnosciami). Imperfekcje moga wplywaé na obnizenie, pod-
wyzszenie lub nawet brak obciazen krytycznych, ktére zostaty obliczone dla konstrukcji idealnych. Na ry-
sunku 10.2 przedstawiono rowniez efekt wystgpowa nig imperfekcji (a) dla uktadow idealnych. Wykresy te
ilustruja zjawisko braku punktow bifurkacji rownowagi w uktadach rzeczywistych (z imperfekcjami). W
przypadku bifurkacji niestatecznych zastgpowane sa one przez punkty graniczne (maksimum obciazenia).
Mowimy, ze uktad jest wrazliwy na imperfekcje, gdy ich narastanie obniza warto$¢ obciazenia krytycznego,
obliczonego dla uktadu idealnego. Wida¢ wigc, ze uktady charakteryzujace si¢ niestatecznymi punktami bi-
furkacji beda wrazliwe na poczatkowe imperfekcje.

) My

== d [== d =

Rys. 10.2. Klasyfikacja punktow bifurkacji

Wydawa¢ si¢ zatem moze, ze analiza bifurkacyjna nie ma wigkszego znaczenia praktycznego. Znajo-
mos¢ punktow bifurkacji jest nie tylko bardzo uzyteczna w analizie nieliniowej ale daje w wielu przypad-
kach wyniki zblizone do rzeczywistego zachowania si¢ konstrukcji. Jest przy tym "tania" w pordwnaniu z
pelna analiza nieliniowa i czasem ze wzgledu na ten fakt stanowi jedyna informacje o krytycznym zachowa-
niu si¢ konstrukcji.

Przejdzmy teraz do przedstawienia sposobu wyznaczania obcigzen bifurkacyjnych (krytycznych), czy-
li do podstawowego zadania liniowej statecznos$ci konstrukcji. Rozwiazanie problemu przesledzimy na przy-
ktadzie wyboczenia konstrukcji pretowych i ptytowych.

10.3. Sformutowanie macierzy dla ptaskiego elementu belkowego

Przed przystapieniem do formutowania stosownych macierzy wystepujacych w zagadnieniu stateczno-
$ci pretow przypomnijmy, ze w liniowej analizie statycznej macierz sztywnosci elementu belkowego otrzy-
malismy, wykorzystujac w zwiazkach geometrycznych (e-d) tylko czlony liniowe. Aby uwzgledni¢ efekt
dzialania sily osiowej na zginanie, nalezy uwzgledni¢ w tych zwiazkach pewne czlony nieliniowe, ktore
wiaza odksztalcenie osiowe z obrotem przekroju wywolanym poprzecznymi przemieszczeniami (zginaniem).
Zaktadamy ponownie, ze obowiazuje hipoteza Bernoulliego. W stanie przedkrytycznym pret jest obciazony
sila osiowa N, tak ze tensor naprezen redukuje si¢ do naprezenia normalnego <r stalego w przekroju. Od-
ksztatcenie odpowiadajace temu napr¢zeniu wynosi:
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1 1
£=&)+ Ky = (U,,~v,, y)+5u,§+5v,i, (10.6)

gdzie u i v oznaczaja przemieszczenia osi preta.

W wyrazeniu powyzszym pojawity si¢ dodatkowe cztony nieliniowe, ktére mozna otrzymac z analizy
dhugosci preta przed wyboczeniem i w chwili wyboczenia (rys. 10.3). Czton 0.51°, mozna w wigkszosci
przypadkéw pomina¢, poniewaz przejscie preta ze stanu prostoliniowego (przedkrytycznego) do gigtnego na
skutek wyboczenia jest wywolane przede wszystkim zginaniem prgta, w zwiazku z czym czlon ten w po-
réwnaniu z 0.5V’ jest wielkoscia mata. Czton 0.5V’ dx okre$la przemieszczenie osiowe wywotane obrotem
przekroju preta.

NC'2+(1+u'l dy

Rys. 10.3. Duze odksztalcenie elementarnego wycinka preta

Do dalszych rozwazan przyjmiemy odksztalcenie osiowe w postaci:

1
& :u,x—v,xxy+5v,i. (10.7)
Bilans energii dla analizowanego uktadu wynosi¢ bedzie:
17 |
H:EI(J‘E(L[,X—V,M )2 .dAJ.dx+jN§v,i dx . (10.8)
0\ 4 0

Pierwsza catka prowadzi do znanej juz nam macierzy sztywnosci k.. Druga catka przedstawia pracg sity NV na
przyroécie przemieszczenia -0.5v’ dx i otrzymamy z niej tzw. macierz poczatkowych naprezen, nazywana
rOwniez macierza geometryczna.

Przyjmujac, podobnie jak w rozdziale 5, aproksymacje¢ pola przemieszczen w postaci

i
v=Nd=[N, N, N, N,] g , (10.9)
V)

9,

gdzie macierz N zawiera wielomiany Hermita, nieliniowa czg$¢ odksztatcenia zapiszemy w postaci:

1 2 1 2 1 TaAr T
—Vv,,=—(N, . d)"=—d N, N, d. (10.10)
2 2 2
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Zaktadajac ze sita N jest stata, drugi sktadnik wyrazenia na energi¢ (10.8) zapiszemy jako
1 T T _ l r T
~Nd [N, N, dx-d=_d [N.oN, dx-d, (10.11)

gdzie macierz o- jest w tym przypadku skalarem.
Stosujac teraz twierdzenie o minimum energii potencjalnej, otrzymamamy, podobnie jak w rozdziale
5, wyrazenie

(k°+k°)d =R, (10.12)

gdzie macierz k jest dobrze znang liniowa macierza sztywnosci, za$ k jest macierza poczatkowych naprezen,
ktorej wspotczynniki dla preta o statym przekroju poprzecznym wynosza:

36 3L -36 3L

N 3L 41} -3L -I?
k =| NN, N, -dx=— ) 10.13
JANIN, dx 30-L |-36 -3L 36 -3L (10.13)

3L -1 —-3L 4I*

Zauwazmy, ze macierz k nie zalezy od wiasnosci sprezystych preta, lecz jest funkcja geometrii preta i
wewngtrznych sit (w naszym przypadku sity osiowej). Uzasadniona wigc jest stosowana czasem nazwa tej
macierzy: macierz sztywnosci geometrycznej. Jej wyrazy maja fizyczng interpretacjg: sg to dodatkowe sity
powstajace przy jednostkowych przemieszczeniach weztéw powstate przy obecnosci sily osiowej N. Macierz
k mozna uprosci¢ do postaci:

1 0 -1 0

pe =2 0 000 . (10.14)
L|-10 0
0 0 0 O

Przyjmujac w (10.10)' v,, = 1/L (ds.- d;). v, oznacza zmiang nachylenia cigciwy laczacej oba wezty.
Zainteresowani Czytelnicy mogliby wykazaé, ze macierz postaci (10.14) jest rowna macierzy geome-
trycznej dla preta kratownicy plaskie;.
Roéwnanie (10.12) opisuje stan rownowagi dla elementu pretowego. Dokonujac agregacji elementow,
mozna ostateczny uktad rownan zapisa¢ w postaci:

(k°+k°)d=R. (10.15)
Stan krytyczny otrzymamy obliczajac wariacjg (10.15):

S M=k’ +k%)d =0, (10.16)
skad mamy

det(K° +K°)=0. (10.17)

Zgodnie z kryterium energetycznym (10.1) warunkiem koniecznym utraty stateczno$ci uktadu jest ze-
rowanie si¢ drugiej wariacji energii potencjalnej uktadu 6°n, tzn.
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S|k +k°)d - R]=0, (10.18)
[(e* +k7)ad =0, (10.19)

co oznacza, ze w stanie krytycznym macierz (k° + k°) jest osobliwa. Do réwnania (10.19) mozna doj$é row-
niez inng droga. Przyjmijmy mianowicie, ze ustalonemu obciazeniu R odpowiadaja dwa roézne rozwiazania
d, 1 d, (bedzie to zatem punkt bifurkacji), ktore spetniaja rownania:

(k" +k°*)d, = R* (k" +k°*)d, =R* | (10.20)

gdzie przez K(o) oznaczono zalezno$¢ macierzy od naprezen. Po odjeciu tych roéwnan stronami, otrzymuje-
my:

(K°+K*p=0 (10.21)
gdzie v = d; - d>. Niezerowe rozwiazanie tego rownania wystepuje w przypadku, gdy

det(K° +K7*)=0 (10.22)

W analizie stateczno$ci konstrukcji inzynierskich przyjmujemy zazwyczaj nastgpujace zatozenia:
- obcigzenie R jest proporcjonalne do parametru 4, czyli R = A-R , gdzie Ajest mnoznikiem obciaze-
nia, za$ wektor R -pewnym obciazeniem poréwnawczym,
- naprgzenia ¢ otrzymujemy z rozwiazania liniowego zadania statyki:

k°d = R*, (10.23)
czyli
o=Ac* i d=Ad*.

Réwnanie (10.21) stanowi roOwnanie tzw. stateczno$ci poczatkowej konstrukcji i odpowiada klasycz-
nemu sformutowaniu problemu statecznosci (Eulera). Jak wida¢ rownanie to opisuje uogolnione zagadnienie
wlasne, szczegolowo opisane w rozdziale 9 przy okazji analizy drgan uktadow sprezystych. Rozwigzaniem
réwnania jest ciag par ztozonych z wartosci i wektorow wiasnych (A, , vi ), A2, v2 ), (A, Vi ). Ze wzgledow
praktycznych interesuje nas najmniejsza warto$¢ Ay y=Axz zwana krytycznym mnoznikiem obciazenia. Ob-
cigzenie wywotujace bifurkacjg stanu rOwnowagi wynosi zatem:

R, =7, R*. (10.24)

Wektor wlasny, odpowiadajacy tej wartosci okresla posta¢ wyboczenia wzgledem rozwiazania linio-
wego d (przedkrytycznego). Rownanie (10.21) sprowadza si¢ zwykle, podobnie jak w przypadku dynamicz-
nym, do postaci standardowej (poréwnaj (9.31) w rozdz.9), korzystajac z rozktadu macierzy K° lub K’ . W
drugim przypadku interesowac¢ nas bedzie najwigksza warto$¢ wlasna n= 1/4yyy . skad Agr = hyay =1/3

Podsumujmy powyzsze rozumowanie w postaci algorytmu liniowego problemu statecznosci:
1. Rozwiazujemy liniowy problem statyki:
K°d=R*—>d*=(K")"'R*
2. Obliczamy 6* na podstawie wektora d*

3. Budujemy macierz poczatkowych naprezen K(o*)
4. Rozwiazujemy problem wlasny:

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
konstrukcji inzynierskich



10. WYBRANE ZAGADNIENIA STATECZNOSCI KONSTRUKCJI 7

(K° + 2K (c*))v =0,
z ktorego obliczamy
Ay = Ain 1 Ry =4, R¥

Podkreslmy jeszcze raz, ze analiza statecznos$ci poczatkowej nie okresla typu punktu bifurkacjl. Zada-
nie to wchodzi w zakres analizy nieliniowej, ktora nie jest przedmiotem rozwazan w tym opracowaniu.

10.4 Sformutowanie macierzy dla elementu pltytowego

Zagadnienie stateczno$ci liniowej cienkich plyt jest ze wzgledu na powszechno$¢ stosowania tych
konstrukcji (elementy niemal wszystkich metalowych konstrukcji cienkosciennych) praktycznie bardzo waz-
ny. W rozdziale 5 wyznaczyliSmy macierze sztywnosci dla kilku elementéw skonczonych ptytowych. Poni-
zej podamy sposob budowy macierzy sztywnosci dla prostokatnego elementu ptytowego. Sposéb wyznacza-

nia macierzy geometrycznej jest bardzo podobny do tego, ktory stosowali$my dla elementu belkowego.
4

b

Ny Ny
Nyx

7—'> Ny
/ Nx

X

Rys. 10.4. Definicja sit wewnetrznych dla elementu plytowego

Przyjmijmy, Ze element plytowy Jest obciazony w swojej ptaszczyznie srodkowej sitami N, , N, , Ny, ,
jak na rysunkul0.4. Nieliniowe cztony w zwiazkach geometrycznych, jakie nalezy uwzgledni¢ w analizowa-
nym zadaniu, wynosza:

I I

1
P T Wi & T oW 7xy=5(w,x W, W, W, ). (10.25)

Mozna wykazaé, ze wyrazy te wyznacza si¢ podobnie jak w przypadku belki, z ta tylko r6znica, ze na-
lezy uwzglednic jeszcze drugi kierunek. Wyrazenia (10.25) okreslaja odksztalcenia membranowe, wynikaja-
ce z poprzecznych przemieszczen w. Nieliniowa czes$¢ odksztalcen (10.25) zapiszemy w postaci:

T
X 1 N’x Nx
— _ T T
£=|¢, _Ed N,, N,, (10.26)
T T
Vs NN, +N,IN,,
gdzie przyjeto ponownie, ze
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w=Nd=|N, |-d. (10.27)

Energi¢ zwiazana z tym odksztalceniem zapiszemy jako:

U= [(0,(02) 40,002 )+ 20, ., vy =
A

sl e Gt oo
A

A Xy y 2y

W,
G=| " |d.
w,,
Wykonujac odpowiednie catkowania i obliczajac pierwsza wariacje wyrazenia (10.28), dochodzimy
do macierzy:

(10.28)

gdzie

k? =k, +k, +k,,
lub
k7 = [w,, w,, dxdy, (10.29)
A

gdzie
kx = GXV[W’X W’X dXdy’
A

k, = ayj w,, W, dxdy,
A

kxy = rny‘ 2w, w, dxdy,
A

W powyzszych wyrazeniach zalozono, Ze naprezenia sq stale w obszarze elementu. Gdy do wyznacze-
nia macierzy stosuje si¢ catkowanie numeryczne, to naprgzenia obliczone w punktach catkowania moga by¢
rozne. Rozbicie macierzy (10.29) na trzy sktadniki jest uzasadnione tym, ze w wielu przypadkach praktycz-
nych interesuje nas wyboczenie ptyty obciazonej tylko jednym typem sit krawgdziowych. W ten sposob nie
wykonuje si¢ niepotrzebnych operacji calkowania i mnozenia. Poniewaz zalozyliSmy, Ze obciazenia sa pro-
porcjonalne, to warunek statecznos$ci uktadu wykorzystujac ten sam sposob zapisu, co w punkcie poprzed-
nim, mozemy zapisac nastgpujaco:

(K°+K(c*)v=0, (10.30)
lub
(K° + MK (o, %)+ K(o, )+ K(r, %)) =0.

Przyjecie dekompozycji macierzy geometrycznej w postaci (10.29) umozliwia, w tatwy sposob, usta-
lenie proporcji obciazen o, o, T,

Zauwazmy jeszcze na koniec, ze macierze geometryczne (10.13) i (10.29) maja w zasadzie t¢ sama
posta¢. Podobna posta¢ mialyby macierze geometryczne dla innych elementéw. Macierze te zawsze bgda
zaleze¢ w sposob liniowy od naprezen. Ten fakt pozwolil na opracowanie prostej i ogdlnej metody analizy
wyboczenia metoda elementéw skonczonych.
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10.5. Uwagi koncowe

Przypomnijmy na koniec ograniczenia przedstawionej powyzej analizy. ZalozyliSmy, Zze stan przed-
krytyczny jest liniowy, tzn. relacja sita-przemieszczenie jest linig prosta. Fakt ten zaznaczono na rysunku
10.5 linig prosta OAE (w przypadku pretéw prostych i ptyt idealnie ptaskich prosta OAE pokrywa sig z osia
pionowa OA).

Punkt bifurkacji A wyznaczyliSmy z réwnania klasycznego problemu wytoczenia, czyli z rdwnania
tzw. stateczno$ci poczatkowej. Sledzenie $ciezki AE jest mozliwe tylko teoretycznie, na przyktad w trakcie
eksperymentu numerycznego. Sciezki AF, AG i AH sa $ciezkami pobifurkacyjnymi (pokrytycznymi), ktore
zawsze sig otrzymuje przekraczajac punkt krytyczny Agg, . Posta¢ tych Sciezek zalezy od typu analizowane;j
konstrukcji. Sciezka AG charakteryzuje tzw. stateczne pokrytyczne zachowanie, podczas gdy $ciezka AH
prowadzi do punktu przeskoku dla 4 < Agg.

Analiza nieliniowa (tutaj nie przedstawiona) prowadzi do $ciezki OB ponizej punktu bifurkacji dla
uktadu idealnego, a do $ciezki OC - dla uktadu z imperfekcjami.

= d

Rys. 10.5. Rozne Sciezki rownowagi w zagadnieniach statecznosci konstrukcji

Sztywnos¢ ukladu charakteryzowana przez macierz (K’ + K°) , byta wyznaczana dla konfiguracji po-
czatkowej uktadu (konfiguracji nieodksztatconej). Proces obcigzania uktadu powoduje, oczywiscie, jego de-
formowanie si¢ i w zasadzie posta¢ krzywych A-d ma charakter Sciezek OB i OC. Zachowanie si¢ uktadu
pod dziataniem obcigzenia jest zatem zalezne od deformacji. Musimy pamigtac, ze w przedstawionym algo-
rytmie pomijaliSmy te efekty. Otrzymywane rozwigzania sa tylko rozwiazaniami przyblizonymi. Oczywiscie
beda one tym blizsze rozwigzaniom doktadnym im odejscie $ciezek OA i OB bedzie mniejsze. Aby sig jed-
nak o tym przekona¢, nalezy dokona¢ analizy nieliniowej lub przynajmniej rozwigzaé problem zlinearyzo-
wanej statecznosci, polegajacy na uwzglednieniu wplywu poczatkowych przemieszczen (deformacji powsta-
tej na skutek przylozenia obciazenia) na wartosci obciazenia bifurkacyjnego. Zainteresowanych ta tematyka
odsytamy do literatury.

Zadania

1. W wyrazeniu (10.8) uwzgledni¢ nieliniowy czlon wynikajacy ze skrdcenia osi preta i obliczy¢ od-
powiednia poprawke do macierzy poczatkowych napregzen.

2. Rozwiaza¢ za pomoca jednego a nastgpnie dwoch elementéw zagadnienie wyboczenia prgta swo-

bodnie podpartego na obu koncach i o statym El. Porowna¢ otrzymane wyniki z wartoscia doktadna.

Rozwiaza¢ zadanie 2 dla dwoch, a nastepnie czterech, elementow wykorzystujac symetri¢ zadania.

4. Znalez¢ zalezno$¢ P-S dla kratownicy Misesa, przedstawionej na rysunku.

W
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