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C. €A
ROZWIAZANIE UOGOLNIONEGO PROBLEMU WELASNEGO METODA
ITERACJI ODWROTNYCH

Istnieje wiele efektywnych metod stuzacych do rozwiazania rOwnania macierzowego
K¢ =M. (C.1H

Metody te Czytelnik zapewne poznat podczas kursu matematyki i kursu poswigconego metodom numerycz-
nym. Ponizej przedstawimy jedna z mozliwych metod iteracyjnych rozwiazania réwnania (C.1), ktora ze
wzgledu na prosty algorytm zashuguje, naszym zdaniem, na uwagg.

W metodzie iteracji odwrotnych przyjmuje si¢ pewien wektor poczatkowy x i dla kolejnych iteracji
rozwiazuje si¢ rownanie

Kxi = Mx,, (C.2)
gdzie
xk+1 _ Xk+1 1 (C3)
(;/:rz -M ';kﬂ)g

Wektor x nie moze byé M-ortogonalny do @,, tzn. x,". M @, # 0. Zaklada sie, ze dla k — o otrzyma-
my xz+; —.@; Gtownym krokiem metody jest rozwigzanie roéwnania (C.2), czyli wyznaczenie wektora Xy,
ktorego kierunek zbliza si¢ do wektora wlasnego w miarg zwigkszania liczby iteracji. Warunek (C.3) wpro-
wadza si¢, aby nowy wektor byt M-ortogonalny. Gdyby$Smy nie zastosowali skalowania (C.3), to podczas
kolejnych iteracji wektory x. nie zbiegatyby si¢ do 4, lecz do jego wielokrotnosci.

Przesledzmy na ponizszym przykladzie zastosowanie przedstawionej metody. Rozwiazmy problem
wiasny (C.1) o macierzach:
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Pierwszym krokiem metody jest dekompozycja macierzy K do postaci L-D-L (patrz Dodatek A). Macierze
te maja postac:

1 2
1 3
2 2
K= 0 —_2 ; , D= i , (C.5)
3
0 0 __3 ] i
L 4 i L 2]

Jak wspomnieliSmy wyzej, poczatkowy wektor x;. nie moze by¢ ortogonalny do wektora @;. Do-
swiadczenie wskazuje, ze wektor ten najlepiej przyja¢ jako wektor o sktadowych rownych jednosci. Przyj-
mijmy zatem:
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x,=[1 1 1 1] (C.6)
Dla k=1 mamy
2 -1 0 0 0 I
-1 2 -1 0| 2 I o
0 -1 2 —1[°" 0 i €7
0 0 -1 1 1|1
Skad otrzymujemy:
3 3
o =|® X2 -M-x:=136 1|6 c38
X2 = y X2 - X2 = oraz X, =— .
7 2 2 2 /_]36 7 (C.8)
8 8
dla drugiej iteracji otrzymujemy:
20
- 1 |40 = 6336 )
3 — , . . = —— .
J136 | 48 ’ SEY;
56
20
R N x, =[0.251 0.503 0.603 0.704] (C.10)
=i st . =o. . . . :
56

Porownujac x; z rozwigzaniem doktadnym:
@, =/[0.25 0.5, 0.602, 0.707],

wida¢, ze metoda iteracji odwrotnych daje zadowalajace wyniki, nawet dla niewielkiej liczby iteracji. Row-
nania (C. 2) i (C. 3) stanowia podstawg metody iteracji odwrotnych. W implementacjach komputerowych
stosuje sig¢ troch¢ odmienny, bardziej efektywny tok postgpowania. Zaktadajac mianowicie, ze y; = M - x;.
dla kolejnych iteracji, mamy:

K - Xkei = Vi,
;k+1 :M';k”’
-7 (C.11)
— x + .
p(Xk+1)= SRR

1
Xi+l " Y gy

a poniewaz, v, @, # 0, wicc gdy k — oo otrzymamy:
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Vin=>M-ad, i plxii)= 2, (C.12)

Zauwazmy bowiem, ze p(x;+; ) jest illorazem Rayleigha. Proces iteracyjny przerywa sig, gdy spelniony jest
warunek

lgk-”)_lgk) )
P < tolerancji. (C.13)
1

Gdy ostatnig iteracje oznaczymy przez / to ostatecznie otrzymamy:

A, = p(xis1) (C.14)
i7(C.3) B
Xi+1
b=—"" 1 (C.15)
(.X]+1 ’ yl+1 )2

Powtérzmy obliczony wyzej przyklad, stosujac teraz to podejscie. Dla tego samego wektora poczatkowego i
dla k=1 mamy:

(C.16)
0 3 0
2 _ |6 _ |12
Yi=|gt X2 =| Ya=| gt (C.16)
1 8 8
-7
p(xz) = =21 ~ 01470588
X2 Y,
1
0.00000
1.02899
Y2=10.00000 (€17)
0.68599

Nastepne iteracje przebiegaja wedtug podobnego schematu. Po pigciu iteracjach otrzymamy naste-
pujace wyniki:
0.25001

0.50001
h =0.146447, 4= o (C.18)

0.70709
Doktadna warto$¢ wiasna wynosi A; = 0.1464466.
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