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4.1. Uwagi wstepne i koncepcje podstawowe

W wielu przypadkach, waznych z punktu widzenia zastosowan technicznych, znalezienie rozwiazania
robwnania roézniczkowego w postaci analitycznej jest trudne Iub wrecz niemozliwe do osiagnigcia. Taka
sytuacja towarzyszy znacznej wigkszosci przypadkow, szczegolnie gdy w problemach mechaniki osrodka
ciagtego mamy do czynienia z nieregularng geometria ukladow, badz gdy wiasciwosci materiatow sa
funkcjami zmiennych poél. Takie problemy nazywamy zadaniami nieliniowymi. Metoda elementow
skonczonych czgsto w srodowisku inzynieréw bywa utozsamiana ze sposobem rozwigzywania problemow
mechaniki, przy czym zapomina si¢ ze wszystkie te zagadnienia modelowane sa za pomocg réwnan
roézniczkowych. Ponizej pragniemy pokaza¢, ze metoda elementow skonczonych jest przede wszystkim
metoda rozwigzywania dowolnych réwnan rézniczkowych.

Sposréd metod znajdowania rozwiagzan przyblizonych, ktore sa uzyteczne dla lepszego zrozumienia
istoty MES, chcemy zwrdci¢ uwage na nastgpujace:

- metoda Ritza,

- metoda wariacyjna Rayleigha - Ritza,

- metody wazonych reziduoéw.

Wymieniane powyzej metody znajdywania przyblizonych rozwigzan rownan rozniczkowych sa
metodami catkowymi, gdyz opieraja si¢ na formach catkowych, nie za$ bezposrednio na réwnaniach
rézniczkowych.

Metoda Ritza jest na tyle prosta, ze nie wymaga dodatkowych informacji poszerzajacych klasyczny
kurs matematyki. Metody wariacyjne, operujace pojeciami klasycznego rachunku wariacyjnego, wymagaja
choc¢by znajomosci podstawowych formut tego rachunku. Nie bedziemy ich tutaj przedstawiali, jedynie
zaproponujemy Czytelnikowi zapoznanie si¢ z fragmentami literatury zrodlowe;.

Zanim przedstawimy metody Ritza i Rayleigha-Ritza, sprobujmy na przyktadzie prostego problemu
brzegowego przesledzi¢ ide¢ koncepcji generalnej. Nasze rozwazania zilustrujemy przyktadem prostego
przypadku pojedynczego rownania rozniczkowego z jedng tylko zmienng niezalezng. By przedstawi¢ rdéznice
migdzy kolejno omawianymi metodami bgdziemy analizowaé zawsze to samo rdéwnanie rézniczkowe,
ktorego rozwiazanie analityczne jest proste do osiagnigcia. Tym samym tatwo nam bedzie pordéwnaé
doktadnos¢ otrzymywanych przez aproksymacjg wynikow z rozwiazaniami doktadnymi.

Przyjmijmy réwnanie rozniczkowe zapisane symbolicznie:

S(T(x)=0 4.1

opisujace dowolne zagadnienie w przestrzeni €2, gdzie 7 opisuje funkcj¢ zmian x (moze to by¢ np.
temperatura, funkcja ugiecia belki), za§ ) jest obszarem dziatania funkcji rzadzonej przez prawo
zdefiniowane za pomocg operatora rozniczkowego f .

Warunki brzegowe zapiszemy w postaci:

g,(T'(x))=0 naobszarze I,

(4.2)
g2,(T'(x)) =0 naobszarze I,
gdzie I i I, zawieraja te czgsci €2, ktore ograniczaja brzeg ( rys. 4.1).
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Rys. 4.1 Obszar jednowymiarowy dziatania funkcji ' (T(x))

Okreslmy rozwiazanie rownania (4.1) lacznie z warunkami (4.2) w postaci funkcji:

T'=T'(x,a1,a2,...,an)=Za[-N[(x), (4.3)

i=1

ktora ma jedng badZz wigcej niewiadomych a;, za$ funkcje N, spetniaja doktadnie warunki brzegowe (4.2).
Funkcje N, nazywamy funkcjami probnymi. Problem redukuje si¢ wigc do trafnego wyboru funkcji prob-

nych N, iznalezienia parametrow a,. Ogolnie nalezy si¢ wigc spodziewac, ze ciag przyjgtych aproksyma-

cji
I'=T'(x,a,)=a, N, da i=12,..,n (4.4)

polepsza rozwiazanie wraz ze wzrostem liczby stosowanych funkcji probnych N,. Przyjmowane funkcje N,

musza by¢ ciagle i rozniczkowalne do najwyzszego rzedu wystepujacego w catkowej formie rownania.
Nie powinno nikogo zaskoczy¢, ze 1", zastgpujace w (4.1) funkcj¢ 7'(x), nie spetnia doktadnie tegoz
rownania, to znaczy, ze f(7"')# 0. Roznicg miedzy rozwiazaniem doktadnym a przyblizonym oznaczymy

przez R(x,a.) izapiszemy:
S(T'(x,a,)) = R(x,a,) (4.5)

Rezidua R zaleza od x oraz a;. Z dokladnym rozwiazaniem mamy do czynienia wtedy, gdy

R =0dla wszystkich punktow obszaru . Dla rozwiazan przyblizonych R zasadniczo rézni sie od zera,
jakkolwiek w wybranych punktach obszaru ) warunek ten moze by¢ spetniony.

4.1.1 Metoda Ritza

Podstawowa metoda Ritza wymaga, by dla aproksymacji / rzgdu byt spelniony nastgpujacy warunek:

[R(x,a)=0. (4.6)
Q
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Powyzsze wyrazenie prowadzi do rownania algebraicznego z niewiadomym parametrem «, . Dla poprawnie
postawionego problemu z dobrze dobrana funkcja probna rozwiazanie a; zawsze istnieje. Za funkcje N, (x)

przyjmowane moga by¢ wielomiany, funkcje cykliczne oraz inne funkcje ciagle i rézniczkowalne. Zilustruj-
my to, co dotad powiedziano nastgpujacym przyktadem.

Przyklad. Rozwiazmy roéwnanie rdzniczkowe zwyczajne o postaci:

d*T

2

+1000-x* =0 dla 0<x<I (4.7)

dx
przy zachowaniu nastepujacych warunkoéw brzegowych:

T(0)=0oraz T(1)=0 (4.8)

Za funkcje probna przyjmijmy funkcje nie zaktdcajaca problemu, spetniajaca deklarowane warunki
brzegowe:

N, =x-(1-x%). (4.9)

Poszukiwane rozwiazanie przyjmujemy wiec w postaci:

T'=a,-N,(x)=a,-x-(1-x%). (4.10)

Podstawiajac je do rownania wyjsciowego (4.7), rezidua wynosza:

d’T' d’T'
R= +1000-x>, gdzie =—6-x-a,, (4.11)
dx® ? dx® :
tak wiec w koncu
R(x,a,)=-6-a,-x+1000-x". (4.12)

Spetienie wymagania (4.6) pociaga konieczno$¢ dobrania wspotczynnika @, na podstawie rownania:

j(—6-al-x+1000-x2)dx20 (4.13)
0

skad otrzymujemy jedno rownanie algebraiczne z niewiadoma a, w postaci:

1
3
{(—3-%-”1000%}} -0, (4.14)
0
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, o 1000 . ) .. .
z ktorego wynika, Zze a, = T, wobec czego otrzymane rozwiazanie przyblizone ma nast¢pujaca forme:
1000
T':T-x-(l—xz). (4.15)

Warto w tym miejscu uzmystowic sobie, ze rozwiazanie rdéwnania rézniczkowego przerodzito si¢ nie-
postrzezenie z problemu analizy matematycznej w problem algebraiczny. Otrzymany wynik bedzie porow-
nany z rozwiazaniem doktadnym. W tym miejscu prosi si¢ dociekliwego Czytelnika, by zechciat samodziel-
nie znalez¢ rozwiazanie nieskomplikowanego przeciez réwnania (4.7).

Q(x) = 1000-x*

10007
800T
6001
Q(x)

4001

2007

Rys. 4.2 Interpretacja wydajnosci zrodia ciepta i warunkow brzegowych

Analizowane rownanie Jest forma roéwnania przewodnictwa cieplnego w izolowanym pregcie, z we-
wngtrznym zrodlem energii. Wydajno$¢ tego zrdodla jest proporcjonalna do x’ (rys.4.2).

Wyzszych temperatur nalezy si¢ spodziewaé blizej konca, dla x =1, chociaz na obu brzegach
powinien by¢ spelniony warunek 7' = 0. Miejsce maksymalnej temperatury wypada dla x = 0.577 . Nalezy
podkresli¢, ze funkcje prébne, ktore w tym przypadku rozciagnigte sa nad calym analizowanym obszarem,
nie powinny zaburza¢ opisywanego zjawiska fizycznego, ale powinny doktadnie spelnia¢ warunki brzegowe.
W przysztosci technika MES wykaze, ze mozna wyeliminowaé powyzsze ograniczenia naktadane na funkcje
probne, ktore to ograniczenia sa trudne do spetnienia w wigkszosci praktycznych probleméw technicznych.

4.1.2. Metoda wariacyjna Rayleigha-Ritza

Typowy problem jednowymiarowego rachunku wariacyjnego polega na znalezieniu takiej funkcji
T'(x), by zminimalizowa¢ badz zmaksymalizowa¢ catke:
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I=[F(x,T(x).T.(x))dx , (4.16)

dT
gdzie T = d_ za$ F jest funkcjonalem (funkcja, ktérej argumentami sa funkcje). Mozna wykazaé, ze
x

funkcjonat odpowiadajacy rownaniu z poprzedniego przyktadu ma postac:

2
F:—l(d—Tj +1000-x*-T (4.17)
2\ dx

Konsekwentne sformutowanie wariacyjne problemu z analizowanego przyktadu wymaga wigc ekstremaliza-

Cji nastgpujacego wyrazenia:
1 2
I:j —l[d—Tj +1000-x* - T (4.18)
oL 2\dx

Idea polega wigc na znalezieniu takiej funkcji 7(x), ktoéra minimalizuje / . Zanim pokazemy, w jaki sposob
powyzsze réwnanie moze by¢ uzywane do znalezienia przyblizonego rozwigzania analizowanego problemu,
zauwazmy, Ze:

- funkcja T'(x), ktora ekstremalizuje wyrazenie na I, jest funkcja spetniajaca rGwnanie rézniczkowe

i zadane warunki brzegowe,
- wyjs$ciowe rownanie rozniczkowe zawiera wyrazenie drugiego rzedu, a sformutowanie wariacyjne -
tylko pochodne pierwszego rzedu (jest to tzw. stabe sformutowanie).

Przyklad (cd.). Przyjmijmy, podobnie jak poprzednio, funkcje probna w postaci:

T'=a,-N,(x)=a,-x-(1-x%); (4.19)

podstawiajac to wyrazenie do wzoru (4.18), otrzymujemy:

o 1(drY
I(a,)= ! (7(3) +1000-x2~T']dx. (4.20)

Zalezno$¢ ta jest funkcjq jedynej niewiadomej a, . Stacjonarno$¢ bedzie zapewniona przez spetnienie

warunku
dl
—=0.
da 4.21)
Wobec tego, ze

dT'

—=(3-x"+1-a,,

da ( )-a

ostatecznie otrzymujemy (4.20) w jawnej postaci:
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I(a)) = j( (1-3-x7 +1000~x2-(a1-x~(l—x2)))dx

a po wykonaniu przepisanych operacji

I(a)—w al—g-al2 wiec takze ﬂ—@—i a, =0
12 5 da, 12 5

. , . . 5000
i w koncu poszukiwang warto$¢ a, = ———.

48

Tym razem otrzymane rozwiazanie jest nastgpujace:

T'(x )_M x-(1-x%). (4.22)

Porownania dotad otrzymanych rozwiazan dokonano na rysunku 4.3.

Tl(x) = %-x-(l - XZ) TQ(X) = %-x-(l - XZ)

40T

30T

(0 \
. . . . \

0 0.2 0.4 0.6 08 1
] X

— Metoda Ritza

-------- Metoda Rayleigha-Ritza

Rys. 4.3. Porownanie rozwiqzan metodq Ritza i metodq wariacyjnq

4.2. Metoda wazonych reziduéw

Metoda wazonych reziduéw jest silnym narzedziem znajdowania przyblizonych rozwigzan réwnan
rozniczkowych powszechnie stosowanych w problemach inzynierskich. Ponizej prezentujemy cztery najbar-
dziej popularne wersje tej metody. Pewna zaleta wazonych rezidudéw jest mozliwo$¢ ominigcia sformutowan
wariacyjnych, ktore czgstokro¢ moga sprawiac¢ wiele trudnosci. Oméwimy wige pokrotce, positkujac si¢ cia-
gle tym samym przyktadem, dwie wersje metody kollokacyjnej, znana metod¢ najmniejszych kwadratow
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oraz tzw. metode Galerkina i bezposrednio z niej wywodzaca si¢ MES. Na koniec porownamy wyniki z
poprzedniego przyktadu uzyskane przy zastosowaniu ré6znych metod.

Przedstawiajac koncepcje ogodlna, ograniczymy sig, tak jak to mialo miejsce poprzednio, do poje-
dynczego réwnania z jedna tylko zmienna niezalezna

f(T(x)) =0, dziatajacego w obszarze Q) (4.23)

z okreslonymi warunkami brzegowymi:

g,(T(x))=0 naobszarze T, ,

4.24
g,(T(x)) =0 naobszarze I, (4.24)

Podobnie przyblizymy rozwiazanie za pomoca funkcji probnych N,(x) i nieznanych wspotczynnikow a; :

T'=T'(x,al,az,...,an):Zai-N[(x) (4.25)

i=1
i otrzymamy spehienie rownania wyjsciowego z doktadnoscia do reziduéw R(x,a;):
S(T'(x,a,)) = R(x,q,) (4.26)
Metody wazonych reziduéw zakladaja wyznaczenie parametrow a; przez spetnienie okreslonego warunku:

J.W(x)-Rl.(x,a )=0, da i=12,..,n, (4.27)
Q

gdzie funkcje w(x) sa tzw. funkcjami wagowymi. Wybor tych funkcji réznicuje wersje metody wazonych
reziduéw. Zauwazmy, ze przyjmujac w zadaniu z jedna tylko niewiadoma stala funkcje wagowa w(x) =1,
otrzymamy znang juz nam wersj¢ metody Ritza.

4.21. Punkt kollokacji
W tej wersji metody wazonych reziduéw za funkcjg¢ wagi przyjmuje si¢ wyrazenie

wi(x)=50-(x—x,), (4.28)
gdzie 0 pekni funkcje delty Kroneckera, ktora jest zdefiniowana nastgpujaco:

b

I5-(xi—x)dx=1, dla x, e(a,b),

: (4.29)
I5-(xi—x)dx=0, dla x; ¢ (a,b),
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gdzie wspotrzedna x; opisuje polozenie punktu kollokacji i wybierana jest na etapie formutowania ogra-
niczenia. Przy stosowaniu 7 funkcji probnych wymaga si¢ - w celu wyznaczenia wszystkich wspotczyn-
nikéw a, - zastosowania n punktéw kollokacji. Ograniczenia wygladaja wowczas nastgpujaco:

[6-(x-x) R(x,a)=0, dla i=12,..,n, (4.30)
Q
Formutujac je w n punktach Xx;, otrzymujemy uklad rownan algebraicznych, z ktorego wyzna-
czymy niewiadome q, .

Przyklad (cd.). Wracajac do naszego przyktadu, wielkosci reziduow sa zdefiniowane jak po-

przednio: R(x,a;)=-6-q, -x+1000-x°. Przy przyjetej tylko jednej funkcji probnej wymaga sie spel-

1
nienia ograniczenia typu (4.30) w jednym tylko punkcie, na przyklad x, = E . Woéweczas otrzymujemy:

2
—6~a1~l+1000- 1 =0, czyli alzm (4.31)
2 2 12

Rozwiazanie koncowe jest tym razem w postaci:

1000

T'(x)zT x-(1-x%). (4.32)

4.2.2. Podobszar kollokacji

Funkcje wagi w tej metodzie dobiera si¢ w taki sposob, ze ich warto$ci sa rowne 1 w danej czg$ci ob-
szaru €, natomiast na pozostatej czgsci obszaru €2 sa rowne zeru. Podobszaréw kollokacji definiuje sig

tyle ile jest przyjetych funkcji probnych. Sytuacjg ilustruje rysunek 4.4, ktéry przyktadowo dzieli caly obszar
na trzy podobszary. Matematycznie funkcje wag w poszczegolnych podobszarach wyrazone sa nastgpujaco:

I xeQ
)= 0 xegQ
1

1 xeQ,
m=10 o
2

1 xeQ,
= 10
3
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w(x)
04 X
w(x)
Qz X
w(x)

Q5 X

*»~

]

Rys. 4.4. Przyjete funkcje wagowe w podobszarze kollokacj

Podobszary €2, nie zawieraja wspolnych elementow, lecz w sumie wypetniaja caly obszar Q0 .Te za-

lozenia w konsekwencji prowadza do nastgpujacego uktadu rownan, ktérego rozwiazanie pozwala wyzna-
czy¢ niewiadome wspotczynniki a; :

J.R(x,ai):(), dla i=1,2,...,l’l, (433)
Q

Przyklad (ed.). W naszym przypadku przyjecie jednej funkcji probnej wymaga potraktowania caltego
obszaru Q jako jednego tylko podobszaru kollokacji €2 =Q, . Tak wigc Q, = <0,1> , a calo$¢ sprowadza

si¢ do spelnienia warunku identycznego z warunkiem Ritza:
fR(xsal) =0, (4.34)
Q

skad takze

(—6-a1-x+1000-x2)a’x20 oraz 01:$ (4.35)

S S

i koncowy wynik jest identyczny z tym, ktoéry otrzymaliSmy poprzednio stosujac propozycje Ritza:

1000

T'(x):T x-(1-x7%) (4.36)
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4.2.3. Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratéw jest powszechnie znana wszystkim tym, ktérzy staja przed proble-
mem opracowania wynikéw eksperymentu. Polega ona na zminimalizowaniu wyrazenia typu:

[(R(x,a)f dx =0, (4.37)

Q

co oznacza, ze czastkowe pochodne powyzszej catki wzgledem kolejnych wspotczynnikow a, maja by¢

rowne zeru. Otrzymujemy wige uklad réwnan algebraicznych o postaci:

a_ Vdx j R(xa)d jR—dx 0,
(?a1 8alQ a,

ol 0 2
—  =— | (R)dx= R(x,a; *dx = R—dx 0,
Oa, Oa, Q( ) l@az ( ( ) '[ oa, (4.38)

ol 0 0
—=—I(R)2dx I (R(x a, ) Pdx = J-R—dx 0.
Q Q 8 n n
Widzimy wiec, ze role funkcji wagowych w powyzszych rownaniach petnia pochodne reziduow, a

wiec wl.(x):s—R dla i=12,..,n
a

i

Przyklad (cd.). Wracajac znéw do analizowanego przyktadu, mamy funkcj¢ reziduow w znanej juz
nam dobrze postaci (4.12), funkcja za§ wagowa tym razem okreslona jest jako

=—6-x,
%0, x (4.39)

i w zwiazku z czym podstawiajac do (4.27), otrzymujemy

j—6-x-(—6-a1-x+1000-x2)dx=[12-x3-a1—1500-x4]:)=0,
0

skad
1000
a, =——- (4.40)
48

Rozwiazanie otrzymane tym sposobem wynosi:

1000

T'(x )_— x-(1-x%). (4.41)
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4.2.4. Metoda Galerkina
Ostatnia z proponowanych tu metod opierajacych si¢ na wazonych reziduach jest metoda zapropo-
nowana przez Galerkina. Polega ona na przyjeciu, ze rolg¢ funkcji wagowej pelni przyjmowana funkcja
probna. Zaktadamy wigc, ze w;(x) = N,(x) i zadamy - w przypadku uzywania kilku funkcji probnych jed-

noczesnie - spelnienia warunkow:

INi(x)-R(x,al,az,...,an)dx:0, dla i=12,...,n, (4.42)
Q

Przyklad (cd.). Poniewaz, jak dotad, zawsze przyjmowali§my funkcj¢ prébna w postaci

N,(x)=x-(1-x") , wymagamy wigc teraz spehienia warunku.

1
[x-(1-2*)(~6-a,-x+1000-x*)dx =0 (4.43)
0
ktory prowadzi do wielko$ci wspotczynnika a, = W Otrzymana tak funkcja 7"'(x) ma posta¢:
T'(x) =%-x-(l—x2) (4.44)

Tym razem wynik pokrywa si¢ z wynikiem otrzymanym w wariacyjnej metodzie Rayleigha-Ritza.
Spréobujmy na koniec tych rozwazan poréwnac otrzymane wyniki z prostym do uzyskania rozwiaza-
niem dokladnym. Posta¢ tego rozwiazania jest nastgpujaca:

T(x) =%-x-(l—x2) (4.45)

Zwr6éémy uwage, ze potgga zmiennej w nawiasie jest wyzsza od tej, ktora przyjmowaliSmy w
funkcji probnej. Mozna by powiedzie¢, ze nasze poszukiwania skazane byly na czgsciowe tylko powo-
dzenie, gdyz postugiwalismy si¢ tylko jedna funkcja probna, ktora odbiegata postacia od rozwazania
doktadnego. Trzeba w tym miejscu podkresli¢ raz jeszcze, ze zwigkszajac liczbe wyrazow wielomianu
a tym samym zwigkszajac liczbe niewiadomych wspotczynnikdéw, nasze rozwigzania zblizatyby si¢ do do-
ktadnego. Gdybysmy od razu przyjeli funkcj¢ probna w postaci N, (x) = x-(1—x’), kazda z wymienionych
tu metod doprowadzitaby nas do rozwiazania doktadnego. Celowo nie uczyniliSmy tego, gdyz w przypad-
kach waznych z punktu widzenia zastosowan praktycznych nie sposob jest przewidzie¢ posta¢ rownania, bo
nie sa znane rozwiazania analityczne.
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Xl. 1- X2| Xl. 1- X2|

5000
T3(x) =

1000
T2(x) =

1000
Ti(x) =

2 |

1000
Td(x) = - zl1-%")

1000
T5(x) = - xl1-x")

.n u=.2 u=.4 E|=.6 o 1

— Metoda najmmiejszych kwadratdw
— Metoda Ritza

Metoda Galerkina 1 Bayleigha-Eitza
— FRozwiazanie dolladne
Mletoda punkctu kollokaci

Rys. 4.5. Porownanie rozwiqzan otrzymanych roznymi metodami

Rysunek 4.5 przedstawia krzywe naszego rozwiazania. Linig ciagla zaznaczono rozwigzanie doktadne.
Widzimy, ze w analizowanym przypadku metody najmniejszych kwadratow i podobszarow kollokacji pro-
wadzity do okreslenia temperatur znacznie wyzszych niz doktadne.

Podkreslmy raz jeszcze, co jest niezwykle wazne przy analizowanej aproksymacji, ze przyjmowane
funkcje probne rozpiete sa nad catym obszarem (). Dalej, przyjmujac koncepcje podziatu catego obszaru na
czesci (elementy), bedziemy omawia¢ aproksymacje tylko na fragmencie obszaru, co w znacznym stopniu
utatwi nam zadanie. Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze w przypadku cho¢ troch¢ skomplikowanych wa-
runkéw brzegowych nie mozna zaproponowaé funkceji probnych spetiajacych wymieniane powyzej wyma-
gania co do doktadnego spetnienia warunkoéw brzegowych i niezakldcania problemu fizycznego.

4.2.5. Przyktad MES w aproksymaciji Galerkina

Zasadnicze nowe elementy, ktore chcemy teraz wprowadzi¢, polega¢ beda na przyjeciu nawet prost-
szej, bo liniowej funkcji probnej, ale przyktadanej tylko lokalnie na pewnym podobszarze, ktory nazywac
bedziemy elementem skonczonym.

Zatbzmy wigc, ze obszar zawarty miedzy punktami x =a i x=b, (a £ x <b) zostal podzielony na
M podobszaréw (elementéw), tak jak to pokazano na rysunku 4.6. Proces ten nazywamy dyskretyzacja.
Przeanalizujmy zatem element o dwoch weztach w punktach x, oraz x ;. Dowolna wielkos¢, ktora na tym

obszarze ma podlega¢ zmianom (moze to by¢ np. przemieszczenie lub jak w naszym przyktadzie temperatu-
ra) oznaczmy przez )(x). Niech na obszarze elementu zmiana tej wielkosci bedzie opisana za pomoca

zaleznosci
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konstrukcji inzynierskich



4. METODY APROKSYMACYJNEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN 13
ROZNICZKOWYCH

a X, Xk X
Rys. 4.6. Podzial obszaru jednowymiarowego na elementy.

yi(x)=m-x+b (4.46)

gdzie e oznacza, ze aproksymacja dotyczy wylacznie elementu, a warto$ci wspodtczynnikéw m i b wyzna-
czymy z nastgpujacych warunkow:

dla x = x;, yi(x;)=y,,
(4.47)
dla x =x, Y(x )=y,

Podstawiajac te warunki do rownania (4.46), po rozwiazaniu uktadu réwnan z niewiadomymi m i
b otrzymujemy:

m:u’ b:yj_[uJ.xj (448)

X, =X, X=X,

i funkcje opisujaca zmiang wielkoéci y“(x) na obszarze elementu w postaci:

e X, —X X=X
y(x):[ : J‘y(/"'( JJ'yk’ (4.49)
Xy —X; X, —X;

przy czym wielkosci y; i y, pelnia rolg podobna do tej, ktora pelnity wspotezynniki @, w  poprzednich

rozwazaniach. Powyzsza zalezno§¢ mozna wigc zapisac jako

Y (x)=N,(x)-a;+N,(x) a; (4.50)

Przyjmowane wigc funkcje probne (ksztattu) sg tym razem funkcjami liniowymi i wyrazaja si¢ nastgpujacy-
mi zalezno$ciami:

X, — X X— X
_ Tk _ J
N;(x)= N,(x)= (4.51)
P X J X, —X ;i
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Rys. 4.7. Liniowe funkcje probne w obszarze elementu

Zmienno$¢ tych funkcji pokazano na rysunku 4.7. Ogoélnie mozna wigc zapisa¢ zmienno$¢ pola
y°(x) stosujac notacj¢ macierzowa:

y(x)=N-a*, (4.52)

gdzie dwuelementowa macierz N gromadzi funkcje ksztaltu, a wektor a® zawiera warto$ci zmiennych pola
punktach weztowych.

Przyklad (c¢d.). Powrdé¢émy do naszego przyktadu. Pamigtamy, ze w metodzie Galerkina funkcjami

wagi byly funkcje probne N(x). Przyjmijmy wigc teraz rOwnanie opisujace zmiang temperatury 7°(x) dla

pojedynczego elementu skonczonego w przedziale od x; do x, .

T°(x)=N;(x)-T,+ N, (x)-T,, (4.53)

gdzie T, i T, odpowiadaja teraz zmiennym a; w metodzie Galerkina, a funkcje ksztaltu maja znana liniowa

posta¢. Rownania Galerkina mozna zapisa¢ w postaci:

M~k

> [N, oRe (7,73 e =0,
i
Z_[Nk(x)(Re(X,Tj,Tk) x =0,

przy czym M odpowiada liczbie elementéw przyjetych w dyskretyzacji. Uktad (4.54) mozna rowniez zapisaé
macierzowo

M Xk

T e
> [ N7 R (v 7. Jlax = 0. (4.55)
e=1 X;
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W naszym przykladzie rezidua R° dla typowego elementu wyrazaja si¢ znang zalezno$cia:

d’T°

. R = +1000- x7. (4.56)
dx’
Otrzymujemy wigc:
M Xk e
N )(d L 1000-x jdsz. (4.57)
e=1 x;

Na tym etapie pominmy sumowanie i poprzestanmy na analizie jednego tylko elementu. Przedstawmy
powyzsze rownanie w postaci dwoch catek:

dx+jNT(x) 1000- x> Jx =0, (4.58)

J

INT()

catkujac pierwsze wyrazenie przez czgsci, otrzymujemy:

dT* HdANT dT* ¥
NT. dx + NT 1000 0,. .
{ dx } ;! dx dx I x }Zx (4.59)

poniewaz przyjeto w aproksymacji, ze 7° =N -a° , skad:

a‘dx +jN 1000 - x> dx =0, (4.60)

./

, dT tdNT dN
V] ]

7 odx dx

Xk T
dN" dN

F d—dx nazywane jest macierza sztywnos$ci elementu i oznaczane przez K°. Ze
X X

J

gdzie wyrazenie

wzgledu na to ,ze wektor a°, opisujacy warto$ci temperatur w weztach, nie zalezy od zmiennej x, powyz-
sze rOwnanie mozemy zapisa¢ macierzowo w postaci:

K-a®=f° (4.61)

Macierz sztywno$ci K¢ o wymiarach 2x2 jest macierza symetryczng i osobliwa. Pozostate wektory

e

i f° maja wymiary 2x1. Wyniki dzialan we wzorze (4.60) przedstawiaja si¢ nastepujaco:

1 1 -1
K¢ = .
X =X, -1 1

dT o dT(x dT(x,)
N R AC D RV WA TR VTS 4.62)
dx . dx dx
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gdzie
0 1
vl wi-[]
oraz
1000 ) ) \
[ N7 (100022 ) = 12| X ZH K 3 (4.63)
: X=X |3-x, —4-x;x, +x;

1 2 3 4 5 6 X
L 5x0.2 L
1 =

Rys. 4.8. Dyskretyzacja MES przykladu w aproksymacji Galerkina (podzial na 5 elementow)
Dokonajmy teraz dyskretyzacji rozwazanego przedziatu na pig¢ rownych czgéci (elementow) o dtugo-

sci 0.2 kazdy. W wyniku tego podziatu otrzymamy obraz, jaki pokazano na rysunku 4.8. Niewiadomymi sg
teraz temperatury w szesciu weztach. Zgodnie z (4.62) macierze sztywnos$ci elementow sa identyczne i wy-

nosza:
1 -1 I -1 5 -5
Ke: 1 . :;. —
x,—x; | -1 1 02-00 |-1 1 -5 5 (4.64)

K'=K*=K’=K*=K".

Wektory prawych stron rownania (4.61) dla elementéw otrzymamy w postaci:

1000
[O]dT(xz){—l]dT(xl)+ 12 {0.24—4-0.2-0.o4+3-0.04}

I _
J 1 dx 0 dx 02-0.0/3-02*-4-0.0-0.2* +0.0*
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[= 0] dT(x,) N —1] dT(x)) N 0.667 ’
1 dx 0 dx 2.000
pro|0] 4T |21 dT(xy) [7:300]
1] dx | 0| dx _11.30_’
0] [—1] [22.00 |
f3 = .M.,. M + , (4.65)
1] dx |0 dx |28.60
e 0] dT(x;) ) [—1] AT(x,) '44.70"
1] dx | 0| dx 154.00 |
. 0] dT(x,) +_— 1] dT(x;) +_75.40 '
1] dx 1 0] dx | 87.30

Podobnie jak to czyniliSmy poprzednio, dokonujemy agregacji macierzy sztywnosci calego ukladu
oraz wektora prawych stron zaleznosci

K-a=f (4.66)

gdzie teraz macierz K oraz wektory a i f opisuja stan uktadu odniesiony do wspotrzednych globalnych.
Po scaleniu otrzymujemy nastgpujacy uktad rownan:

(5 -5 0 0 0 O][T] [0.667—dT(x,)/dx]
-5 10 -5 0 0 O0||T 9.33
0 -5 10 -5 0 0|7 33.33
: = . (4.67)
0 0 -5 10 -5 0|7, 73.33
0 0 0 -5 10 -5||T; 129.40
10 0 0 0 -5 10||T,| |873+dT(xy)/dx

Wprowadzajac warunki brzegowe (w weztach 1 i 6 temperatura jest rowna zeru), czyli na przyktad
wykreslajac z uktadu rownan pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwsza i ostatnia kolumng¢ z macierzy sztywno-
$ci, otrzymujemy uktad réwnan z czterema niewiadomymi. Rozwigzaniem tego uktadu sg nastgpujace wyniki:

T,=0,T,=165T,=312,T, =39.2,T, =32.5,T, =0.

Latwo sprawdzi¢, ze otrzymane wyniki prawie w ogoéle nie odbiegaja od rozwiazania analitycznego
oczywiscie co do wartosci temperatur w wybranych przez dyskretyzacj¢ punktach. Warto zauwazy¢, ze za-
bieg dyskretyzacji mimo przyjecia funkcji probnych w prostej postaci funkcji liniowych prowadzi do osia-
gnigcia bardzo duzej doktadnosci aproksymacji rozwiazania analitycznego.

Zadania

1. Przeanalizuj problem (4.7) z warunkami (4.8) wszystkimi przedstawionymi w tym rozdziale
metodami, przyjmujac funkcje probne w postaci:

a) Nl(x):x-(l—x4),

®) N, (x) = sin(mx)
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2. Znajdz rozwiazanie problemu (4.7) metoda Ritza przyjmujac funkcj¢ prébna w postaci:

Nl(x):x-(l—x3).

W jaki sposob rozwigzanie to odpowiada rozwigzaniu doktadnemu? Uogdlnij otrzymany wynik.

3. Przyjmij réwnanie rézniczkowe w postaci:

dzy

2
X

+6-y=10-x dla 0<x<2,

przy spehieniu warunkow brzegowych y(0)=1 i y(2)=0. Sprawdz, ze funkcjonat, ktory podle-
ga ekstremalizacji w metodzie Rayleigha-Ritza jest wyrazony w postaci:

2 1(dy 2
I = 3-y—10-x-y——(—j :Idx.
!|: 2\ dx

4. Przeanalizuj problem (4.7) metoda punktéw kollokacji, przyjmujac dwie funkcje probne

Nl(x)zx-(l—xz),
Nl(x)zx-(l—x4)

oraz dwa punkty kollokacji dla wspotrzgdnych x=—1 x=

E .

W | —

5. Rozwiaz problem z zadania 4 metoda najmniejszych kwadratow.

6. Przeanalizuj problem 4.7) metoda punktu kollokacji, zaktadajac
x=02,x=04,x=0,6,x=0.8. Sporzadz wykresy i porownaj otrzymane rozwiazania z wyni-
kiem doktadnym.

7. Oblicz ugiecie belki swobodnie podpartej o rozpieto$ci [/ obciazonej cigzarem réwnomiernie
rozlozonym o intensywno$ci g przyjmujac funkcje probne:

Nl(x):x-(l—x),
Nl(x)zx-(l—sin%),

e metoda punktu kollokacji dla x = 0.5 i podobszaru kollokacji przyjetego dla catego przedziatu,
e metoda najmniejszych kwadratow.

Poréwnaj otrzymane ugigcie w Srodku rozpigtosci z wynikiem doktadnym.
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