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CALKOWANIE NUMERYCZNE W PRZESTRZENI DWUWYMIAROWEJ

Rozwiazania catki I = [[, f(x,y) dxdy mozna dokona¢ tatwiej, jezeli wpierw dokonamy transformacji
tego wyrazenia do uktadu wspotrzednych naturalnych & i 5. Ponadto granice kazdej z catek powinny by¢
rowne -/ lub +/. Pole d4 = dxdy musi by¢ zamienione zmiennymi d¢ 1 dy.

Rysunek B.1 przedstawia nieskonczenie mate pole d4 w uktadzie wspotrzednych naturalnych & i 7.
Wektor r okresla potozenie punktu 4 w uktadzie wspotrzednych kartezjanskich x iy :
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Rys. B.1. Elementarne pole dA w ukiadzie wspotrzednych naturalnych

Przyrost tego wektora ze wzglgdu na zmienne naturalne wynosi :
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Jezeli pomnozymy wyrazenia (D.Z' ) i (D.Z’ ) odpowiednio przez d¢ i dy, to uformujemy boki czwo-
rokata (rys.B.1) o infinitezymalnym polu dA. Jego wielko$¢ wyznaczamy na podstawie potrdjnego produktu
wektorowego :
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co po podstawieniach (B.2) prowadzi do
dA:(‘Sx -Q—Q-@J-dgdn, (B.4)

lub w postaci wyznacznika do
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dd = 5_}{ é dédn=|J|-dédn, (B.5)
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gdzie J jest macierza jakobianu. Tak wigc nowa posta¢ wyjsciowego wyrazenia catkowego jest nastgpujaca :
11

1= [[r(&n)-|J|dedn. (B.6)
~1-1

Konsekwentne stosowanie kwadratur Gaussa prowadzi do znalezienia catki w postaci:

1= aa /&0 )}0E ) ®7)

k=1 j=1

gdzie a., a sa wspolczynnikami wag dla punktow o wspotrzednych (& # ). Polozenie punktow Gaussa dla
n=1,2,3 i 4 pokazano na rysunku B.2.
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Rys. B.2. Punkty Gaussa dla elementu czworokqtnego

Rys. B.3. Punkty Gaussa dla elementu trojkqtnego

Punkty probne i wagi dla trojkata

Dla trojkata o polu powierzchni A przy zastosowaniu wspotrzednych naturalnych &; &, &; catkowanie nume-
ryczne odbywa si¢ wedtug formuty

I= Aiaj f(&,€,6; )_/ (B.3)

Rysunek B. 3 przedstawia schematycznie potozenie punktéw catkowania dlan = 1,3,41 6, zas w tablicy B.1
dodatkowo zestawiono wspotczynniki wag o;, odpowiadajace tym punktom.

5, =0.816847, 5,=0.108103,
B, =0.091576, B, =0.44595,
27 25
Vi= _% ’ V)= %’
v; =0.10995174, y, =0.2238159.
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Tablica B.1 Polozenie punktow Gaussa i wartosci wag dla roznych rzedow catkowania
n Rzad Punkty &1,8 .8 0
1 Liniowy a 1/3,1/3,1/3 1
3 kwadratowy a 1/2,1/2,0 1/3
b 0,1/2,1/2 1/3
C 1/2,0,1/2 1/3
szescienny a 1/3, 1/3, 1/3 Y1
b 0.6,0,2,0.2 Y2
C 0.2,0.6,0.2 Y3
d 0.2,0.2,0.6 Ya
4 stopnia a 1, B1, Pi Y3
b B1, 61, Bi V3
c Bi, B1,01 V3
d 02,P2, B2 Y4
€ B2, 62, B2 Ya
f B2, B2, 62 Y4
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