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7. € A
SFORMULOWANIE IZOPARAMETRYCZNE

W poprzednich rozdziatach omowilismy elementy skonczone formutowane za pomoca tzw. wspot-
rzednych uogolnionych. ZaktadaliSmy, ze przemieszczenia elementu zmieniaja si¢ zgodnie z przyjetymi
funkcjami, ktorych wspoétczynniki byty traktowane jako uogolnione wspotrzedne elementu. Przypo-
mnijmy raz jeszcze podstawowe kroki tego sformutowania:

1. Przyjecie pola przemieszczen

u=g-c¢ (7.1)
gdzie ,,g” oznacza tzw. macierz geometryczna, ktéra gromadzi odpowiednie potggi wielomiandw inter-
polacyjnych, za$ c jest macierza statych. Stale te wyznacza si¢ z warunkow brzegowych ( przemiesz-
czenia wezlow musza by¢ zgodne z wartosciami przemieszczen, wynikajacymi z przyjetych funkcji ).

2. Wyznaczenie macierzy staltych ,,c” (wspotrzednych uogolnionych):

d=h-c, gdzie h=[g,;] dlai=1,2,...nr (7.2)

Macierz h jest macierza kwadratowa i nieosobliwa, tak wiec z (7.2) mozna wyznaczy¢ state wielo-
mianow interpolacyjnych jako funkcj¢ przemieszczen weztdw

c=h".d. (7.3)
3. Wyznaczenie funkcji ksztaltu N

u=g-h’-d=N-d

wiec:
N=g-h” (7.4)
1 2
= 5=t ]
4L L 4L N, =3(1—§)
N =318

Rys. 7.1. Dwuweztowy element kratownicy plaskiej

4. Wyznaczenie macierzy B =L-N
5. Wyznaczenie macierzy sztywnosci K oraz pozostalych wektoréw pypo lub Pr, przy ustalonym
prawie konstytutywnym o = D-¢.

Formutowanie omawianych w tym rozdziale elementéw izoparametrycznych (termin izoparametrycz-
ny znaczy ten sam) jest prostsze i szczeg6lnie atrakcyjne przy definiowaniu nowych elementow.

Gloéwna idea formutowania elementow izoparametrycznych jest wyznaczenie funkcji interpolujacych
(funkcji ksztattu), okreslajacych relacj¢ pomigdzy przemieszczeniami elementu i przemieszczeniami jego
wezlow w sposob bezposredni, bez koniecznosci obliczania macierzy b .
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Proces formutowania elementu izoparametrycznego zanalizujemy na przyktadzie najprostszego ele-
mentu, jakim jest dwuweztowy element kratownicy ptlaskiej. Na rysunku 7.1 pokazano taki element o we-
ztach oznaczonych przez 1 i 2. Pierwszym krokiem sformutowania elementu jest wyrazenie globalnych
wspotrzednych elementu x od jego wspoétrzednych naturalnych & gdzie -7 < £ < +1. Transformacja ta jest
dana w relacji:

xzé(l—f)x1+§(]+§)x2+... (7.5)
lub

x=) Nz, (7.6)

gdzie N;=0.5(1-¢) i N,= 0.5(1+&) sa funkcjami interpolujacymi (tutaj liniowymi). Zauwazmy, ze relacja
(7.5) jest jednoznaczna i ustala zalezno$¢ pomigdzy wspotrzednymi x i £ Globalne przemieszczenia preta
wyrazone sa W ten sam sposob, co wspotrzedne globalne, a mianowicie

d=YNd, (7.7)

l 1

M-

Zastosowanie tych samych funkcji interpolujacych (funkcji ksztattu), zdefiniowanych we wspotrzed-
nych naturalnych, do wspotrzednych elementu i jego przemieszczen stanowi podstawe sformutowania izo-
parametrycznych elementow skonczonych. W celu okreslenia wspotczynnikéw macierzy sztywnosci nalezy
znalez¢ relacje: odksztatcenie-przemieszczenie, w naszym przypadku e=du/dx. Mamy wigc:

o duds s
dé dx’ (7.8)
przy czym L jest dtugoscia elementu. Macierz odksztatcen B ma zatem postacé:
1
B:Z[_] 1], (7.9)

W ogolnosci zwiazek: odksztalcenie-przemieszczenie jest funkcja wspotrzednych naturalnych i w celu
wyznaczenia macierzy sztywnosci wymagane jest catkowanie w tych wspotrzednych. Korzystajac ze znanej
juz zalezno$ci na macierz sztywnosci, otrzymujemy

+1
p o E4

L

{_]l}-[— 1 1]-J-dé, (7.10)

gdzie J jest jakobianem wiazacym dlugosé¢ elementu we wspodtrzednych globalnych z dlugoscia elementu,
wyrazona we wspolrzednych naturalnych, tj.
dx=J-d¢&, (7.11)

gdzie J = L/2, skad otrzymujemy ostatecznie:

EA¢ 1 -1
k:T s (7.12)

-1

Jak widaé w powyzszym sformutowaniu, nie byto potrzeby wyznaczania macierzy h™.
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Prosze poréwnaé¢ powyzsze sformutowanie ze sformulowaniem tego samego elementu, zamieszczo-
nym w rozdziale 5.

7.1. Wspoéitrzedne naturalne

Jak wspomnieli$my wyzej, podstawa formutowania elementéw izoparametrycznych jest wyrazenie
wspotrzednych elementu i jego przemieszczen we wspotrzednych naturalnych. Ten uktad moze by¢ uktadem
jedno-, dwu- lub trojwymiarowym w zaleznosci od wymiaréw elementu. Podkreslmy, Zze obliczanie macie-
rzy elementow jest takie samo dla wszystkich tych przypadkow. Ponizej przedstawimy sformulowanie naj-
bardziej ogdlne, tj. dla przypadku przestrzennego.

Wspolhrzgdne elementu przestrzennego wyrazi¢ mozemy ogolnie w postaci:

x:ZNl.xl., y:Zq]:Niyl., Z=ZNl.Zi, (7.13)

gdzie x, y, z sa wspotrzednymi dowolnego punktu elementu, a x;, y;., z. (i=1,..,q) sa wspotrzednymi jego we-
ztow. Funkcje ksztattu sa zdefiniowane we wspotrzednych naturalnych & 7, ¢, ktore zmieniaja si¢ od -1 do
+1. Nieznanymi w (7.13) pozostaja funkcje ksztaltu N.. Funkcje te mozna wyznaczy¢ korzystajac z funda-
mentalnej ich wlasnosci, a mianowicie z tego, ze przyjmuja warto$¢ 1 w wezle ,,i”, a warto$¢ ,,0” w pozosta-
tych weztach.

Pozostawmy sformutowanie elementu przestrzennego i zilustrujmy powyzsze ponownie na przykta-
dzie preta kratownicy, tym razem o 3 weztach (rys.7.2).

1 2 3
x=0 x=0.3L x=L
£ =1 €1
1
S I N,=1-¢
Ny =(1-¢)-1(1-¢)
S "2 2
— Ny=t(1ve)-L(1-¢)
~ 2 2
P

Rys. 7.2. Trojweztowy element kratownicy ptaskiej

Zauwazmy na poczatku, ze w tym przypadku funkcje ksztalttu musza by¢ funkcjami parabolicznymi.
Funkcje N, zdefiniowaé najtatwiej, bowiem parabola, ktora spelnia warunki: dla & = +7 rowna jest 0, a dla
£=0 réwna 1, ma posta¢ N, = (I-&). Pozostate dwie funkcje ksztaltu wyznaczymy przez superpozycje funk-
cji liniowej 1 paraboli. Na przyktad dla wyznaczenia N; funkcja liniowa (7-&)/2 spelnia wymagane warunki:
dla & = -1 rowna jest 1 i dla £=1 rowna 0. By spetni¢ warunek, ze dla & = 0, N, jest rowne 0, dodajmy do
liniowej czesci parabole -(1-¢)/2. W ten sposob otrzymujemy funkcje ksztaltu w postaci N; =0.5-(1-&)-
0.5-(1-&). Podobnie wyznaczymy funkcje N.

Przedstawiony wyzej algorytm konstruowania funkcji ksztattu mozna bezposrednio uogo6lni¢ dla ele-
mentow dwu i trojwymiarowych. Zauwazmy jeszcze, ze posta¢ zaleznosci (7.13) wskazuje, ze elementy izo-
parametryczne moga mie¢ brzegi zakrzywione, wobec czego w wielu sytuacjach elementy izoparametryczne
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sa bardzo uzyteczne przy modelowaniu geometrycznych warunkéw brzegowych. Maja one jednak i pewna
trudnos$¢, polegajaca na skomplikowaniu relacji ¢-d. Wynika to z faktu, Zze przemieszczenia elementu sg wy-
razone we wspotrzednych lokalnych:

uziNiui, v=ZNivi, w:iNiwi, (7.14)

podczas gdy do obliczenia wspotczynnikow macierzy odksztatcenn wymagane jest rozniczkowanie wzgledem
zmiennych globalnych. Poniewaz przemieszczenia elementu sa zdefiniowane we wspotrzednych naturalnych
(7.14), musimy znalez¢ zwiazek pomiedzy wspotrzednymi x, y, z a wspohrzednymi & 7, ¢. ktéry mozna
przedstawi¢ formalnie jako:

x=fi(eng) y=r(ens) z=[f(5n8) (7.15)

lub jako zalezno$ci odwrotne:

E=fi(xy,z), n=f(xyz), {=[fi(xyz) (7.16)

Aby otrzymac¢ relacje pomigdzy obydwoma uktadami wspotrzednych wymagana jest znajomos¢ po-
chodnych typu 8/6x, 8/dy i 8/6z. Wykorzystujac regute rozniczkowania funkcji ztozonej, mamy:
0 _005, 00, 00

S OF & | o o | oL o 717

i podobnie mozna otrzymac¢ wyrazenia na 6/dy i 6/0z. W celu obliczenia d&/dx, on/dx 1 dg/0x musimy w spo-
sob jawny znac relacje (7.16). Obliczenie pochodnych wystepujacych w (7.16) jest stosunkowo uciazliwe. W
tym celu postuzymy si¢ nastgpujacym algorytmem. Wykorzystujac regute rozniczkowania funkcji ztozonej,
otrzymamy:

5/8E] [6/S8 &v/08 &/SES/6x
§/n|=|8/n S&/dn &/Sn|S/ (7.18)
S/8C| |6/ S/ &/SC| S/

lub inacze;j:

0/0&=J-0/6x (7.19)

gdzie J jest operatorem jakobianu (macierza Jakobiego) wiazacym pochodne wspoétrzednych naturalnych z
pochodnymi lokalnymi. Zauwazmy, ze macierz Jakobiego tatwo wyznaczy¢ z relacji (7.13):

S/ox=J"-6/6 (7.20)

ktora wymaga oczywiscie, by macierz J istniala. Wykorzystujac (7.14) i (7.20) obliczamy pochodne 6u/dx,
ou/dy, du/dz i1 dalej macierz odksztalcen € = B d. Nastgpnie obliczamy macierz sztywnosci elementu
k=[B"-D-B-dV. Poniewaz elementy macierzy B sa funkcjami wspotrzednych naturalnych & 7, ¢, to catkowa-
nie po objgtosci wymaga wprowadzenia zaleznosci

dv =det(J )-dé-dn-d¢ (7.21)

gdzie det(J) jest wyznacznikiem macierzy J. Jak wida¢, jawne calkowanie wyrazenia na macierz sztywnosci
nie jest efektywne i dlatego tez w elementach izoparametrycznych najczesciej stosuje si¢ catkowanie nume-
ryczne.
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Ponizej zilustrujemy przedstawiony wyzej algorytm dla elementéw izoparametrycznych wykorzysty-
wanych w zagadnieniach ptaskich.

7.2. Element czworokatny

Rysunek 7.3 przedstawia bezwymiarowe wspotrzedne naturalne & i n) dla czworokata. Punkt g przyjety
jest w srodku geometrycznym, wobec czego jego wspotrzedne globalne spetniaja rownania :

X, :Z(x1+x2+x3+x4)

. (7.22)
Ve :Z()ﬁ +Yy,+y;+ty,)

Rys. 7.3. Czworokqtny element izoparametryczny

Zauwazmy, ze wspotrzedne & i 5 zostaly wprowadzone w taki sposéb, ze na przyktad &= -7
definiuje wszystkie punkty polozone na krawedzi 1-2, zas & = I - punkty na krawedzi  2-3. Stosujac

interpolacj¢ liniowa w obu kierunkach, wspétrzedne globalne potozenia dowolnego punktu wyrazimy
W postaci:

x= iNixi,y = iNiyi (7.23)
gdzie - .
N, =L (1=E)(1= N, = (1+E)(1=n) .
Ny = L1+ EX14n)N, = (1=§)(1+1),

Powyzsze funkcje (porownaj wzor (6.52)) wyrazaja wspotrzedne globalne we wspoétrzednych
naturalnych. Ze wzgledu na to, ze rownania (7.24) sa biliniowe, nie mozna tym razem w sposob ta-
twy odwrocic¢ zaleznosci (7.18) ani wyrazic¢ ¢ i i jako funkcji wspotrzednych globalnych x i y. Za-
stosujemy zatem sposob przedstawiony w punkcie 7.1.

Macierz Jakobiego dla analizowanego przypadku mozna przedstawi¢ w postaci:

J = [J“ J”} = {xé Ve } (7.25)
JZI J22 x,77 y,fl

Wyrazenia w macierzy Jakobianu maja nastgpujaca postac:
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4
Jy=x; :ZNi,§ XSy =X, :ZNm] “Xis
i=1 '

4
i=1
4

4 (7.26)
Jp, = Ye= ZNi,.»; Vi = Xy = ZNm “Yis
i=1 i=1
Powyzsze wyrazenia mozna zapisa¢ zgrabnie w formie macierzowej
J=D;Cy (7.27)

gdzie macierz D;. (2 x 4) zawiera rézniczki funkcji ksztattu N;. ze wzgledu na wspotrzedne lokalne, za$ ma-
cierz Cy (4 x 2) sktada si¢ ze wspotrzednych x;. i y;. weztow.

b | Nie Mo Mo Mﬂzi{—u—@ (1-¢) (1+&) 41@} )
L N,),] Nz,,] N3,,] N4’,7 4 |\—(1-n) (1-n) (1+n) —(1+n) .
oraz
CN{XI o x‘l (7.29)
Y Y2 V3 V4

Interesuje nas przede wszystkim wyrazenie na J” i wyprowadzimy je tutaj formalnie jako macierz
odwrotna do J (7.27). Z definicji mamy:

o Je 1 |J J 11 —X
J! =_=_.{ 22 21}=_[ ] v’7:| 730
VY R | B (730

gdzie J oznacza macierz sprzezona, za$ |J| jest wartoscia wyznacznika jakobianu. Aby otrzymac¢ rozniczki
wszystkich funkcji ze wzgledu na x i y, zastosujemy (7.20):

N J! Nig 1234
N = . N a—1,2,3, (7.31)

Ly L
Dalej zdefiniujemy macierz Dg
D,=J"-D,=(D,-C,)"-D,, (7.32)

ktora zawiera rozniczki funkcji N; ze wzgledu na zmienne globalne x iy. Jej postaé jest nastepujaca :

_ Nl,x N2,x N3,x N4,x (7 33)
G - .
N,, N,, N; N,
Wprowadzajac kolejno sktadowe tej macierzy, otrzymujemy :
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gll = 4|J| (] n)Jy+(1-§)- Jzzl

1
ng—m-[(l—n)-J22+(1+§)-J,zl

1
gﬁ—m-[u—n)d”—(uéwzl

1
Dg]4_ | | [ (1+n)-J,, - (1_5)"]12]’
(7.34)

Dy =——l(1-n)-J,—(1-&)-J,]

4|J |

Dyy=—[=(1=-1)-Jp, = (1+&)-J,,}

4|J |

1
D,,; —M'[_(]"‘U)'Jzz+(]+§)'J11]’

Dy =—l(1+n)-0, ~(1-)-7,)
4|J |

Ze wzgledu na fakt, ze w mianowniku powyzszych wyrazéw pojawia si¢ wyznacznik macierzy jako-
bianu J, istnieje zasadnicza trudno$¢ bezposredniego scalowania wyrazen na macierz sztywnosci lub row-
nowazne obciazenia wegzlowe. Musimy wigc porzuci¢ stosowany dotad sposoéb wyprowadzania rownan przez
bezposrednie catkowanie na rzecz catkowania numerycznego.

Kontynuujmy rozwazania podjgte w rozdziale 6.3.1, w ktéorych zajmowali§my si¢ elementem
czterowezlowym (Q4). Sformutowawszy juz w postaci zaleznosci (6.52) sktadowe macierzy funkcji ksztattu
oraz podmacierzy B.(3x2) (6.57) oraz stosujac notacje z tego rozdzialu, mozna t¢ podmacierz zapisa¢ takze
W postaci:

DG][ 0
B.=| 0 D, (7.35)
DGZi DG][

Macierz sztywnosci elementu Q4 o statej grubos$ci t mozna teraz przedstawic jako:
1
KC=t-IBT(x,y)-D-B(x,y)-dx-dy (7.36)
-1
lub we wspotrzednych lokalnych :
11
K, =t[[B"(&n)-D-B(&n)-|J(En)|dé - dn (737)
—1-1

Podobnie rzecz ma si¢ z obcigzeniami, sitami masowymi i poczatkowymi odksztatceniami:
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B=t[[N"(&n)-b(En)-|J(En)dé-dn

—1-1

Py =t[ [BT(&n)-D(e,(&n)-[I(Em)dé -dn

—1-1

(7.38)

7.3. Element tréjkatny

Jedna z metod otrzymywania elementow trojkatnych jest proces degenerowania elementow czworo-
katnych. Proces ten polega na przypisaniu tych samych wspotrzgdnych dwom weztom. Zilustrujmy to na
nastgpujacym przyktadzie.

Z elementu czworokatnego 1-2-3-4, przedstawionego na rysunku 7.4, nalezy otrzymac element
trojkatny przez nalozenie na siebie weztow 1 i 2. Wspotrzedne elementu wyrazaja si¢ nastgpujacymi
zalezno$ciami:

K= (L)1) 4 (1) (1), 4 (1=E) (=)o, 42 (1+E) (1),

] ] ] ] (7.39)
y=;(1+§)(1+77)‘y1 +2(1+§)(1—77)'y2 +;(1—§)(1—77)'y3 +;(1+§)(1—77)‘y4
Przyjmujac, ze x;= x, iy;=y,, otrzymamy:
1 1 1
x=—(1+8)-x, +—(1=¢)(1=1)-x; +—(1+5)(1=1)-x,,
2 4 4
' ) ] (7.40)
y=5(1+§)'y2 +;(1—§)(1—77)'y3 +;(1+§)(1—77)'y4
Ay Ay
2 1 1,2
i
. S =N d | "
ajl I al g
3 ], _—
20 20
Rys. 7.4. Tworzenie elementu trojkqtnego z elementu czworokqtnego
Podstawiajac odpowiednie liczby otrzymujemy:
x=2(1+&)(1-n)
2 s (7.41)
y=(1+n)
Obliczajac teraz pochodne:
S/ SE=1/2(1-n),80 /5 =0, b
Sc/Sn=—1/2(1+&),80/u=1. (7.42)
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otrzymujemy macierz Jakobiego w postaci:

—2 0
11— 0 -
g=| (=0 g =| 1= (7.43)
—(1+&) 2 (1+¢)
(1-1)
Przemieszczenia przedstawimy, zgodnie z podstawowg idea elementéw izoparametrycznych, jako:
1 1 1
u=—(1+&)u, +—(1=-8)(1=n)-us +—(1+5)(1-n)-u,,
2 4 4
J J J (7.44)
V=E(1+§)'Vz+Z(1—§)(1—77)'V3+Z(1+§)(1—77)'V4
Obliczmy nastgpnie pochodne:
ou/o&=1/4(1-n)-u,+1/4(1-n)-u,,
ov/o&E=1/4(1-n)-v,+1/4(1-1n)-v,, 7 45
ou/oE=1/2-u,=1/4(1-&)-u; +1/4(1+¢&)-u,, (7.45)
owv/6E=1/2-v,=1/4(1=-&)-v; +1/4(1+&)-v,,
Korzystajac z zaleznosci (7.20)
o/ _ 0/06¢
o/ o/on
mamy:
",
2, v
ou/ée| | I-n 0 0 —1/4(1-n) 0 1/4(1-n) 0]u,
qu/&] |(1+4E) N1/2 0 —1/4(1=¢) 0 1/41+&) 0] v,
(1-1) u,
v
o - (7.46)
u,
Vs
o 0 -1/72 0 1/2 0]u,
/20 -172 0 0 0,
u4
e
Podobnie otrzymamy wyrazenie na
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[&/&}_{0 0 0 -1/2 0 1/2)u, 747

/| |0 1/2 0 =1/2 0 0 |v;

0 0o -1/2 0 1/2 0 |
e=( 0 1/2 0 -1/2 0 0 (7.48)
172 0 -1/2 -1/2 0 1/2]

Jak wida¢, element ten jest elementem CST.

Chociaz przedstawiony wyzej sposob budowy elementu trojkatnego moze by¢ atrakcyjny w progra-
mach komputerowych, w ktorych zdefiniowano elementy izoparametryczne czworokatne, to jednak element
taki mozna rowniez sformutowac inaczej, korzystajac ze wspotrzednych polowych, co pokazemy ponize;.

Potozenie dowolnego punktu 4 w trojkacie wprowadza podziat jego pola na pola Al, A2, A3 (rys.
7.5a).

Yy 3 3 %3=1
/ga:O.5
%2:0 { §1=0
X Q.
4 — 6,=0.5
As £ ) [ g
L 2 T te0s 50 251
a) b)
Rys. 7.5. Element trojkatny i wspotrzedne polowe
Bezwymiarowe wspotrzedne polowe dla trojkata sa wtedy zdefiniowane jako:
A
S Zj:é zj:é :j
lub krocej (7.49)
g =é, dlai=1,2.3
A
Dodatkowo widzimy, ze
3 3
YA =41 Y& =1 (7.50)
i=1 i=1

Rysunek 7.5b wyjasnia, ze wspotrzedna &;=1 definiuje potozenie punktu 1 wspotrzedna zas§ &;,=0 defi-
niuje potozenie dowolnego punktu na boku 2-3 tréjkata. Chcac wyrazi¢ wspotrzedna globalna x i y dowol-
nego punktu tréjkata, mamy :

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
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x=&x,+Ex, +&,x;,
171 272 373 (751)
y=&y+&y, 83y
lub tez z drugiej strony, korzystajac z (7.50) i (7.51), mozemy wspotrzedne lokalne dowolnego punktu
przedstawic jako

& J X, Vs =XV, V,=V; X;—X, |1

&, Zﬂ X3V =X Vs Vs =V, XX | X (7.52)

& X1V, =% Vi—)YV, X=X |V

gdzie 24 =x;y, + X33 + X31 - X1y2 - X33 - X31.

Poroéwnanie powyzszego uktadu rownan z funkcjami ksztattu N;. dla elementu CST wskazuje, ze sa to
te same funkcje. Tak wiec element trojkatny CST jest elementem izoparametrycznym.

Upraszczajac rownanie (7.52) przyjmijmy, ze A. oznacza pole powierzchni trdjkata o wierzchotkach i,
j oraz WQile s'rodkowym 4, oraz a; =Xz, dy; =X37, Az =Xjo, lb] = -3 b2 =-Y31 b3 =-Vio.

Otrzymamy wowczas:

¢ J 24y, by a1
¢ zﬂ 24;, b, a,|x (7.53)
& 24;, by a;|y

Rézniczkowanie funkcji f(&), &, & ) wzgledem zmiennych globalnych x iy przebiega wedtug reguly :

o _~N o 96
ox _;agi ox
(7.54)
izii%
oy T o& oy’

ale poniewaz

—r=o 1 2= (7.55)

Wiec
¥_ L5,
ox 24 = 'oE
, (7.56)
of :L'Z“ o

Teraz postgpujac jak wyzej, dla elementu czworokatnego, mozemy wyznaczy¢ macierz odksztalcen B,
a nastgpnie macierz sztywnosci i wektor obciazen.

7.4. Element Osmioweziowy Q8

Rysunek 7.6a przedstawia prostokatny element O$miowezlowy, ktory jest elementem macierzy-
stym dla osmiowezlowego izoparametrycznego czworokata Q8 (rys. 7.6b). Przemieszczenia weztowe dla
obu tych elementdéw sktadaja si¢ z dwoch sktadowych translacji w kazdym wezle:

d=[d, d,,..d,;]" =[uv, u,v, . .ugwv,]" (7.57)

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
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Przyjmijmy nastgpujace funkcje przemieszczen :

u=c,+c,é +C377+C4§2 +cén +Ca772 +C7§277+08‘§772’ (7.58)
v=cy+,8 +C/177+012952 +c,;58n "'014772 +c,5§277+c,6§772,

Mozna je wyrazi¢ w postaci:

8 8
“ZZN,"“,':V:ZN,"V,' (7.59)
i=1 i=1
3
y T4 7
n
X 2 S
3 >§———— 6
a)
y
b)

Rys. 7.6. Osmiowezlowy element izoparametryczny:
a) prostokqtny element macierzysty, b) element o brzegach zakrzywionych

gdzie:
N, = §(1+§0)(1+n0)(§0 +n,—1),...dla...i=1234
N, =é(l—éz)(lJrno),...dla...i=5,7 (7.60)
N, = §(1+§0)(1—772),...dla...i =6,8
Alma Mater
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gdzie oznaczono: & = && ny =nm, przy czym & i n;, sa wspotrzednymi weziow w uktadzie wspotrzednych
lokalnych i przyjmuja wartosci -1, +1 lub O. Ten element jest nazywany w literaturze elementem Serendi-

pa.
Dla lepszego uzmystowienia sobie przemieszczeniowych funkcji ksztattu wezmy dla przyktadu funk-

cj¢ przypisana weztowi nr 1 Wspotrzedne tego wezta wynosza &, = -1, n; =-1, co po podstawieniu do (7.60
) prowadzi do :

N, =§(1—§)(1—n)(—5—n—1) (7.61)

Funkcja ta moze by¢ przedstawiona jako kombinacja trzech form deformacji (rys. 7.7 a, b, cid):

N, =N, =N,-05-N,—0.5-N, =gm—f)(z—n)—(1—52)(1—n)—(1—5)(1—772)]=
=§[(1—§)(1—n)(—§—n—1),

1
gdzie: N, = Z(I -¢)(1-1n) jest funkcja liniowo-liniowa

1
N, = 3( 1-&")(1-n) jest funkcja kwadratowo-liniowa

1
N, = 3( 1-&)(1- 772 ) jest funkcja liniowo-kwadratowa

1 1
N,=N, - 2 N, - 2 N, jest funkcja kwadratowo-kwadratowa

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
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7
4 3
a)
8
E 6
1 5 2
4 7 3
K A
8
H 6
1 5 2
7
4 3
c)
8 6
1 5 2
4 7

Rys. 7.7. Osmiowezlowy element izoparametryczny a) - d) postacie funkcji ksztaltu

Przyjmijmy, ze funkcje interpolujace geometri¢ sa tymi samymi funkcjami, co funkcje ksztattu. Ozna-
cza to, ze uktad wspolrzgdnych lokalnych &, 1) staje si¢ krzywoliniowy, a wszystkie brzegi elementu sg funk-
cjami kwadratowymi.

Mamy wigc

8
x:ZNl.xl., y:ZI:Niyi, (7.62)

Dalsze formulowanie macierzy sztywnosci elementu i odpowiadajacych obciazen weztowych dla ele-
mentu Q8 jest podobne do sformulowania przedstawionego dla elementu Q4. W tablicy 7.1 zestawiono
funkcje ksztaltu i ich pochodne wzgledem zmiennych lokalnych & i 1, potrzebne do wykonania odpowied-
nich catkowan numerycznych.
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Tablica 7.1 Funkcje ksztattu i ich pochodne

i N; Nie Nin
! g(z—f)(z—n)(—é—n—z) §(2§+n)(1—n) L1+ 8
? §(1+«:)(1—n)(+z:—n—1) 5(25—77)(1—77) L1+ 2-¢)
3 bi 1 1
S+ n)3E4n=-1) 25en)(14n) L) mes)
4 1 1 1
S(1=Ex1en) (-5 +n-1) 02E=n)(1+) L1 en)(mes)
: L= 1) me(l=n) ~L(1-¢)
Y Saee-n) Lon) (1= Em
! S(1=&1n) T 08
i S1-exi-n) ~L(1-1) (1=

Zalety stosowania elementu Q8 w poréwnaniu z elementem Q4 moga polega¢ na uzywaniu w dyskre-
tyzacji problemu brzegowego mniejszej liczby elementow i w konsekwencji mniejszej liczby stopni swobo-
dy dla calego zadania. W przypadku stosowania elementéw QS istnieje dodatkowo mozliwos¢ modelowania
brzegu krzywoliniowego. Mozemy si¢ rowniez spodziewaé wigkszej doktadnosci numerycznej ze wzgledu
na stosowanie wielomiandéw interpolacyjnych wyzszego stopnia. Nalezy jednak pamigtaé, ze przewidywania
te powinny by¢ zawsze weryfikowane w eksperymencie numerycznym.

7.5. lzoparametryczny element przestrzenny - szescioscian

Sposrod elementdow przeznaczonych do analizy przestrzennego stanu naprezen, odksztalcen i prze-
mieszczen omowimy sformulowanie jednego z najprostszych elementow. Osmiowgzlowy szeScio$cian
przedstawiono na rysunku 7.8 w uktadzie wspotrzednych naturalnych & # i ¢. Poczatek tego uktadu przyjeto
w punkcie ,,g”, srodku geometrycznym o wspotrzednych :

X :iix ¥y :iiy z :iiz (7.63)

gdzie przez x;, y;, z. oznaczono wspotrzedne kartezjanskie wierzchotkow (wezldw) elementu szescio-
Sciennego, wyrazone w uktadzie globalnym.
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Rys. 7.8. Izoparametryczny element przestrzenny - szescioscian

Stosujac interpolacje liniowa w kazdym z kierunkéw &, 1 i ¢, mozna polozenie dowolnego punktu
elementu wyrazi¢ za pomoca zaleznosci:

8 8
x:zNixi’ y:ZINiyw Z:Z]vizi’ (7.64)

i=1

w ktorych funkcje ksztattu N;. przyjeto w postaci:

Ny = (1=E)(1=)(1=§ LN, = (1+E)(1=n)(1-C),
N, = (14 E)( 1+ (1=E )N, = (1=E)(1+1)(1=C),

(7.65)
Ny = (1= E)(1= (14§ )N = (14 E)(1=n)(1+E),

No = (R EN T+ (146 )N, = (1=E)(1+)(1+E).

Ze wzgledu na posta¢ zaleznosci (7.65) nie istnieje mozliwo$¢ wyrazenia wspolrzednych lokal-
nych & 5 i¢jako funkcji x, y iz. Musimy wigc zastosowaé podobny sposob, jak to czyniliSmy poprzednio.
W przypadku zadania tr6jwymiarowego macierz Jakobiego jest macierza o wymiarach 3x3:

Ju I I Xe Ve Zg
J=\Jy Iy Jyu|= Xo Yo Z, (7.66)
Jy Jyn Iy Xe Ve Z¢

Odpowiednie sktadowe tej macierzy wyznaczymy, biorac pod uwage wyrazenia (7.58):

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki
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8 8
Z:: ieVio :g i.£%0

8
i :Z:: Yo s ZZN’F’?Z"’ (7.67)

8 3
Nz‘,gxi’ Z icYio J33:ZN1',§ZP

i=1 i=1

~
i

™-
=
:><

Il
~

R
Il
AM%
=
=

I
~

Il
.M“

Il
~

J3 1

Tak jak to juz podawali$my, macierz jakobianu jest iloczynem macierzy DL (3x8) pochodnych lokal-
nych funkcji ksztaltu oraz macierzy C,(8x3) wspotrzednych globalnych weztow elementu (J=D_ Cy). Od-
wrotnos¢ macierzy jakobianu wyrazona jest w znanej postaci:

i Jn I
Ju Jun I (7.68)
Sy T I3

J 1

g =
[

Zgodnie z procedura przedstawiona poprzednio, aby wyrazi¢ pochodne wszystkich funkcji ksztaltu ze
wzgledu na wspotrzedne globalne, wystarczy teraz obliczy¢

D.=J"-D, (7.69)

Macierz Dg sklada sig¢ z nastepujacych elementow :

N,, Ny, ... Ng,
Dg=|N,, N,, Ny, (7.70)
N],Z NZ,Z 8,Z (33(8)

Bezposrednie wyznaczanie tych 24 sktadowych jest tatwe, lecz pracochtonne, dlatego takie czynnosci
wykonuje si¢ automatycznie w programie komputerowym. Pozostate elementy procedury zmierzajacej do
zbudowania macierzy sztywnosci elementu i obciazen weztowych w uktadzie lokalnym sa podobne do za-
mieszczonych w rozdziatach 7.3 1 7.4.

7.6 Catkowanie numeryczne

W rozdziale 7.1 wspomnieliSmy, ze w sformutowaniu elementéw izoparametrycznych catkowanie
numeryczne jest powszechnie stosowang technika, wykorzystywana przy obliczaniu wspotczynnikow macie-
rzy sztywnosci i wektorow obciazenia. Wielkosci te, zaleznie od wymiarow elementu, sa nastgpujacej posta-
ci:

[F(g)as [F(gnydgdn  [F(&ng)dédnds (7.71)

Rozpatrzmy przypadek catkowania funkcji jednej zmiennej. Pokazemy, ze bardzo tatwo uogoélni¢ go
na calkowanie funkcji wielu zmiennych. Ogolnie rzecz biorac, catkowanie numeryczne polega na przyjeciu
funkcji wielomianowej ¥(¢), interpolujacej funkcje F (7.71) w danej liczbie punktow i na obliczeniu catki
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Jweeas (7.72)

jako aproksymacji catki funkcji F. Zatdozmy, ze funkcje F($) obliczono w n+1 réznych punktach &),¢&;,...,&,.
Przyjmijmy nastepujacy wielomian interpolacyjny w postaci:

w(E)=a,+al+a,l’ +...+al" (7.73)
Biorac pod uwage, ze V(&) = F(£) w n+1 punktach, otrzymamy:

F=V-a (7.74)
gdzie:
F=[F)JF,.. FJ]" a=[aa,..a,]", aV jest macierza Vandermonde'a:

1&g g
L& & .. ¢g
1 og & e

Poniewaz wyznacznik tej macierzy jest rozny od zera, to istnieje jednoznaczne rozwiazanie (7.74)
wzgledem wektora a.
Funkcje V(&) przyjmuje si¢ najczgsciej jako wielomiany Lagrange'a:

(6= )(6=6)--(5=6; N5=&;1)--(5=6,)

o e (& =2 )= & & £l ) (7
gdzie 1;(&i) = 6;, skad wielomian interpolacyjny ma postac:
w(s)=El(s)+El(S)+...FlL(S) (7.76)
Majac teraz wielomian (7.76) mozemy obliczy¢ catke:
b
Jweeas (7.77)

Stosuje si¢ dwa podejscia. W pierwszym zaklada sig, ze punkty catkowania sa rowno oddalone, wobec cze-
go

50: a, 511: b’ h =

Wykorzystujac wielomiany Lagrange'a, otrzymujemy:

fF(g)dz; = i{ili(é)dcf}fi,

(7.78)
b n
_ n
[F(£)dé=(b-a)) F,
a i=0
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State C";. sa statymi Newtona-Cotesa i mozna je fatwo wyznaczy¢.

Prosze zwroci¢ uwage, ze dla n=1 i n=2 otrzymujemy znane formuly trapezéw i Simpsona. W celu
otrzymywania coraz doktadniejszych wynikéw catkowania mozemy zwigkszac n, czyli uzy¢ formut Newto-
na-Cotesa rzedu wyzszego lub zastosowac te formuty z podziatlem przedziatu na kilka podprzedziatow (czyli
kilka przedziatow catkowania).

Omowimy teraz drugie podejscie. Do tej pory stosowaliSmy formute catkowania numerycznego za-
ktadajac, ze przedziat catkowania jest podzielony na rowne odcinki. Zwro¢my uwage, ze catkowanie macie-
rzy w metodzie elementéw skonczonych nie wymaga tego zatozenia. Punkty calkowania moga by¢ wybrane
dowolnie, wobec czego mozna postawic nastgpujace zadanie: scatkowa¢ funkcje dla danej liczby punktow i
dokona¢ optymalizacji potozenia tych punktow.

Tzw. kwadratury Gaussa naleza do grupy metod calkowania numerycznego, w ktoérych zaréwno poto-
zenie punktow jak i wagi sa wybrane tak, by zminimalizowa¢ btad procedury calkowania. Podstawowym
zatozeniem calkowania numerycznego metoda Gaussa jest przedstawienie catki w postaci

IF(f)de‘=0!1F(§1)+0!2F(§2)+---+0€,,F(§n) (7.79)

gdzie zar6wno wspodlczynniki a;. jak 1 &. sa zmiennymi (mamy do wyznaczenia 2n niewiadomych). Za-
uwazmy, ze w formule Newtona-Cotesa zmiennymi byty tylko wagi (a.). Podobnie jak wyzej, funkcje cal-
kowania zastapimy wielomianem interpolacyjnym:

w(s)= iFjlj(é) (7.80)

W celu okres$lenia niewiadomych &, &, ..zdefiniujemy funkcje P(&) w postaci wielomianu rzedu #:

P(E)=(s~)(6~¢,)--.(6-¢,) (7.81)

Poniewaz dla punktow catkowania P(&) = 0, to mozemy napisac:

F(E)=w(E)+P(E)(By+BE+PE +..) (7.82)

W takim razie calka z funkcji F(&) bedzie miata postaé:
[F(&)ag =Y F[[1,(6ME]+ B[/ P(E)dE] (783)
j=1 =0
Nieznane dotad wspotczynniki 7;. (j=1,...n) moga by¢ okreslone z warunku:

b
[P(&)-r*-di=0, k=012,..n-1 (7.84)

Poniewaz wielomian ¥(£) jest wielomianem interpolujacym funkcje F(&) przez n punktow a P(E) w
tych punktach znika, to réwnanie (7.84) oznacza, ze catka z funkcji F($) jest aproksymowana przez catke z
wielomianu rzedu 2n-1. W formule Newtona-Cotesa doktadnie catkowany byt wielomian rz¢du », natomiast
w metodzie Gaussa, stosujac rézne polozenie punktow catkowania doktadnie scalkujemy wielomian rzedu
2n-1.

Aby uogolni¢ procedure catkowania w przedziale <a, b>, nalezy dokona¢ transformacji punktéw
catkowania i warto$ci wag do przedziatu <-1, 1>:
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konstrukcji inzynierskich



7. SFORMULOWANIE IZOPARAMETRYCZNE 20

(a+b)/2+r(b—a)/2,(b—-a)e, (7.85)

Warto$ci wag wyznacza si¢ z zaleznosci:

+1
a = j 1,(£)dé  j=123,..n (7.86)
-1

Zarowno potozenie punktéw calkowania, jak i wartosci wag mozna obliczy¢. Dla duzego ,,n” wyko-
rzystuje si¢ wielomiany Legendra i metoda catkowania nazywa si¢ wtedy metoda Gaussa-Legendra. Metoda
ta jest powszechnie stosowana przy calkowaniu macierzy dla elementow skonczonych izoparametrycznych.
W tablicy 7.2 zestawiono wspotczynniki dla kwadratur Gaussa do calkowania funkcji jednej zmiennej. Ze-
stawienie potozen punktow Gaussa dla zadan dwuwymiarowych rozpigtych nad polami trojkata badz czwo-
rokata oraz ich wag znajdzie Czytelnik w Dodatku B.

Tablica 7.2 Wspolczynniki dla kwadratur Gaussa

Liczba Potozenie punktu Gaussa Waga
punktow = a
1 0.0 2.0
2 0.5773502692 1.0
3 0.7745966692 0.55556
0.0 0.88889
4 0.8611363116 0.347855
0.3399810436 0.652145
5 0.9061798459 0.236926
0.5384693101 0.4786286
0.0 0.5688889
Przyklad 1.

Scatkujmy numerycznie funkcje @) = 3 — &; przyjmujac r6zna liczbe punktow Gaussa. Dla n = |
(¢ =0, a; = 2) otrzymujemy I: = a,;, D(&;) = 2.0 (3) = 6.0, co jest pierwszym przyblizeniem doktadnej war-
tosci cafki, co jest juz rozwiazaniem doktadnym.

Przyjecie n > 2 zawsze dalej prowadzi do wyniku doktadnego. Zgodnie zreszta z poprzednia uwaga

przy przyjeciu n = 2 mozna doktadnie scatkowa¢ wielomian stopnia trzeciego.
1

[(3-¢& g
-1
dla n=2 zgodnie z tablica 7.1 otrzymujemy:

1
—==-0.57735.. a,=a,=1

ézzézz_ﬁ

I, :ZZ:%¢(§,~)=(1-0)[3—(%} J.+(1.0)[3—(%j }:0,5333,”
Przyklad 2.

Okreslmy wspolczynnik macierzy sztywnosci K., dla elementu Q4, uzywajac formuly catkowania we-
dtug kwadratur Gaussa w n=2 punktach (miejsca potozenia punktow Gaussa i wagi znajdziemy w Dodatku
B). Zal6zmy, ze grubosc t jest stata, a wspotczynniki wierzchotkow 1, 2, 3 i 4 sa odpowiednio: (7,1), (20,5),
(14,14),1(5,10). A wigc

oraz
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n n

K=1) > aaB (&n,)-D-B(&,n)J(&.n,)

k=1 j=I

Macierze B i J w tym wyrazeniu sa funkcjami wspotrzednych & i, w punktach catkowania (Gaussa).
W szczegolnosci dla K, przy przyjeciu n=2, co odpowiada wagom o;=a;=1.0 otrzymujemy :

2 2
KIZ = tZZBZI,z.x,X) ’ D(3«’f3) ’ BLZ«SXI) ’ |J|

k=1 j=I

W tej zalezno$ci B;; oznacza pierwsza kolumne podmacierzy B, , a B;, druga kolumne tej podmacierzy.
Podstawiajac te kolumny otrzymujemy:

2 2
K,,=t(D;,+ D;; )ZZDGII Dy, |J|
k=1 j=I
gdzie Dj;1 Dj; sa wspotczynnikami prawa konstytutywnego. Aby wyprowadzi¢ do konca wyrazenie na K,
, Wyznaczmy macierz jakobianu:

7 1
pe A[~(=n) (1=n) (1xn) ~(1+n)| |20 5| _i[11-2m 4
4\ —(1-&) —(1+¢&) (1+¢) (1-€) 14 14| 2|-4-2¢ 9
5 10
Warto$¢ wyznacznika tej macierzy wynosi:
| = §(115—1877+8§)
Sktadniki wymagane do zbudowania macierzy D wynosza :
-5+9n—-4¢&

1
DGII_TM[_(]_U)JZZ +(1_§)J12]_2(115_]877+8§)

(-5+2n+3¢)
20115-18n+8&)

1
Dy, = 4_—|J|[(1—n)J21 —(1-&)J,,]=

Wyznaczajac wartosci wyrazen Dg;; , Dga; , oraz I J I we wszystkich czterech punktach catkowania i sumu-
jac otrzymujemy K,,=0.1579-t-(D,,+D;;)

7.7 Btedy w rozwigzaniach MES

Rozwiazania opierajace si¢ na sformulowaniach MES obarczone sa blgdami. Mamy na mysli tylko te
btedy, ktore wynikaja z przyblizonego charakteru metody, nie zas te, ktore wynikaja z prostych pomytek, na
przyktad zwiazanych z niepoprawnym wprowadzeniem danych czy btgdami na etapie kodowania progra-
mow. Problematyka oceny bledow, obecnie bardzo intensywnie rozwijana, jest bardzo rozlegta i skompliko-
wana i nie bedzie tutaj szczegétowo dyskutowana.

Chcac nieco przyblizy¢ Czytelnikowi tg tematyke, skoncentrujemy si¢ tylko na pewnych elementach
podstawowych.

Ze wzgledu na konsekwentne kontynuowanie w tym skrypcie sformutowania przemieszczeniowego
MES sprobujmy rozpatrzy¢ nastgpujace rozwiazania, wyrazone w przemieszczeniach, pewnego problemu
fizycznego. Oznaczmy przez u (x) hipotetyczne rozwiazanie danego problemu fizycznego, otrzymane w ide-
alnie przeprowadzonym eksperymencie. Rozwiazanie to abstrahuje od przyjmowanego modelu matematycz-
nego tego zadania, opisujac rzeczywistos$¢ fizyczna taka, jaka ona w istocie swej jest. Przez u(x) oznaczmy
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rozwiazanie doktadne w ramach przyjetego ciaglego matematycznego modelu zadania. Rozwiazanie to spet-
nia doktadnie uktady réwnan rézniczkowych opisujace problem kontinuum, przyjete prawo fizyczne i wa-
runki poczatkowo-brzegowe zadania. W tym miejscu mozemy juz zdefiniowac tak zwany btad modelowania
matematycznego:

e™(x)=u'(x)—u(x) (7.87)

Jesli przez u®(x) oznaczymy rozwiazanie $ciste w ramach modelu dyskretnego wowczas mozemy
zdefiniowac tak zwany btad dyskretyzacji.

e“(x) = ux) - u”(x). (7.88)

Jest to btad powstaly w wyniku zastapienia uktadu o nieskonczenie wielu stopniach swobody (ciagty model
matematyczny) uktadem o skonczonej liczbie stopni swobody. Btad zaokraglen wynika z reprezentowania w
obliczeniach numerycznych liczb rzeczywistych z doktadnoscia do odpowiedniej liczby cyfr. Ten btad moz-
na wigc zdefiniowaé nastepujaco:

e?kx) =u(x) - u™(x), (7.89)

gdzie przez u™(x) oznaczono otrzymane rozwiazanie numeryczne. Kolejny tak zwany btad dziedziczony lub
btad rozwiazania jest na dowolnym etapie obliczen suma btedow dyskretyzacji i zaokraglen:

e”(x) = e“(x) + e?(x) = u(x) - u" (x). (7.90)

Przedmiotem badan w ramach MES jest zazwyczaj blad rozwiazania lub, ograniczajac si¢ do relacji
miedzy modelem kontynualnym a dyskretnym, btad dyskretyzacji. Pozostaly, zdefiniowany tutaj blad e (x),
ktory opiera si¢ na znajomos$ci doktadnego rozwiazania problemu fizycznego, jasno uzmystawia trudnosci
modelowania matematycznego zjawisk fizycznych, ale w oczywisty sposdb wykracza poza problematyke
MES.

Nalezy tutaj koniecznie podkresli¢, ze w wielu rozpowszechnionych programach MES nie istnieje
mozliwos$¢ efektywnej oceny btedow rozwiazan numerycznych. Jest to powazna wada istniejacych kodow
MES. W tej sytuacji upewnienie si¢ co do wartosci i inzynierskiej przydatnosci otrzymanego rozwiazania
jest zwiazane z kilkukrotnym przeliczeniem tego samego problemu. Dopiero zbieznos$¢ otrzymywanych wy-
nikéw dla roznych gestosci siatek MES czy tez przy zmianie stopnia wielomianéw aproksymujacych moze
by¢ podstawa do zaakceptowania rozwiazania.

Ocena bledow dyskretyzacji jest bardzo klopotliwa. Aby przeprowadzi¢ taka analiz¢ potrzebna jest na
przyktad jawna posta¢ macierzy sztywnosci. Dla niektorych prostych elementéw skonczonych, podalismy w
tym skrypcie takie wlasnie postaci macierzy sztywnosci. Dla zdecydowanej jednak wigkszosci dyskutowa-
nych elementow, ze wzgledu na stosowane procedury numerycznego catkowania, jawna posta¢ tych macie-
rzy nie jest znana.

Btad dyskretyzacji bywa w literaturze szacowany za pomoca wyrazen typu ¢ h , gdzie ¢ jest pewna
stala, & - charakterystycznym wymiarem elementu skonczonego a p jest wyktadnikiem potegi, ktory charak-
teryzuje zbiezno$¢ ciagu rozwiazan powstajacych w wyniku zmniejszania wymiaru # czyli zaggszczania
siatki elementdéw. Zilustrujmy wigc na najprostszym przyktadzie takie szacowanie zbieznosci. Rozpatrzmy
przypadek jednowymiarowy — pret poddany osiowemu, réwnomiernie roztozonemu obciazeniu. Zatdézmy, ze
sztywnos$¢ EA = const. Przyjmijmy podziat preta na dwuwezlowe elementy skonczone o réznej dtugosci, tak
ze elementy laczace si¢ w wezle 1 maja odpowiednio dlugosci 4 oraz »h (rys. 7.9). Odpowiednie macierze
sztywnosci dla elementéw (i-1,i) oraz (i,i+1) maja postac

N 1 -1 y I -1
oo JEA[ =Ty BAT 1 1) a9
h|-1 1 yoh -1 1

wigc rownanie rownowagi i-tego wezla prowadzi do warunku:
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A+l - 2

4 7.92
7 Voh 2 (7.92)

Rozwijajac w szereg Taylora przemieszczenie wokél punktu i mozna wyrazi¢ przemieszczenia w
punktach sasiednich jako:

d dZ 2 d3 3
ui+] =u x:v.+_y x:x»yh + ij X=X; (7/h) + )3} X=X; (7/h) +
Codx | de> |70 20 dx’ | 3!
(7.93)
2 2 3
dy dy h dy h
i—1 = x=x; 5 v:xvh +_2 x:vv___3 x=x, o
Codx|T T dx T2 dx |76
Podstawiajac te rownania do rownan rownowagi (7.92) otrzymamy
d’ h d’ Wol+y'd! ,
_i; x:x-__(]_y)_%: x:x-+_—7/_3{; X=X; &:0 (794)
dx T3 dx ©12 14y dx " EA
EA p(k)
— X,U
Ui-1 Ui Ui+1
Xi-1 Xi Xi+1
N Th

Rys. 7.9. Dyskretyzacja preta

podczas gdy doktadne wyrazenie opisujace rOwnanie rownowagi w punkcie i w zapisie kontynualnym jest
rOwnaniem rézniczkowym o postaci:

2
%+% ) (7.95)
X

Widzimy, ze dla wymiaru siatki 4 -> O rozwiazanie dyskretyzowane dazy do rozwigzania $cistego. W
przypadku gdy » = I (siatka regularna) zbiezno$¢ jest kwadratowa, gdy »#1 — tylko liniowa. Powyzszy pro-
sty przyktad moze stanowi¢ wprowadzenie do dowodow zbiezno$ci rozwiazan liniowych probleméw MES.

Przyczyna bledow numerycznych w MES jest czgstokro¢ tak zwane zte uwarunkowanie macierzy
sztywnosci uktadu. Polega ono na tym, ze warto§¢ wyznacznika tej macierzy jest bliska zeru. W takich
sytuacjach niewielka zmiana jednego ze wspotczynnikow uktadu rownan moze powodowac drastyczne roz-
nice w rozwiazaniach. Postuzmy si¢ nastgpujacym przyktadem. Uktad réwnan:

100 —1.00Tx] [ 400 o [x] [104
= ma rozwiazanic =
~1.00 102 |y| |-2.00 y| 100

a nie wiele od niego ro6zniacy si¢ uktad
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1.00 —-1.00| x 4.00 _ . X 204
= ma rozwiazanie =
-1.00 101 |y —-2.00 y 200

Zauwazmy takze, ze gdyby obliczenia byly prowadzone z doktadnos$cia do zaledwie dwodch cyfr zna-
czacych, to wszystkie wspotczynniki macierzy sztywnos$ci bytyby rowne jednosci i macierz ta bytaby oso-
bliwa.

W praktycznych obliczeniach konstrukcji z sytuacja ztego uwarunkowania macierzy sztywnosci mo-
zemy mie¢ do czynienia najczgsciej w przypadkach sprezystego podparcia lub podpoér usytuowanych uko-
$nie, kiedy to sztywnos$ci roznych fragmentéw konstrukeji bardzo sig od siebie r6znia. Parametrem charakte-
ryzujacym uwarunkowanie macierzy jest tak zwany wspotczynnik uwarunkowania zdefiniowany jako:

y)
k(K )= e (7.96)

‘min

gdzie Ay 1 Amax @ odpowiednio maksymalna i minimalng warto$cia wlasna macierzy sztywnosci K. Wspot-
czynnik ten uzywany jest do oszacowania liczby poprawnych cyfr znaczacych s w rozwiazaniu uktadu row-
nan, gdy obliczenia sa prowadzone z dokladnoscia do » cyfr znaczacych  (w PC okoto 7 cyfr). Mamy
wOwczas:

sz p-log,k(K) (7.97)

Im gorsze jest uwarunkowanie macierzy K, to znaczy im wigksza jest liczba K tym trudniej o wysoka
doktadnos¢ rozwiazania. W praktyce w programach MES czesto sie zdaza, ze uwarunkowanie sigga K = 107,
stad wyptywa sugestia by na komputerach klasy PC prowadzi¢ obliczenia przy wykorzystaniu podwojnej
precyzji.

Btedy moga rowniez wynika¢ z nieprawidlowo opracowanych elementow skonczonych. Wiemy juz,
ze spehniajac tak zwany warunek zgodnosci (ciaglosci pola przemieszczen) i warunki zupetnosci (prawidto-
we opisanie w elemencie pola statych odksztalcen i nie powstawanie odksztalcen przy deklarowaniu ruchow
sztywnych) jak to ma miejsce w omawianych modelach przemieszczeniowych osiaga si¢ wraz ze wzrostem
liczby stopni swobody monotoniczna zbiezno$¢ do rozwiazania doktadnego.

Ocenie poprawnos$ci sformulowania elementu skonczonego moze stuzy¢ test wartosci wlasnych ma-
cierzy sztywno$ci k tego elementu. Rozwiazuje sig¢ rownanie

(k=Al)-v=0, (7.98)

ktore mozna interpretowac jako opis drgan wtasnych elementu z jednostkowa macierza mas. Mozemy wow-
czas sprawdzié, czy analogicznym postaciom deformacji odpowiadaja te same warto$ci wlasne, gdyz nie
powinny one ulega¢ zmianom przy sztywnych ruchach ciat. Takze warto$ci wlasne odpowiadajace ruchom
sztywnym powinny by¢ rowne zeru, a wszystkie pozostale powinny by¢ rzeczywiste i dodatnie.

Przy innym niz stosowanym w tym skrypcie formutowaniu elementéw skonczonych (na przyktad hy-
brydowe czy mieszane) rezygnuje si¢ czg¢sto z pelnej zgodnosci modelu. Wéwcezas do oceny bledow stosuje
si¢ techniki sprawdzajace zgodnos$¢ uktadu elementéw. Rowniez metody adaptacyjne, intensywnie ostatnio
rozwijane, wymagaja wprowadzenia specjalnych norm btedéw i oceny zbieznosci. Czytelnikéw zaintereso-
wanych ta problematyka odsytamy do literatury zrédtowe;.

7.8. Uwagi koncowe

Na koniec poswigcimy trochg uwagi tematowi zbieznosci metody elementéw skonczonych w odnie-
sieniu do elementow izoparametrycznych oraz podamy kilka uwag na temat catkowania numerycznego.
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Jak pamigtamy z rozdziatu 5, elementy skonczone musza spetlnia¢ pewne wymagania, by zapewnic
monotoniczng zbieznos¢ z wynikami doktadnymi. Byty to warunki zgodnosci i zupelnosci. W elementach
izoparametrycznych spelienie warunku zgodnosci polega na zbadaniu, czy wspotrzedne i przemieszczenia
elementéw na granicy pomigdzy elementami sa te same. Gdy elementy przylegajace do siebie maja te same
wezly (tg¢ sama liczbe wezldw), to wymag ten jest spelniony automatycznie ze wzgledu na cechg tych ele-
mentow. Spelnienie warunku zupelnosci wymaga sprawdzenia, czy element moze dokonywac ruchu sztyw-
nego bez powstania w nim naprgzen oraz czy jest mozliwy do osiagnigcia stan odpowiadajacy statemu od-
ksztalceniu. W celu dokonania takiej analizy rozpatrzmy element trojwymiarowy jako najogdlniejszy przy-
padek elementu izoparametrycznego. Warunek ruchu jako ciata sztywnego oraz mozliwo$¢ wystgpowania
statego stanu odksztalcenia wymagaja, by funkcja przemieszczen elementu mogla zawierac pole w postaci:

u=a,+bx+c,y+d,z,
v=a,+b,x+c,y+d,z, (7.99)
w=a;+bx+c;y+d,z,

gdzie a., b., c., d. sa statymi. Przemieszczenia zatem we¢ztow odpowiadajace polu (7.99) maja postac:

u,=a,+bx,+c,y +d,z,
v,=a,+b,x, +c,y+d,z,, (7.100)

w,=a, +b;x,+c;y,+d,z,,

gdzie i=1,.., liczba weztow.

”:2]\’[“[: V::Iz]Ntvw W:i]NiWw (7.101)

co po podstawieniu (7.100) daje:

u =a,ZNi +b,x+c,y+d,z,
v:aZZNi—i-bzx—i-czy—i-dzz, (7.102)
w=a3ZNi +bx+c;y+d;z,

W sformutowaniu izoparametrycznym funkcje przemieszczen zapisa¢ mozemy w postaci:

Poniewaz dla elementéw izoparametrycznych jest prawdziwa zaleznos¢ Y N = I, warunek wigc zupetosci
jest spetiony.

Calkowanie numeryczne w metodzie elementéw skonczonych wymaga odpowiedzi na dwa podsta-
wowe pytania: jakiego typu formuly wykorzystac i jakiego rzedu catkowanie zastosowac. WspomnieliSmy
wyzej, ze ze wzgledu na duza efektywnos$¢ powszechnie uzywane sa kwadratury Gaussa. Wybor rzedu cal-
kowania zalezy w ogolnosci od postaci funkcji catkowanej. Stosujac odpowiednio wysoki rzad catkowania
mozemy mie¢ pewnos$¢, ze otrzymane macierze i wektory beda doktadne. Czgsto stosuje si¢ jednak nizszy
rzad catkowania, niz tego wymaga postac funkcji podcatkowej. Wynika to z faktu, ze proces catkowania jest
stosunkowo pracochtonny i dtugi, w zwiazku z czym o ile jest to mozliwe stosuje si¢ tzw. catkowanie zredu-
kowane. W takich przypadkach nalezy jednak postgpowaé bardzo ostroznie, bowiem rzad catkowania nie
moze by¢ nizszy od pewnego poziomu wyznaczonego wnikliwa analiza kazdego przypadku.

Zadania
Prosze wyznaczy¢ wymagany rzad catkowania metoda Gaussa dla macierzy sztywno$ci prostokatnego
elementu izoparametrycznego Q4.
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