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~ PODSTAWOWE SFORMULOWANIA METODY ELEMENTOW
SKONCZONYCH W NAWIAZANIU DO ROWNAN MECHANIKI KONTINUUM

5.1. Podstawowe réwnania liniowej sprezystosci

Stosowany w niniejszym opracowaniu opis omawianych zagadnien odnosi si¢ do prostokat-
nego ukladu wspotrzednych kartezjanskich [x, v, Z] lub, gdy stosujemy zapis wskaznikowy, do
uktadu [xl , Xy, X ,]. Chcac zdefiniowaé podstawowy uklad réwnan opisujacy stan naprezenia, stan

odksztalcenia i pole przemieszczen uktadu, bedziemy si¢ postugiwaé nastepujacymi oznaczeniami.
Niech stan naprezenia w nieskonczenie malej objetosci ciala poddanego dziataniu obci-
azenia bedzie opisany w ukladzie wspotrzednych za pomoca skladowych tensora, uporzad-

kowanych w macierzy o, w postaci:

O O Oy
0;=0y Opn Oyn| (5.1)

O3 O3 Oy

gdzie sktadowe o,,, 0,,, 04, sa napr¢zeniami normalnymi, natomiast o,,, 0,;, 0,; Opisuja napreznia

styczne. Tensor stanu naprezenia (5.1) jest symetryczny, to znaczy, ze zachodza nastepujace rownosci:

O, =0y, O13=03;, Oy3=03,. (5.2)

Stosujac konsekwentnie zapis macierzowy, wygodnie jest niekiedy opisa¢ stan naprgzenia za po-
moca wektora naprgzenia ¢ o nastepujacych sktadowych:
o= [0' s Oys Oy O'yZ]T. (5.3)

o o

xx? w2

Tutaj, tak jak i poprzednio, za pomoca identycznych indeksow oznaczono sktadowe normalne, in-
deksy za$ rdzne, opisujace sktadowe macierzy o informuja o sktadowych stycznych stanu naprezenia.

Stan odksztatcenia, podobnie jak poprzednio nawiazujacy do opisu tensorowego, reprezentuje ma-
cierz skladowych &; w postaci:

Ej =| € Exn &y (5.4)

W zapisie macierzowym postugiwac si¢ bgdziemy wektorem odksztalcenia &, ktérego sktadowe
odniesione do uktadu [x, v, Z], sa nastepujace:

&= I:gxx’ gyy’ gzz’ yxy’ 7xz’ 7yz:|T (55)
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Zwracamy w tym miejscu uwage, ze we wzorze (5.5) postugujemy si¢ tzw. inzynierskimi definicja-
mi odksztalcen stycznych, zwiazanymi z odpowiednimi sktadowymi tensora odksztalcen za pomoca zwiaz-
kow:

yxyzz.gxy’ 7yz:2.gyz’ yxzzz.gxz' (56)
Przyjecie w zapisie macierzowym miar inzynierskich odksztalcen (y - kat odksztalcenia postaciowe-

go) podyktowane jest dwoma faktami. Pierwszy to ich powszechne uzywanie w klasycznych zagadnieniach
liniowej sprezystosci. Drugi za$ wynika z konieczno$ci spdjnego potraktowania miar naprezen i odksztalcen,
by w prosty sposdb mozna bylo zapisa¢ wyrazenie na pracg w obu zapisach - wskaznikowym i macierzo-
wym:

0, & =0 -¢. (5.7)

Oproécz pol naprezen i odksztatcen do zapisania podstawowego ukladu rownan konieczne jest jesz-
cze pole przemieszczen, ktorego sktadowe w punkcie opisane sa w zapisie wskaznikowym:

ui:[ul’ Uy, u3]T’ (5-8)

lub w macierzowym:
U= [u, Vv, W]T. (5.9)

5.1.1 Podstawowe réwnania w zapisie wskaznikowym

Dla przypomnienia zapiszmy podstawowy uktad réwnan liniowej teorii sprezystosci. Typowa analiza
ciala odksztalcalnego wymaga znalezienia funkcji napr¢zen o lub przemieszczen u speiajacych nastgpu-
jace robwnania: - trzy rownania rozniczkowe czastkowe rownowagi (rownania Naviera)

o, +b =0 ij=123 (5.10)

gdzie w zapisie wskaznikowym zastosowano umow¢ sumacyjna, co znaczy, ze powtarzajacy si¢ w jednomia-
nie wskaznik informuje o konieczno$ci dokonania sumowania po wszystkich mozliwych jego warto$ciach, a
wystepujacy migdzy wskaznikami znak przecinka jest symbolem rozniczkowania wzgledem odpowiedniej

oo
zmiennej przestrzennej; na przyktad Gy, = > 21
. X,
- sze$¢ rownan rézniczkowych czastkowych geometrycznych (réwnania Cauchy'ego)
1
‘9@/:5'( i,j+uj,[)1 (5.11)

- sze$¢ rownan algebraicznych fizycznych (réwnania Hooke'a)

o, =E; €y, (5.12)

Z powyzszego zapisu nie wynika deklarowana uprzednio liczba réwnan, ale biorac pod uwage zatoze-
nia o izotropii, uktad (5.12) redukuje sig tylko do szes$ciu niezaleznych rownan i wystgpujacych w nich tylko
dwdch statych materiatowych. Ponadto poszukiwane rozwiazania musza dodatkowo spetniac:

- rownania nierozdzielnosci geometryczne;j
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Eiu T Enyg ~ Sy~ Ejrax =0 (5.13)

w kazdym punkcie obszaru, oraz
- naprgzeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe

o, n;=p, mnabrzegu S_, (5.14)
u, =u, nabrzegu S, (5-15)

przy czym oba deklarowane brzegi S_ i S, sa rozlaczne, tworzac w sumie caty brzeg rozpatrywane-

go obszaru, tzn. S, NS, =0 oraz S, US, =S.

Domyslamy sig, ze ze wzgledu na ztozonos¢ wymagan naktadanych na rozwiazania problemoéow, okre-
slenie funkcji analitycznych, spetniajacych rownania (5.10) - (5.15), nie jest fatwe. W szczegolnosci zadanie
staje si¢ niemozliwe do rozwiazania, jesli skomplikuje si¢ warunki brzegowe problemu. Zauwazmy jeszcze,
ze rozwiazanie problemu mechanicznego, opisanego za pomoca tak skonstruowanego modelu matematycz-
nego, prowadzi do zadania analizy matematyczne;.

Trudnosci, na ktdre natrafia si¢ przy takim sformutowaniu, sktaniaja do poszukiwania innych rozwia-
zan, tym razem juz nie analitycznych lecz rozwiazan przyblizonych.

5.1.2. Podstawowe réwnania w zapisie macierzowym

Rozpocznijmy tym razem od rownan geometrycznych. Odpowiednie sktadowe wektora odksztatcen
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

ou ov ow ou Ov
x T AL &, == gz:_’ j/x :_+_’
ox Y Oy Oz Yoy oOx

_Ov  ow ou ow

&
(5.16)

__+_’ xz .
Y T e T T o

Uzywajac poprzednio wprowadzonych oznaczen, zapiszemy powyzszy uklad zalezno$ci w postaci:

e=L-u, (5.17)

gdzie macierz operatorow rozniczkowych L ma wymiar (6x3) a jej sktadowe mozna przedstawié

jako
[0/ex 0 0 |
0 oy 0
0 0 0o/oz
L= . (5.18)
o/oy oOfox 0
0 0o/oz ooy
10/6z 0 Ofox|

Réwnania rownowagi mozna teraz zapisac krotko:

L' -c+b=0, (5.19)
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gdzie b jest wektorem sit masowych. Zwrdé¢my uwage na fakt, ze macierz operatoréw rdzniczkowych row-
nan rownowagi (5.19) jest transponowana do odpowiedniej macierzy zwiazkéw geometrycznych.

Rownania fizyczne (konstytutywne), jako zaleznosci migdzy sktadowymi wektorow naprgzen i od-
ksztatcen, okreslone sa nastgpujaco:

c,—V-o,-V-O, c

Xy
&, = s w oo o
x E Y xy G
O'y—V'O'x—V'O'Z O'yz
£, = . .=, (5.20)
E G
O-Z_V'O_X_V'O_y o..
g, = 5 }/zx: b
E G

gdzie przez E oznaczono modut odksztatcalnosci podtuznej (modut Younga), za§ G = E/2-(1+V) jest

modulem odksztalcalno$ci postaciowej (modut Kirchhoffa), v jest liczba Poissona. W postaci rownania ma-
cierzowego powyzsza zaleznos¢ konstytutywna mozna wyrazié¢ jako

e=C-o, (5.21)
gdzie
Il —-v —v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0
1 |-v —v 1 0 0 0
C=—- (5.22)
E |0 0 0 2-(I+v) 0 0
0 0 0 0 2-(1+v) 0
| 0 0 0 0 0 2-(1+v)]

Zalezno$¢ (5.21) jest jednoznaczna, a kwadratowa macierz konstytutywna jest nieosobliwa, istnieje
wiec odwzorowanie odwrotne

oc=D-¢, (5.23)

gdzie macierz D = C™' i jej reprezentacja przedstawia sig nastepujaco:

1-v 1% 1% 0 0 0
1% 1-v 1% 0 0 0
E 1% 1% 1-v 0 0 0
D= : (5.24)
(I+v)-1-2-v) 0 0 0 (A-2-v)/2 0 0
0 0 0 0 (I-2-v)/2 0
0 0 0 0 1-2-v)/2]

Podsumowujac tatwo zauwazy¢ i doceni¢ zwigztos¢ stosowanego zapisu macierzowego, ktory pozwa-
la widzie¢ podstawowy uktad réwnan w nastgpujacej postaci:
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c=L-u
L' c+b=0 (5.25)
e=C-0c lubo=D-¢

5.2. Analiza przyblizona problemu brzegowego

Jak wspomniano wyzej, mozliwo$¢ znalezienia rozwiazan probleméw brzegowych w postaci zamknig-
tych formut analitycznych ogranicza sig, niestety, do waskiej klasy zadan. W wigkszos$ci przypadkow waz-
nych z inzynierskiego punktu widzenia, to znaczy dla przypadkéw znajdujacych zastosowania praktyczne,
skomplikowane warunki podparcia uktadow, nietypowe obciazenia czy inne nieregularnosci uniemozliwiaja
otrzymanie rozwiazan analitycznych. Che¢ otrzymania warto$ciowych jakosciowo i ilosciowo wynikow
opisujacych stan uktadow zmusza do szukania odpowiedzi na drodze dyskretyzacji. Zamiast wigc szukac
odpowiedzi uktadu w postaci pdl naprezen, odksztatcen i przemieszczen, poszukuje si¢ wartosci tych pol w
skonczonej liczbie punktéw nalezacych do obszaru i jego brzegu. Z punktu widzenia zastosowan aparatu
matematycznego w przypadku stosowania dyskretyzacji uwalniamy si¢ od rozwigzywania problemu roz-
niczkowego, zastgpujac go zadaniem algebraicznym. Nie chcemy w tym miejscu dyskutowac¢ o réznych
mozliwosciach stosowania dyskretyzacji, a co za tym idzie, o r6znych metodach rozwigzywania problemow
brzegowych. Podkre$lamy tylko, Zze omawiana tutaj MES zaktada analiz¢ przyblizona, polegajaca na pod-
ziale catego uktadu na mniejsze czesci (elementy), posiadajace charakterystyczne punkty zwane weztami, w
ktorych to punktach skoncentrowana jest niejako pelna informacja o zachowaniu si¢ tych elementdéw i ich
wiasnos$ciach. Wspomniane przyblizenie polega - w najbardziej podstawowej wersji - na przyjeciu pola
przemieszczen opisujacego przemieszczenie dowolnego punktu elementu, jako funkcji przemieszczen we-
ztow i potozenia danego punktu (jest to tzw. wersja przemieszczeniowa MES). Niewiadome sa wigc prze-
mieszczenia weztow. Musimy by¢ $wiadomi, ze przyjmowane funkcje okreslajace pole przemieszczen ele-
mentu zwykle nie odpowiadaja w pelni funkcjom analitycznym rozwiazujacym problem rozniczkowy. In-
nymi stowy, popelniamy na tym etapie bledy, ktore, jak mozna to udowodnié¢, maleja w miarg jak rosnie lic-
zba elementow, na ktore podzielono caty uktad. Musimy by¢ takze swiadomi, ze przyjmujac pole przemi-
eszczen w postaci okre§lonych funkcji, deklarujemy tym samym przez zwiazki geometryczne pole odksztat-
cen i dalej przez zaleznosci konstytutywne - pole naprgzen. Jesli w okreslonych przypadkach szczegélnie
zalezy nam na w miarg jak najlepszym odwzorowaniu pola odksztatcen badz naprezen, istnieja inne mozli-
wosci przyjecia funkcji aproksymacyjnych, zaktadajacych wprost te wilasnie pola. Takie sformutowania
MES nie bgda jednak przedmiotem niniejszego opracowania.

Rozwazana wersja przemieszczeniowa MES w celu przeanalizowania problemu brzegowego wymaga
podjecia nastgpujacych krokow:

- dokonania podziatu uktadu (konstrukcji, kontinuum) na skonczona liczb¢ podobszaréw o prostej

geometrii,

- wybrania punktéw wezlowych (weztdéw), w ktorych zostana zapewnione warunki rownowagi i

zgodnosci przemieszczen,

- zalozenia funkcji przemieszczen w obszarach kazdego elementu, takiego Ze przemieszczenia

wszystkich punktow zaleza od przemieszczen weztow,

- spehienia w elemencie zaleznosci € = L-u oraz c=D-¢,

- wyznaczenia sztywnosci elementow i rownowaznych sit weztowych,

- zbudowania ukladu rownan rownowagi dla weztow zdyskretyzowanego kontinuum,

- rozwigzania uktadu rownan rownowagi dla przemieszczen weziow,

- obliczenia przemieszczen, odksztalcen i naprezen w wybranych punktach elementow,

- obliczenia reakcji podpor.
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5.3. Podstawy MES wynikajace z rownania pracy wirtualnej

Zatozmy, ze trojwymiarowy element skonczony jest zdefiniowany w kartezjanskim uktadzie
wspotrzednych [x, Vv, z,]. Niech wektor u , opisujacy przemieszczenie dowolnego punktu elementu, jest wy-

razony za pomoca sktadowych: u = [u, v, w]T , gdzie u, v, w sa - odpowiednio - przemieszczeniami w
kierunku osi x, y, z. Sity masowe oznaczymy za pomoca wektora b = [bx, b,, b, ]T , gdzie sktadowe ozna-

czaja sity przypadajace na jednostke objetoSci, powierzchni lub dlugosci. Przez d oznaczymy wektor
przemieszczen weztowych elementu.. Wymiar tego wektora jest rowny liczbie wezlow elementu pomno-
zonej przez liczbg przyjetych stopni swobody wezta. Jesli zalozymy, ze przemieszczenia wezla opisuja
sktadowe przesuni¢¢ w kierunku osi x, y, z oraz jesli n jest liczba weztow w elemencie, to

d=|d] i=1,2,..,n, (5.26)

gdzie

di:[dxi’ dyi’ dziJ_ (5.27)

Zauwazmy tylko, Ze inne typy przemieszczen, takie jak obroty czy krzywizny, moga rowniez by¢ i
beda dalej traktowane jako sktadowe wektora przemieszczen. Podobnie przyjmijmy sity wezlowe p jako
sktadowe sil we wszystkich weztach elementu w kierunkach osi x, y i z :

p=Ip] i=12,.,n,, (5.28)
gdzie

pi:lpxis Pyis pziJ' (5.29)

Po tych definicjach wstgpnych zalézmy pole przemieszczen w elemencie jako funkcje przemieszczen
weztow elementu w postaci:

u=N-d. (5.30)

Poniewaz wektor u ma wymiary (3x1), za§ wektor przemieszczen weztow d wymiary liczby stopni
swobody elementu n,, = n,,x3, wigc macierz funkeji probnych, inaczej zwanych funkcjami ksztaltu, jest
macierza prostokatna o wymiarach 3xn, o - Kazda ze sktadowych macierzy N jest funkcja i okresla wptyw

danej sktadowej wektora przemieszczen d na przemieszczenie dowolnego punktu elementu o wspotrzednych
X, Y, Z.
Zalezno$¢ &(u) otrzymuje sie przez rozniczkowanie stosownych wyrazen na przemieszczenia,

e=L-u = &=L-N-d = ¢=B-d . (5.31)

Macierz B opisuje wigc odksztalcenia w kazdym punkcie elementu, spowodowane jednostkowym
przemieszczeniem kolejnych stopni swobody wezlow. Z prawa fizycznego tatwo wigc wyprowadzic, ze

oc=D-¢ = oc=D-B-d, (5.32)
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gdzie iloczyn macierzy D - B opisuje - podobnie jak poprzednio - zmiany napre¢zen jako funkcje prze-
mieszczen weztow.

Zasada prac wirtualnych glosi, ze jesli uktad znajdujacy si¢ w rownowadze poddany jest wirtualnym
przemieszczeniom (kinematycznie zgodnym stanom deformacji), wowczas praca wirtualna zewngtrznych
obciazen jest rowna wirtualnej energii odksztalcenia napr¢zen wewnetrznych:

sU,=6W,, (5.33)

gdzie U jest wewnetrzna energia odksztatcenia, W - praca sil zewnetrznych, za§ & oznacza wariacje (stan
wirtualny - pomys$lany, zgodny z wigzami).
Wprowadzmy wigc wirtualny stan przemieszczen weztowych i oznaczmy go przezdd = [5dl.]

(i=1,2,...,n, ). Wirtualne przemieszczenia i odksztalcenia mozna wowczas wyrazic jako

en

ou=N-6d oraz oe=B-60d. (5.34)

Wirtualna energia uktadu i praca wirtualna sit zewngtrznych wyrazaja si¢ teraz w postaci wzorow:

SU,=[o6"-c-dV i SW,=5p"-p+[ou"-b-av (5.35)
V V

kolejno podstawiajac otrzymujemy z (5.33)

v 14

Uwzgledniajac (5.32) i (5.34), otrzymujemy

5d"[B"-D-g-dv=5d"-p+5d’ [N"-b-dv, (5.37)
vV vV

i raz jeszcze wykorzystujac (5.34) i upraszczajac przez 5 d’ , otrzymujemy

UBT-D-B-de-d:p+INT-b-dV (5.38)
4 4

lub ostatecznie
K-d=p+p,, (5.39)

gdzie K jest tzw. macierza sztywnosci elementu, ktorej sktadowe moga by¢ interpretowane jako fikcyjne
sity w wezlach, spowodowane jednostkowymi ich przemieszczeniami, p, zawiera rownowazne sity wezto-

we spowodowane masa ciala.

Obecnos¢ poczatkowego stanu odksztatcen € mozna uwzgledni¢ w nastgpujacy sposob:
- zalozyC superpozycje stanow odksztatcen

e=¢,+C-o, (5.40)

- stad naprezenie
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oc=D-(¢-¢,) (5.41)

i po podobnych podstawieniach i przeksztatceniach, jak to uczyniono powyzej, otrzymujemy:

K-d=p+p, +p,, (5.42)

gdzie p, = IB ".D. &g, -dV jest wektorem roéwnowaznym obcigzeniom weztéw od poczatkowego
4

stanu odksztatcen (np. wplyw temperatury). Czytelnik mogltby dla nabrania umiejgtnosci sprawdzi¢

poprawnos¢ wyprowadzonego wzoru (5.42).

Przesledzmy na prostym przyktadzie preta (rys. 5.1) postacie opisywanych macierzy oraz sposob doj-
$cia do sformutowania macierzy sztywnosci prostego elementu. Podkreslmy jednak w tym miejscu, ze jak
dotad prébujemy wylacznie zdefiniowa¢ sktadowe stosownych macierzy i wektoréw, odniesione do lokal-
nego uktadu wspotrzednych i tylko do jednego elementu.

ul 1 IL’ 2 u2 N

d, . d,

1 N=1-x/L

|1 N2=X/L

Rys. 5.1. Funkcje ksztaltu dla dwuweztowego elementu kratownicy

Wektor przemieszczenia upraszcza si¢ tutaj do jednej tylko sktadowej u = [ux], podobnie zreszta jak
wektor sil masowych b = [bx ] Element jest dwu weztowy i ma po jednym stopniu swobody w kazdym wez-

le, tak wigc globalny wektor przemieszczen jest tylko dwuelementowy d = [a’l, d2] = [ul, uz]. Podobnie
rzecz si¢ ma z obcigzeniami p = [pl, pz] = [pxl, pxz]. Przyjmijmy funkcj¢ przemieszczen w postaci lin-

iowej:

u=c +c, x, (5.43)

gdzie stale ¢, wyznaczymy z warunkéw brzegowych

dla x=0 u=d, = ¢, =d,,
(5.44)
dla x=1L u=d, = c,=(d,—d,)/L.
Przemieszczenie dowolnego punktu wyraza si¢ zatem wzorem
Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
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u=[1—£, in‘}N-d, (5.45)
L’ L]ld,

gdzie macierz funkcji ksztaltu N sktada si¢ z dwoch funkcji liniowych. Przebieg tych funkcji zilustrowano

na rysunku 5.1.
Odksztalcenia dla tego prostego przypadku opisano tylko jedna sktadowa

g=[gx]=L~u=@=d—N~d=B.d (5.46)
dx dx

wiec

B=N,=—[-11]. (5.47)

1
YL
Stan naprezenia rowniez sprowadza si¢ do jednej tylko sktadowe;j:

oc=0,=D-¢=E-¢ =E-B-d, (5.48)

gdzie operator konstytutywny uproscit si¢ do jednej tylko statej.

b

——»O

Pbl {

v

b.

. X . de

Rys. 5.2. Obciqzenia preta kratownicy: osiowe ciqgle i liniowo zmienne

Macierz elementu otrzymujemy teraz z podstawienia:

K:jBT-D-B-dV:EZ-[_l][—l 1]j dAdsz—'A{l _1} (5.49)
) |1 1 1

gdzie przyjeto, ze pole powierzchni przekroju preta jest stale na catej jego dtugosci.
Przyjmijmy dodatkowo, Ze pret obciazony jest sita masowa, zmieniajaca si¢ liniowo, tak jak to poka-
zano na rysunku 5.2 wedhug funkc;ji:

X (5.50)

wowczas wektor sit masowych dziatajacych w weztach wynosi:
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konstrukcji inzynierskich



5. PODSTAWOWE SFORMULOWANIA METODY ELEMENTOW 10
SKONCZONYCH W NAWIAZANIU DO ROWNAN MECHANIKI KONTINUUM

L
1 |2:b,+b
pb=J.NT~bx-dx=—~{ : 2}. (5.51)

Gdy element poddany jest dziataniu temperatury AT, mamy do czynienia z poczatkowymi odksztat-
ceniami &, =&, =a-(AT), gdzie przez o oznaczono wspoétczynnik rozszerzalnoéci cieplnej materiatu.

Sity przyktadane w weztach elementu, spowodowane poczatkowymi odksztatceniami, wynosza:

py=p;=|[B"-D-a-(AT)dA dx:E-A-a-(AT)-{_ll] (5.52)
04

Czytelnik moglby zadaé sobie trud sprawdzenia poprawnosci wynikéw wzoréw (5.51) 1(5.52).

5.4. Podstawy MES wyprowadzone z twierdzenia o minimum catkowitej energii po-
tencjalnej

Otrzymane w poprzednim rozdziale réwnania MES uzyskuje si¢ rowniez przez zastosowanie
twierdzenia o minimum catkowitej energii potencjalnej. Twierdzenie to glosi, ze sposréd wszystkich kinema-
tycznie dopuszczalnych pdl przemieszczen speknia sig to, ktore catkowitej energii potencjalnej zapewnia mi-
nimum. Calkowita energia potencjalna uktadu wyraza si¢ jako:

N=U-W, (5.53)

gdzie U oznacza energi¢ sprezysta ciata, a W jest praca sit zewngtrznych. Latwo wykazac, ze IT dla ciata
liniowo-sprezystego jest funkcjonalem kwadratowym 1 ma jedno globalne minimum. Rozwigzanie jest wigc
jednoznaczne. Energie II zapiszemy wiec w postaci:

H=1J-0'T~g~dV—J.uT~b‘dV—J-uT~p*-dS, (5.54)
2V vV S

gdzie p* jest danym obciazeniem brzegu S Przyjmujac interpolacje dla elementu w znanym juz nam
ksztatcie:
u=N"-d, e=B-d, c=D-¢,

mozemy powyzsze twierdzenie ograniczy¢ do obszaru elementu i zapisac:

H:%IdT-BT-D-B-d-dV—de-NT-b-dV—de-NT-p*-dS; (5.55)
Ve v, S

o

ze stacjonarno$ci tego wyrazenia wynika rownowaga elementu:

oIl
e —( = IBT-D-B-dV-d—pe:K-a’—pg, (5.56)
od )
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gdzie p, opisuje sity wegztowe danego elementu jako efekt obcigzen masowych b i powierzchniowych P

=J.NT~b~dV+J‘NT‘P*'dS- (5.57)
;

SO'

Sprawe modyfikacji wyprowadzonych wzordéw dla przypadkow uwzgledniajacych udziat odksztatcen
wstgpnych pozostawia si¢ Czytelnikowi.

Energia sprezysta pojedynczego elementu belkowego bez uwzglednienia wplywu $cinania wynosi:

1 T 1 T E 2
U=—|o -¢dV==\eg -D-g-dV=—\&.-dV.
- L 3 559

v,

e

Jesli przyjmiemy klasyczne zatozenie belki Bernoulli'ego, ze odksztalcenie jest funkcja przemieszcze-
nia (ugigcia),

E. ==y —¢-r, (5.59)

wowczas energia wewngetrzna elementu zginanego wynosi:

_ j( j dV:_—-jy (vaj. =__I(d ij]dAchu-éé—i( jchr (5.60)

Roéwnanie powyzsze interpretuje energi¢ wewnetrzng elementu belkowego jako funkcje przemieszczen,

v=71(x)
d, A
S S
L
Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater

konstrukcji inzynierskich



5. PODSTAWOWE SFORMULOWANIA METODY ELEMENTOW 12
SKONCZONYCH W NAWIAZANIU DO ROWNAN MECHANIKI KONTINUUM

1 .
Wlix) = —3.l2.£ -3Lxt+ LY
L

1

Hli =)

]. J 5] 5 |
Waix) = —3-[L-x3 -2l + 1)
L

]. J 3 41

x) = —d—=dx Lo

M3z 3lz + 3L
L

Wiix)

1 '] i 5
Hd(x) = —3-lL-x3 -1
L

Wiz ~ 017

-n2+

Rys. 5.3. Postacie funkcji ksztaltu dla elementu belkowego

Rozpatrzmy element belkowy, ptaski, dwuwegztowy zginany w ptaszczyznie x0y , jak na rysunku 5.3.
Wektor przemieszczen weztowych przyjmijmy w postaci d = [dl, d,,d,, d 4]2 [vl, &, vy, ¢2], gdzie

przez v oznaczono przemieszczenie prostopadie do osi preta, zas ¢ jest katem obrotu przekroju. Indeksy
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1,2 odnosza si¢ do numeracji weztow. Zgodnie z zatozeniami klasycznej teorii belek katy obrotu sa po-
chodnymi przemieszczen:

_ v,
S odx’

_

e (5.61)

2 ¢,

Odpowiedni wektor sit weztowych p = [ P> My, Py, mz] zawiera sily skupione dzialajace w kierun-

ku przemieszczen oraz momenty zginajace zgodne z katami obrotow przekrojow.
Zatozmy funkcje przemieszczen w postaci kompletnego wielomianu trzeciego stopnia:

W(x)=c +c, x+ey x4+, x. (5.62)

W funkcji tej wspotczynniki ¢; wyznaczymy z warunkoéw brzegowych, ktore definiuja wielkosci

przemieszczen i katow obrotow na koncach elementéw jako rowne sktadowym wektora d. Zapiszmy te wa-
runki:

dla x=0 v(0)=v, oraz MO =g,
dx
(5.63)
dla x=1 v(l)=v, oraz wld) _ o,
dx

Po wyznaczeniu statych ¢; zapiszemy macierz funkcji ksztattu:

N:%-[Z-x3—3-l-x2+l3, [-x° =21 x"+x-I°, =2-x>+3-1-x°, l-x3—12-x2] (5.64)

Funkcje ksztattu, ktore przedstawiono na rysunku 5.3, opisuja zmiane przemieszczenia v(X), spowo-

dowana jednostkowymi przemieszczeniami weztow. Jesli zatozymy dalej prawdziwos¢ hipotezy ptaskich
przekrojow, wowczas przemieszczenie podtuzne wyniesie:

dv

u(x)=-y-—, (5.65)
dx
skad odksztalcenie
du d*v d*v
£ =—=—y.——=—y-Kk, gzie kK =—. (5.66)
dx 4 dx? Y 8 dx?

Widzimy zatem, ze operator rézniczkowy L, transformujacy przemieszczenie v(x) w odksztatcenie € , ma

postac:
dZ
L=—y —, (5.67)
dx’
skad macierz B = L- N otrzymujemy w postaci:
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B:L-N:—%-[lz-x—ﬁ, 61-x—41%, —12-x+61, 61-x—21°]. (5.68)

Pamigtajac, ze dla tego prostego przypadku zwiazek fizyczny ma posta¢ o = E-&_ (czyli operator
D = E), otrzymujemy macierz sztywnosci K dla elementu belkowego:

16 61 -12 6-1
E-I |6:1 4.1 —-6-1 2.I°

K, = =.
‘ ro|-12 -6-1 12 -6-1
6:1 2:1° —-6-1 4.1

: (5.69)

gdzie [, = j ysz. Drobne przeksztatcenia, ktore nalezalo wykonaé, by w koncu otrzyma¢ jawna postac
A

macierzy K,, pozostawiamy Czytelnikowi.
Roéwnowazne obciazenia weztowe, wynikajace z przyjecia cigzaru rOwnomiernie roztozonego by badz
liniowo zmieniajacego si¢ by (x), jak na rysunku 5.4 wynosza odpowiednio:
! b
Py :.[NT b, -dx = —

0

-1
5 ~[6, [, 6, —l] - obciazenie state,

(5.70)
-

Py = 60

-[9, 2.1, 21, -3-1 ] - obcigzenie liniowo zmienne.

gu
2N
5|

<D I A A

b) ot f b

Rys. 5.4 Obcigzenia elementu belkowego: obciqzenie rownomierne i liniowo zmienne

Chcac uwzgledni¢ rowniez wpltyw odksztalcen poczatkowych zatdézmy, ze element poddany jest lin-
iowej zmianie temperatury od A7 na czgsci dolnej do A7, na gornej. Jesli AT, > AT, i wysoko$¢ elementu

jest rowna /1, to zmiana temperatury w kazdym punkcie wynosi:
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AT = =-(AT, +AT2)—%-(ATI—AT2). (5.71)

N | =

Pierwszy czton opisuje efekt rOwnomiernego ogrzania, a poniewaz nie wywoluje zginania, zostanie w
dalszych rozwazaniach pominigty. Drugi czton powoduje odksztatcenia od zginania:

xT

P :—a%-(ATl—ATz), (5.72)
znajdujemy wige

Pr :IBT-GT-dV:

Y E.T (5.73)

V
!
:—IJBT-E-a-%-(A]}—ATZ)-dAdxz = (AT -AT)-[o, -1, 0, 1]
04

Jezeli znane sa wyrazenia okre$lajace krzywizny poczatkowe k', elementu, to poczatkowe odksztat-
cenia wyrazaja si¢ zaleznoscia:
Exo =7V Ky (5.74)

sity wezlowe wyznaczymy zgodnie z (5.42) jako:

pT:IBT'D'é'O'dV. (575)
vV

5.5. Podsumowanie

Sprobujmy na koniec tego rozdziatu uswiadomic sobie, w jaki czysto formalny sposéb mozemy zbu-
dowac¢ macierze sztywnos$ci elementéow oraz wektory obciazen, wynikajace badz z dzialania sit masowych,
badz z wstgpnych odksztatcen. Zapamigtajmy nastgpujacy tok postgpowania:

1. Rozpoczynamy od aproksymacji pola przemieszczen, ktéra mozna wyrazic¢ nastgpujaco :

u=g-c, (5.76)
gdzie przez g oznaczyliSmy tzw. macierz geometryczna, ktora najcz¢sciej gromadzi odpowied-
nie poteggi stosowanych wielomianéw interpolacyjnych, za§ ¢ jest macierza statych. Stale te
wyznaczymy z warunkow brzegowych, ( przemieszczenia w wgztach musza by¢ zgodne z warto-
$ciami przemieszczen, wynikajacymi z przyjetych funkcji )

2. Warunki brzegowe wyraza si¢ w postaci:

d=h-c,gdzie h=[g] dla i=12,..n,. (5.77)

Macierz h jest macierza kwadratowa i nieosobliwa, tak wiec z uktadu rownan (5.77) mozna wy-
znaczy¢ stale wielomianow interpolacyjnych jako funkcji przemieszczen weztow,
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c=h"d. (5.78)

3. Funkcje ksztaltu otrzymamy teraz automatycznie i formalnie:
u=g-h'-d=N-d, (5.79)
wigc N=g-h'.
4. Znajac posta¢ operatora rozniczkowego L , z tatwoscia wyznaczymy macierz B=L-N .

5. Teraz zupehie formalnie przy ustalonym prawie konstytutywnym o = D-& otrzymujemy ma-
cierz sztywno$ci K oraz pozostate wektory p,, p, lub p,.

Zaproponowany sposob postgpowania sprobujemy wykorzysta¢ w dalszych rozwazaniach. Nalezy
jednak zaznaczy¢, ze o ile dla elementow o niewielkiej liczbie stopni swobody taki formalny sposéb pode;j-
$cia jest wygodny, o tyle dla elementéw bardziej skomplikowanych moze okaza¢ si¢ nieskuteczny. W takich
przypadkach wygodniej bedzie od razu probowac zdefiniowaé postacie funkcji ksztattu N, a nie uzyskiwaé
ich w sposob formalny. Ma to miejsce glownie w sytuacjach, gdy unika si¢ budowania jawnej postaci macie-
rzy sztywnosci elementu, a otrzymuje si¢ ja w wyniku zabiegéw numerycznych.

Na koniec rozwazan na temat formulowania elementéw skonczonych podejmijmy probg odpowiedzi
na pytanie, kiedy rozwigzanie réwnania rézniczkowego, opisujacego dane zagadnienie brzegowo-
poczatkowe otrzymane za pomoca MES bedzie zbiega¢ si¢ z rozwigzaniem analitycznym (doktadnym). Czy
w miar¢ zwigkszania liczby elementéw skonczonych rozwiazanie to bedzie zbiezne z rozwiazaniem doktad-
nym? Zaznaczmy przed rozpatrzeniem tego problemu, ze rozwigzania otrzymywane metoda elementow
skonczonych sa obarczone kilkoma typami bledow, wynikajacymi z: btedow zaokraglen obliczen kompute-
rowych, btedow wynikajacych z aproksymacji praw konstytutywnych, bledéw powstatych z catkowania ma-
cierzy i btedow metod rozwiazywania rownan (sposobu calkowania roéwnan ruchu). Ponizej rozpatrzymy
tylko btedy wynikajace z dyskretyzacji, czyli idealizacji konstrukcji czy kontinuum materialnego elementami
skonczonymi.

Mozna wykaza¢, ze w celu zapewnienia monotonicznej zbieznosci rozwigzan elementy skonczone
musza spelnia¢ dwa zasadnicze kryteria: zupetnosci i zgodnosci. Jezeli sa one spetnione, to doktadnos¢ wy-
nikow ros$nie w miarg zaggszczania siatki podzialu na elementy.

Warunek zupetnosci wymaga, by funkcje przemieszczen elementu mogly reprezentowaé jego ruch
sztywny (beznaprgzeniowy) oraz stan statych odksztalcen. Na przyklad dla elementu ptaskiego wymagane
jest by funkcje przemieszczen mogly przedstawi¢ 3 postacie ruchu sztywnego (dwa translacyjne i jeden
sztywny obrot) oraz stan stalego odksztalcenia. Stan statego odksztalcenia mozna zinterpretowa¢ wymaga-
niem, by w miar¢ zaggszczania elementéw przez ich pomniejszanie, w elementach takich odksztalcenia po-
winny byc¢ state, by moc skolei reprezentowa¢ dowolne zmienny stan odksztatcenia catego uktadu.

Drugie kryterium, tzw. kryterium zgodnosci elementu, oznacza, ze przemieszczenia wewnatrz elemen-
tu jak i na jego brzegach powinny by¢ ciagle. Chodzi o to, by nie pojawialy si¢ nieciagtosci pola przemi-
eszczen pomigdzy elementami w sytuacji, gdy uktad elementow zostanie poddany obciazeniu. W przypadku
gdy mamy do czynienia tylko z translacyjnymi stopniami swobody wymaganie to sprowadza si¢ do spraw-
dzenia tylko ciaglosci przemieszczen u, v i w. W przypadku wystgpowania rotacyjnych stopni swobody

zdefiniowanych jako pochodne przemieszczen (w elementach belkowych i ptytowych), nalezy spehic to
wymaganie réwniez dla tych stopni swobody, czyli spelnié¢ ciagtos¢ ich pierwszych pochodnych. Ciaglos¢ te
zazwyczaj trudno jest spetni¢ dla elementow ptytowych, w ktorych katy obrotu sa otrzymywane przez roz-
niczkowanie przemieszczen poprzecznych.

Elementy nie spelniajace powyzszych kryteriow nazywane sa elementami niedostosowanymi a ich
stosowanie nie gwarantuje . monotonicznej zbieznosci wynikow.

To, czy element jest zgodny i zupelny, zalezy od uzytego sformulowania i kazde sformulowanie
nalezy sprawdzi¢ indywidualnie.

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
konstrukcji inzynierskich



5. PODSTAWOWE SFORMULOWANIA METODY ELEMENTOW 17
SKONCZONYCH W NAWIAZANIU DO ROWNAN MECHANIKI KONTINUUM

Zadania

1. Zapisz funkcjonaty catkowitej energii potencjalnej w notacji wskaznikowej i macierzowej dla ogol-
nego problemu kontinuum.

2. Podaj wyprowadzenie wzoru na macierz sztywnos$ci elementu belkowego z twierdzenia o minimum
catkowitej energii potencjalne;j.

3. Wyprowadz wzory na postaci macierzy sztywnosci elementu pretowego (kratownicy) z réwnania
pracy wirtualnej i twierdzenia o minimum catkowitej energii potencjalnej. Jakie sa wspolne cechy
tego wyprowadzenia?

4. Dana jest rama o geometrii przedstawionej ponizej na rysunku. Pozostate dane o przekrojach przyj-
mij z tablicy. Nalezy :

- ponumerowac wezly i prety,

- sformutowa¢ macierze potaczen weztow,

- obliczy¢ macierze sztywno$ci wybranych elementéw w uktadzie globalnym,
- dokona¢ agregacji globalnej macierzy sztywnosci uktadu,

- zmodyfikowac uktad réwnan zgodnie z warunkami brzegowymi.

Rysunek geometrii ramy plaskiej

A A A I I E P
[em*] [em*]

[m] [em®] [em*] [GPa] [KNV]
1.2 40 22 3000 1000 200 10

2.0 18 28 570 1450 200 12

1.0 240 96 9000 1200 80 6

1.5 240 72 9000 900 100 3
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