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2.1. Czym jest MES

Element skonczony jest podobszarem zdyskretyzowanego kontinuum. Jego wymiar jest skonczony
(nie jest infinitezymalnie maty), a jego ksztatt jest zwykle prostszy od ksztattu geometrii problemu, ktory jest
idealizowany. Najwazniejsza cecha metody elementow skonczonych (lub metody elementu skonczonego)
jest mozliwo$¢ zastapienia problemu analitycznego, zapisywanego za pomoca rownan roézniczkowych, pro-
blemem algebraicznym. Zabieg ten znacznie upraszcza postgpowanie prowadzace do rozwiazania problemu,
a w wielu przypadkach, szczegdlnie w zastosowaniach rzeczywistych problemow inzynierskich, umozliwia
w ogoble znalezienie satysfakcjonujacych wynikow.

Podkreslmy, ze klasyczna analiza problemow mechaniki o$rodkéw ciagtych wymaga znalezienia
funkcji pol naprezen, odksztalcen i przemieszczen, ktore spetlniaja rownania rézniczkowe rownowagi, zalez-
nosci konstytutywne oraz warunki zgodno$ci geometrycznej w kazdym punkcie obszaru, wlaczajac w to
rowniez brzegi. Te niezwykle silne ograniczenia spowodowaly, ze klasycznych rozwiazan analitycznych jest
bardzo mato. Ponadto dyskretyzacja rownan roézniczkowych za pomoca metody roznic skonczonych ma za-
sadnicza wadg, polegajaca na trudno$ciach w modelowaniu warunkéw brzegowych co wiedzie do wynikow
obarczonych duzymi bledami.

Metoda elementoéw skonczonych opiera si¢ na przyjgciu aproksymacji pola przemieszezen lub pola
naprezen czy tez potaczeniu tych przyblizen w kazdym elemencie. My ograniczymy si¢ w tym opracowaniu
do tak zwanego sformutowania przemieszczeniowego, zakladajacego wylacznie funkcje aproksymujace
wilasnie pole przemieszczen.

Jakkolwiek zasadnicza dziedzing aplikacji stosowanej tu metody jest mechanika konstrukcji inzynier-
skich, to nie chcielibysmy, by Czytelnik odnidst wrazenie, ze metoda ta stuzy wytacznie do rozwiazywania
zadan inzynierskich. Jest to gtowna przyczyna, dla ktérej umieszczono w tym opracowaniu rozdziat 4,
pokazujacy aproksymacyjne podejécia do problemu rozwiazywania rownan rozniczkowych.

W sytuacji, gdy moéwimy o konstrukcji i zaktadamy funkcje aproksymujace przemieszczenia w ele-
mentach, niezbg¢dne sa nastepujace kroki prowadzace do rozwiazania problemu, na przyktad statyki kon-
strukcji:

1. dokonaé podziatu kontinuum (rama, plyta, tarcza) na skonczona liczbg podobszarow (elemen-
tow) o nieskomplikowanej geometrii (trdjkaty, czworokaty itp.),

2. wybra¢ szczegdlne punkty (wezly) w tych elementach, w ktorych beda wymuszone warunki
roéwnowagi i zgodnosci,

3. zalozy¢ funkcje przemieszczen w kazdym elemencie, tak by przemieszczenia dowolnego
punktu elementu zalezaty tylko od przemieszczen jego weztow (poszukiwane beda przemiesz-
czenia wszystkich weztow uktadu),

4. spemhi¢ zaleznosci odksztalcenie-przemieszczenie i naprezenie-odksztalcenie dla elementow,

5. wyznaczy¢ sztywno$¢ i rdwnowazne obciazenia wezlowe dla elementu na podstawie
roOwnania pracy wirtualnej lub zasad energetycznych,

6. utozy¢ rownania rownowagi weztow zdyskretyzowanego uktadu na podstawie informacji
z poziomu elementow,

7. rozwiaza¢ uklad réwnan réwnowagi (réwnania liniowe algebraiczne), znajdujac prze-
mieszczenia wszystkich weztow,

8. obliczy¢ naprezenia w wybranych punktach elementow,

9. wyznaczy¢ reakcje w weztach podporowych.

W wielu zastosowaniach inzynierskich podzial kontinuum na elementy narzuca si¢ niejako sam, gtow-
nie w przypadkach, gdy struktura sktada si¢ z elementéw prostych (kratownic, ram). W innych przypadkach
ztozonych stanéw naprgzen podzial ten wcale nie jest taki oczywisty. Trzeba dysponowaé¢ duzym doswiad-
czeniem, by umie¢ dobrze zasugerowac dyskretyzacjg. Przyklady dyskretyzacji réznych uktadéw konstruk-
cyjnych pokazano na rysunku 2.1.

Wigkszo$¢ wymienionych wyzej punktoéw mogtaby stac si¢ przedmiotem osobnych opracowan i kazde
z nich zawieratoby wiele szczegotdow, ktorych nie sposob bylto zamiesci¢ w tym opracowaniu. Zdajemy sobie
sprawg, ze chcac poruszy¢ tyle waznych z inzynierskiego punktu widzenia probleméw, musieliSmy dokona¢
pewnego wyboru.
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Rys. 2.1. Dyskretyzacja konstrukcji

2.2. Co zawiera opracowanie

Poruszane problemy dotycza elementow mechaniki, w zwiazku z czym znacznym ulatwieniem dla
Czytelnika byloby przypomnienie zagadnien z kursé6w wytrzymatosci materiatdéw, mechaniki budowli i teorii
sprezystosci. W ogdle uwazamy, ze w prawidtowo zorganizowanym procesie dydaktycznym wszelkie sfor-
mutowania numeryczne problemow inzynierskich powinny by¢ poprzedzone gruntowna wiedza "klasyczna".
Niezwykle pomocna moze tu by¢ wiedza z algebry liniowej (rachunek macierzowy, problemy rozwiazywa-
nia uktadow rownan liniowych czy problemy wektoréw i warto$ci wiasnych) oraz z teorii aproksymacji i
klasycznego rachunku wariacyjnego. Wybrane pozycje literatury, ktoére pomoga w lepszym rozumieniu tego
opracowania, jak i te, ktoére pozwola na dalsze studia nad metoda elementéw skonczonych, zestawiono na
koncu opracowania.

W rozdziale 3 niniejszego opracowania zamieszczono najprostsza ilustracj¢ MES na przyktadzie kra-
townicy ptaskiej i przedstawiono zasadnicze kroki procesu obliczania konstrukcji.

W rozdziale 4 omoéwiono rozne podejscia do aproksymacyjnego rozwigzywania rownan rézniczko-
wych, ukazujac zasadnicze roznice migdzy aproksymacja dokonywang na calym obszarze a taka, ktora
przyjmuje si¢ w podobszarze. Kontynuowanie w tym rozdziale tego samego przyktadu numerycznego po-
zwolito na porownanie skutecznosci i doktadnosci przyjmowanych aproksymac;ji.

W kolejnym rozdziale podsumowano podstawowe rownania liniowej sprezystosci rownolegle w zapi-
sach wskaznikowym i wygodnym dla nas macierzowym. Zdefiniowano podstawy metody elementow skon-
czonych, wynikajace z rownania pracy wirtualnej i wykorzystania funkcjonatu catkowitej energii potencjal-
nej. W tymze rozdziale 5 oméwiono tez wybrane elementy skonczone jednowymiarowe.

W rozdziale 6 zawarto analizg plaskich standw naprezenia i odksztalcenia i dyskusj¢ nad elementami
uzywanymi do opisania tych stanow.

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
konstrukcji inzynierskich



2. WPROWADZENIE 3

Po wyprowadzeniu praw transformacji wektorow i macierzy z uktadu wspotrzgdnych lokalnego do
globalnego w (rozdz.3.), dalej wykorzystano gtownie opisy lokalne, nie rozwazajac kazdorazowo bardzo
podobnych elementéw transformacji. W rozdziale 7 zaproponowano opis izoparametryczny (powszechnie
uzywany przy definiowaniu elementéw skonczonych) i omowienie kolejnych elementow dwu-i trojwymi-
arowych. Niezbedne tutaj byto odwotanie si¢ do procedur catkowania numerycznego.

W rozdziale 8 zamieszczono pewne podstawowe wiadomosci o formutowaniu elementow ptytowych i
powlokowych. Te wlasnie konstrukcje wykorzystuje si¢ czgsto w praktyce inzynierskiej i one wlasnie najle-
piej ilustruja sil¢ metody.

W kolejnych rozdziatach podjgto probg sformutowania prostych zadan dynamiki i liniowej stateczno-
$ci, odwotujacych si¢ w konsekwencji do rozwiazania problemu wlasnego. Zdajemy sobie sprawe, ze ostat-
nio nawet na naszym ubogim rynku wydawniczym pojawily si¢ bardzo wartosciowe i obszerne opracowania,
ktore kompleksowo naswietlity problematyke dynamiki i statecznosci. Swiadomie ograniczylismy si¢ do
wybranych, najprostszych elementow sformutowan, ktére maja tylko ilustrowac zagadnienia, nie zarysowu-
jac nawet czg$ci problematyki. Zgodnie z intencja te nie oméwione, cho¢ istotne dla Czytelnika problemy
beda dyskutowane i komentowane w trakcie wyktadu.

W spisie literatury zamieszczono gtownie pozycje ksiazkowe, ktorych przestudiowanie polecamy Czy-
telnikowi. Niestety, duza ich czg$¢ moze okazac si¢ trudno dostgpna, co nie powinno zniechgcic¢ zaintereso-
wanych do dalszego poszukiwania i poglgbiania wiedzy na temat zastosowan metody elementow skonczo-
nych.

W Dodatkach zestawiono niektore informacje dotyczace probleméw catkowania numerycznych i za-
gadnien algebraicznych, takich jak rozwiazywanie uktadow rownan liniowych oraz problemu wartosci i
wektorow wiasnych.

Zadania

1. Podaj definicje macierzy i wektora.
2. Ktore z ponizej zapisanych macierzy sa sobie rowne?

6 -3 6 -8 2 6 —3]
A: ’B: ,C:
4 8 5 6 -7 4 8

2 5]
6 -8 2 6 3
D= , E= , F=|-1 8
5 6 -7 0 8
3. Jakie sa reguty dodawania i mnozenia macierzy?

4. Dla macierzy, ktorych jawna posta¢ podano w zadaniu 2 wykazac, ze spelnione sa nastgpujace
zaleznosci:

A+ E=FE+ A,
6D = D6,
F(A+E)=FA+FE,
(B+ D)F = BF + DF,

BF # FB,
(BF)A = B(FA),
(BF)' =F"B".

5. Oblicz warto$¢ wyznacznika macierzy E .
6. Zapisz nast¢pujace wektory jako macierze kolumnowe:
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p=3i—-6j+4k, r=5+7j,
q=5i+7k, u="7—-8j+15k.

7. Wyznacz dlugosci wektoréow p, g 1 u z zadania 6.
8. Okresl wielkos¢ kata migdzy wektorami g 1 u .
9. Uzywajac macierzy odwrotnej rozwiaz nast¢pujacy uklad rownan:

Sx+2y+3z=5
2x+3y+4z="17.
3x+4y+5z=9
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