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KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY

Chcac w najprostszy sposob zilustrowa¢ ideg¢ podziatu struktury na elementy (dyskretyzacji) oraz
technik¢ budowania macierzy sztywnosci catego uktadu, postuzymy si¢ prostym przyktadem kratownicy
ptaskiej. Dla tego przyktadu w naturalny sposob narzuca si¢ podzial, czyli dyskretyzacja, ktora zaktada, ze
kazdy pret kratownicy jest jednoczesnie elementem. Pelna informacje o stanie odksztalcen, naprezen i
przemieszczen preta (elementu) uzyskamy, gdy bedziemy znali przemieszczenia jego koncow. Zakladamy
oczywiscie klasycznie, ze wezly sa idealnymi przegubami, a sily sa tak przylozone w weztach, ze wszystkie
elementy przenosza wytacznie sity osiowe oraz ze materiat prgtow jest liniowo-sprezysty. Ograniczamy sig
do geometrycznie liniowej teorii.

3.1. Sztywnos¢ elementu w globalnym uktadzie wspétrzednych
Rozwazmy pret (1-2), ktorego potozenie w uktadzie wspotrzednych x0y , wspolnym dla catej roz-
wazanej struktury (w tzw. uktadzie globalnym), jest przedstawione na rysunku 3.1.
Zalozmy, ze state na dlugo$ci elementu pole powierzchni przekroju preta oznaczono przez A, za$

modut Younga materiatu - przez E . Dlugos¢ elementu wyznaczamy z prostej zalezno$ci geometrycznej jako
funkcje wspotrzednych weztow:

L:\/(xz_x1)2+(y2_y1)2 (3.1
Potrzebne relacje definiujace nachylenie elementu maja postac:

cosa:c:u, sinoc:s:u (3.2)
L L

| N —
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X
Rys. 3.1. Element kratownicy plaskiej. Definicja stopni swobody i sit wewnetrznych

Przemieszczenia weztow elementu zgrupujemy w jednym wektorze czterosktadnikowym:
d:[ul, vy, U, vz]T (3.3)

O takim elemencie méwimy, zZe ma cztery stopnie swobody.
W wyniku obciazenia i deformacji catego uktadu rozwazany pret zajmie potozenie . Pomijajac efekty
drugorzedne, wydtuzenie elementu zapiszemy w postaci zalezno$ci
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 2

AL = (uy —u)c+ (v, —=v,)s (3.9

Odksztatcenie podtuzne preta zdefiniujemy klasycznie jako
E=— (3.5
i wyrazimy za pomoca wektora przemieszczen weztow w nastgpujacy sposob:

e=B-d, gdzie B=—-[-¢ -5 ¢ 5] (3.6)

] =

Macierz B nazywana bywa macierza zgodno$ci geometrycznej. Wprost z prawa Hooke'a wynika, ze
sita osiowa N w elemencie wynosi:

N=E-A-e=FE-A-B-d=C-d (3.7)
gdzie macierz C = E- A- B nazywana jest niekiedy macierza sit wgztowych.
Zapiszmy teraz sity wgzlowe, wyrazone w sktadowych odniesionych do uktadu globalnego, dziatajace
w weztach 1 1 2. Niech wektor tych sit bedzie oznaczony przez P :

P:[Hl Vv, H, Vz] (3.8)

Odpowiednie sity wegztowe wyrazone sa za pomoca nastgpujacych zaleznosci:

H=-N-c, Vy=-N-s,H,=N-c,V,=N-s. (3.9)
W koncu wigc otrzymujemy
c’ c-s —-c° —c-s
E-A| c Po—cs =%
P=B"-L-N=B"-L-E-A-B-d=K,-d=—2.] % * TV a6
L -c° —-c-s c-s
—c-s -5 c-s s

Dla tego prostego elementu od razu udalo si¢ nam wyrazi¢ sktadowe operatora K, (macierzy sztyw-

nosci elementu) w globalnym uktadzie wspotrzednych. Dla wielu innych elementéw taka praktyka bylaby
nieskuteczna. Okaze si¢ potem, Ze znacznie praktyczniejsze jest wyznaczenie odpowiednich operatorow K,
w uktadach odniesionych do tzw. wspotrzednych lokalnych.

Poniewaz sktadowe wszystkich macierzy sztywnosci K, musza by¢ wyrazone w odniesieniu do jed-
nego wspolnego uktadu wspotrzednych, trzeba bedzie reprezentacje tych operatoréw przetransformowaé z
uktadu lokalnego do globalnego. W rozdziale 3.5 zajmiemy si¢ problemem transformacji sktadowych wekto-

réw z uktadu lokalnego do globalnego, a tym samym wyprowadzimy odpowiednie formuly transformacyjne
dla macierzy sztywnosci.

Przyjrzyjmy si¢ przez chwilg macierzy sztywnosci elementu K, . Latwo zauwazy¢, ze macierz ta jest
symetryczna i osobliwa. Mozna si¢ tez przekonac¢, ze zadeklarowanie przemieszczen weztow d , odpowiada-
jacych sztywnej translacji elementu badZ sztywnego obrotu, nie wywoluje zadnych sit weztowych.

Znajac macierze sztywnosci K, wszystkich elementow, bedziemy mogli zbudowaé¢ macierz sztywno-

Sci catego uktadu, ktora jest operatorem wigzacym wektor przemieszczen wszystkich weztow uktadu z wek-
torem obciagzen weztowych uktadu.
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 3

3.2. Scalenie czyli agregacja macierzy sztywnosci uktadu

Proces budowania macierzy sztywnosci uktadu z macierzy sztywnosci elementow wyrazonych w tym
samym uktadzie wspotrzednych (uktadzie globalnym) nazywamy agregacja. Agregacja zapewnia rownos¢
przemieszczen wezlow, ktore jednoczesnie naleza dc rdéznych elementow. Jest tez spetnieniem réownan
nierozdzielnos$ci odksztalcen w weztach ukladu.

Y

3 3 |

Rys. 3.2.Kratownica ptaska obciqzona dwiema sitami

Przes$ledzmy proces agregowania macierzy sztywnos$ci uktadu na przykltadzie kratownicy przedsta-
wionej na rysunku 3.2. Uktad ten sktada si¢ z szeSciu elementow, ktore tacza ze soba pigé¢ weztdéw. Globalna
liczba stopni swobody uktadu jest rowna 10 (po dwie sktadowe przemieszczen w kazdym wezle). Tak wiec
globalna macierz sztywnosci uktadu ma wymiary 10x10. Agregacja macierzy sztywnosci uktadu K
(10x10) polega na sumowaniu sktadowych macierzy sztywnosci elementow K, (4x4) w odpowiednich
miejscach macierzy K. Jezeli zalozymy, Ze element e taczy wezly i oraz j, to skladowe macierzy K,
beda umieszczone w macierzy uktadu K w taki sposob, by zwigkszy¢ sztywno$¢ odpowiednich wyrazow
tej macierzy.

Na przyktad sktadowe macierzy trzeciego i czwartego elementu kratownicy (rys. 3.2 ) bgda umiesz-
czone w miejscach zwiazanych z przemieszczeniami weztow 2 i 4 dla elementu 3 oraz 4 i 3 dla elemen-
tu 4. Umieszczenie odpowiednich sktadowych tych elementow w macierzy sztywnosci ilustruje rysunek
3.3.

Miejsce dodawania sktadowych macierzy trzeciego elementu zaznaczono znakiem + |, za§ czwartego -
znakiem o .

Wektor obciazenia w tym prostym przypadku (10x1) jest wektorem sit zewngtrznych. W sytuacjach
bardziej skomplikowanych, kiedy obciazenia weztowe sa wynikiem sit dziatajacych na poszczegélne ele-
menty, proces scalania wyglada bardzo podobnie i polega na sumowaniu efektow wzigtych z elementow w
odpowiednich miejscach wektora globalnego.

Zauwazmy, ze utworzona macierz sztywnosci uktadu jest macierza symetryczna i osobliwa. Wynika to
ze sposobu scalania tej macierzy i faktu, ze wszystkie macierze elementow maja t¢ sama wtasnos¢. Utwor-
zony uktad rownan

K-d=P (3.11)
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 4
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Rys. 3.3. Agregacja macierzy sztywnosci

gdzie K jest zbudowana macierza sztywnosci uktadu (10x10), d jest wektorem przemieszczen we-
ztow (10x1) oraz P jest wektorem obciazen weztow (10x1), nie ma w tej postaci rozwiazania, gdyz

nie sa jeszcze zdefiniowane warunki brzegowe.

3.3. Modyfikacja uktadu réwnan przez wprowadzenie warunkéw brzegowych

Wprowadzenie w zadaniu warunkow brzegowych polega na takiej modyfikacji uktadu réwnan (3.11),
ktora spowoduje, ze przy zatozonych obciazeniach P przemieszczenia punktow podporowych beda rowne
zeru. Sposrdd kilku stosowanych sposobow modyfikacji tego uktadu zaproponujmy nastgpujacy. Polega on
na umieszczeniu na gtéwnej przekatnej macierzy K, w wierszu odpowiadajacym zerowemu przemieszcze-
niu, liczby réwnej 1.0 oraz na wyzerowaniu reszty wyrazow tego wiersza i kolumny. Zeruje si¢ takze od-
powiedni wiersz wektora P. W ten sposob w danym réownaniu jest tylko jedna niewiadoma - przemi-
eszczenie, ktére musi by¢ rowne zeru. W omawianym przyktadzie, ktory jest ilustracja dokonywanych
krokow, zerowe musi by¢ przemieszczenie weztow 1 i 4 w obu kierunkach (stopnie swobody 1, 2 oraz 7,
8), a takze przemieszczenie wezta 5 w kierunku poziomym (stopien swobody 9). Zbudowana w wyniku
agregacji macierz sztywnosci musi by¢ zmodyfikowana wedtug nastepujacego schematu (puste pola ozna-
czaja wyrazy niezerowe):
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 5
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W powyzszym ukladzie rownan podano posta¢ wektora obciazenia. Zaproponowany zabieg modyfi-
kacji polega na utrzymaniu nie zmienionej liczby stopni swobody uktadu, przy czym w sposob naturalny
otrzymamy zerowe przemieszczenia punktow, w ktorych zdefiniowano podparcie. Macierz sztywnos$ci ukta-
du jest nicosobliwa i dodatnio okreslona, a wobec zadanych obciazen P istnieje jednoznaczne rozwiazanie
tego uktadu. W wyniku rozwigzania uktadu réwnan liniowych (3.12) otrzymamy pozostate, nieznane dotad
przemieszczeniad,, d,, ds, d,, d,,. Niebedziemy si¢w tym miejscu zajmowali technikami nume-

rycznymi rozwigzywania uktadow réwnan liniowych, ktére w niektorych przypadkach (symetria, duze wy-
miary macierzy, itp.) sa bardzo skomplikowane. Jedna z mozliwych propozycji, jak rozwiazywac uktad row-
nan (3.12), zamieszczono w Dodatku A.

3.4. Odpowiedz ukiadu i podsumowanie giéwnych krokéw metody

O rozwiazaniu problemu mozemy mowi¢, gdy znamy juz wszystkie przemieszczenia wezlow. Wy-
bierajac z nich odpowiednie sktadowe globalnego wektora przemieszczen na podstawie (3.7), okre§limy sity
osiowe we wszystkich pretach, dalej reakcje podpor (z rownowagi weztow podporowych). By znalezé reak-
cje podpor, czyli sity rownowazace wezty w kierunku odebranego stopnia swobody, wystarczy przemnozy¢
dany wiersz macierzy K (przed modyfikacja) przez znany juz wektor przemieszczen d i uwzgledni¢ obci-
azenie P .

W celu zautomatyzowania wymienionych powyzej krokow nalezy w zbiorze danych zdefiniowa¢ ma-
cierze, w ktorych bgda zestawione informacje o geometrii wszystkich elementéw, oraz macierze definiujace
topologig struktury czyli zestawienie numerow weztéw nalezacych do wszystkich elementow.
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 6

START

—l CZYTANIE DAMNYCH |
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Rys. 3.4. Schemat blokowy obliczen kratownicy

Podsumowania zasadniczych krokéw metody dokonano na rysunku 3.4. Przedstawia on ogdlny sche-
mat blokowy programu realizujacego obliczenia dowolnej kratownicy. Oprocz znanych i uzywanych juz
oznaczen na schemacie wystepuje: Nelem - liczba elementow uktadu oraz Lelem - licznik tych elemen-
tow.

3.5. Ukiad wspoétrzednych lokalnych i globalnych oraz transformacja wektorow i
macierzy

Sprobujmy jeszcze przedyskutowaé problem rozwiazywania zadania kratownicy, rozpoczynajac od
budowania wyrazéw macierzy sztywnosci i wektorow przemieszczen i obciazen w ukladzie zwigzanym z
elementem. Przyczyna powtérnego analizowania tego samego problemu lezy w tym, ze dla wigkszosci ele-
mentOw znacznie bardziej uzyteczne jest odnoszenie si¢ do uktadu wspotrzednych lokalnych, a dopiero na
koniec transformowanie odpowiednich wektorow i macierzy do wspolnego uktadu odniesienia (globalnego).

Rozpatrzmy element 1 —2 w takim uktadzie osi x'0)', ze 0§ x' pokrywa si¢ z osia preta, za ' jest
protopadta do niej, a poczatek uktadu znajduje si¢ w jednym z weztow (rys.3.5).

Przez u,, u, oznaczono przemieszczenia weztow 1 i 2 wzdluz osi preta, zas przez v, v, -
prostopadte do osi preta. Odpowiednie sity weztowe oznaczono duzymi literami U i V.
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 7

Rys. 3.5. Element kratownicy w lokalnym ukiadzie wspotrzednych
Zgodnie z prawem Hooke'a wydtuzenie elementu wynosi:

L
s=NL (3.13)
E-A

gdzie N jest sita podtuzna, L - dlugoscia preta, £ - modutem Younga. Tak wiec sity dziatajace w weztach
wzdhuz osi preta wyrazaja si¢ w postaci:

E-A E- A
= I (u, —u,), Uy = 7 (uy —uy). (3.14)

U,

Ponadto z rownan rownowagi wynika, ze
U,=-U, oraz V,=V,=0 (3.15)

Zapisujac powyzsze rownania rownowagi w postaci uktadu rownan otrzymujemy :

10 -1 0][u] [U,

E-A|O 0 0 0f|v]| [¥
2] (3.16)

L [-1 0 0| uy| |U,

0 0 0 0]|v| |¥

gdzie oczywiscie dtugo$¢ elementu L mozna wyrazi¢ w znany sposob jako funkcje wspotrzednych weztow
(3.1). Otrzymany wynik zapiszemy krocej w postaci rOwnania macierzowego :

K,-d,=p,, (3.17)

w ktorym indeks e odnosi wielkosci do elementu, zas$ ' informuje o postugiwaniu si¢ uktadem lokalnym
'

x'0y'.

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
konstrukcji inzynierskich



3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 8

Przejdzmy do relacji migdzy uktadem lokalnym i globalnym. Rozwazmy dowolny wektor 7 (np. iden-
tyfikujacy potozenie punktu P) w dwoch uktadach wspotrzednych x0y (globalnym) i x'0y' (lokalnym)
jak to ma miejsce na rysunku 3.6.

v Ly

o

Rys. 3.6. Uktad wspdtrzednych: lokalny x'0y" i globalny x0y .

Jezeli przez i i j oznaczymy wersory osi uktadu x0y za$§ przez i' i j' wersory osi ukladu

x'0y", to wektor ¥ moze by¢ w tych uktadach wyrazony w postaci nastgpujacej reprezentacji:

r=ri+r,j w uktadzie x0y
(3.18)
oraz
r=rJtr, g w uktadzie x'0y'

Z réwnosci lewych stron wynika, ze
ritrj=rd'+r,J (3.19)
Mnozac skalarnie obie strony tej rownos$ci przez wektor i , otrzymujemy:
re=rd'i+r, 'l (3.20)
gdyz ii =0, za$ ij = 0 ze wzgledu na ortogonalnos¢ osi. Jezeli oznaczymy, ze

ii'=cos(x,x") =n,,

ij'=cos(x, ") =n,,
wowczas mnozac obie strony (3.19) takze skalarnie przez j, mozemy napisac:

rX

rlyy + 1N

; (3.21)
r, = Taly + 1y

s 2
s Ny My || 1y
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3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 9

albo krocej ¥ =T - r' oraz, co tatwo udowodnic,
r=T"r, gdzie T =17", (3.23)

gdzie T jest macierza transformacji.

Wracajac do zadania z kratownica, zanim dokonamy procesu agregacji globalnej macierzy sztywnosci
konstrukcji, musimy wielko$ci K oraz p i d przetransformowa¢ do uktadu globalnego.
Jezeli przyjmiemy, ze
A T

oraz (3.24)

r—[u, vl]T ,

to dla dwoch weztéw elementu kratownicy mozemy zapisac :

U, n, n u U, n, n u
Vi Ry Ay | [V Vo Ny Ny | [V

czyli przemieszczenia dla elementu e mozna wyrazi¢ jako

U U
v 7" 0 v
d,=|" { T] : (3.26)
u,, 0 T u,
V2 V2
lub krocej
d,=R-d, (3.27)

gdzie d, jest wektorem przemieszczen weztow, wyrazonym w uktadzie globalnym.

Zupekie podobnie mozemy zapisa¢ zaleznos¢ dla wektora obciazen (3.17):
p.=R-p,, edze p,=[U Vv, U, W]. (3.28)
W koncu zupehie formalnie przeksztatcimy wzor (3.17):

K,-R-d,=R-p,

3.29
R"-K,-R-d,=p, 529
ale R'"-R=R'"-R=1,oraz R" =R"'
i skad otrzymujemy réwnanie dla elementu, ktorego sktadowe sa wyrazone w uktadzie globalnym :
K,-d,=p,, K, =R"-K,-R (3.30)

Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze dokonujac transformacji macierzy K, (3.16) wedlug zaleznosci

(3.30), otrzymamy znana juz nam posta¢ macierzy (3.10).
Przytoczone tutaj prawa transformacji maja charakter ogdlny i beda wielokrotnie wykorzystywane dla
innych elementow. Oczywiscie, w zaleznosci od tego, jak wielkim wektorem przemieszczen weztowych

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
konstrukcji inzynierskich



3. KRATOWNICA JAKO BEZPOSREDNIA ILUSTRACJA METODY 10

dysponujemy i jak wygladaja prawa transformacji poszczegolnych sktadowych, posta¢ macierzy transforma-
cji T bedzie kazdorazowo formutowana indywidualnie.

Zadania

Dana jest kratownica o geometrii przedstawionej na ponizszej siatce.
Prosze:
- ponumerowac wezly 1 prety,
- sformutowaé¢ macierze potaczen weztow,
- obliczy¢ macierze sztywnoS$ci elementow w uktadzie globalnym,
- dokona¢ agregacji globalnej macierzy sztywnosci uktadu,
- zmodyfikowac uktad réwnan zgodnie z warunkami brzegowymi.

2P —-—*""7(
N

Rysunek geometrii ukladu
Dane do zadania przyja¢ z tablicy:

a A A A E P
[m] [em”] [em’] [em”] [GPa] [AN]
12 12 16 20 200 4
2.0 18 24 32 200 3
1.0 35 40 50 80 1
1.5 20 25 30 100 3

Przemieszezenia wezlow stalowego elementu kratowego o przekroju A = 4cm® i dhugosci [ =2m,
wynosza odpowiednio:

u, =0,01m, u, =—-0,002m,
v, =0,03m, v, =0,0045m.

Oblicz wydtuzenie, odksztalcenie, naprezenie i sile w tym elemencie.
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