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6.1. Podsumowanie réwnan opisujacych ptaskie stany

Przypomnienie najwazniejszych zaleznosci opisujacych podstawy liniowej mechaniki ciata stalego dla
og6lnego przypadku przestrzennego zawarto w rozdziale 5. Poniewaz wiele technicznie waznych zagadnien
ogranicza si¢ do opisu dwuwymiarowego zestawimy ponizej znane z kursow wytrzymato$ci materialow i
podstaw liniowej teorii sprgzysto$ci podstawowe formuty opisujace rownowage, zwiazki geometryczne i
fizyczne, wykorzystywane w zadaniu dwuwymiarowym. Analizujac stan naprg¢zenia, postugiwac si¢ be-
dziemy sktadowymi tensora napr¢zenia, zapisanymi w postaci wektora:

o=lo,, o, 7| 6.1)
1
SR, ¥
Ix ] _ O
TXV
y \ Tox
O-Y
X

Rys. 6.1. Znakowanie sktadowych naprezen

Za dodatnie sktadowe uznamy te, ktérych zwrot jest zgodny ze zwrotem sktadowych zaznaczonych na
rysunku 6.1.

Warto$ci sktadowych naprezenia, odniesione do uktadu obroéconego o kat a, wyrazone sa za pomoca
nastepujacych wzorow transformacyjnych:

— 2 ) .
0. =0,-C0s 0{+O'y-81n a+2-rxy-cosa-s1na,

— s 02 2 .
Gy.—Gx-Sln OH-Gy-COS a—Z-z’xy-cosa-sma, (6,2)

— : 2 s 2
Ty = —(O'x - ay)- sina-cosa +7,, -(cos o —sin a)

lub krocej w postaci macierzowe;j

0': T O , (63)

a

gdzie wektory o' i o opisuja stan naprgzenia odniesiony odpowiednio do uktadu wspotrzednych obroco-
nych (x'O y') i wyjéciowych (xO y). Macierz transformacji T przyjmuje postac:
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c? st 2-s-c

2 2

T =| s c 2-s-¢C (6.4)

—-8SCc S-C C‘z—S2

Niekiedy wygodnie jest przedstawi¢ te same zaleznosci transformacyjne, wykorzystujac wzory na katy
podwdjne. Otrzymujemy wowczas:

c,+t0, 0,-0

Oo=—"" +—= 5 L. cos(2a)+ 7, -sin(2a),
o, = % ;Jy 9 ;O-y -cos(2a) -, - sin(2), (6.5)
Ty = —% -sin(2e) + T, -cos(2a)

Oczywiscie musza by¢ spetnione znane warunki niezmienniczo$ci:
o,+o0,=0,+t0, =const,
(6.6)

2 2
6, 0,-T,, =0,.°0,~T,, =const.

Kierunki osi gtownych naprezen i ekstremalne warto$ci naprezen gtownych otrzymamy, szukajac eks-
tremum (6.5) wzgledem a, co po prostym rézniczkowaniu i poréwnaniu do zera prowadzi do

2.7
ig(2a, )= —2—. 6.7)
O._—0O
x y
2
o,—0O o,—0O
O == Y 4+ ( 5 y] + 7y = O pmin- (6.8)
a
ﬁdv
v+g—;dy
Yt ———— m
| |
| |
e |
av || |
| A
X a
e
L[L _______ L ey,

Rys. 6.2. Przemieszczenia i odksztalcenia dla elementu plaskiego
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Maksymalne naprezenia $cinajace odniesione sa do uktadu wspotrzednych, obroconego o n/4 w sto-
sunku do uktadu osi gtéwnych i ich warto$ci wynosza:

2
O, .—0
T = [_iTE_Lj +7,0. (6.9)

Mowiac o stanie odksztalcenia, bedziemy si¢ postugiwaé wektorem opisujacym sktadowe odniesione
do uktadu (x0y) w postaci:

gzlgx, g, 7ny. (6.10)

Znane zaleznosci geometryczne (zwiazki Cauchy'ego) z zastosowaniem opisu przemieszczen u i v,
odpowiednio w kierunkach osi x i ), wyrazaja si¢ teraz w postaci:

_ Ou _@ _Ou 0Ov

&, =—, & , L=t
e "oy Yo = " ox

(6.11)

Stosowne zaleznos$ci miedzy przemieszczeniami, a odksztalceniami pokazano na rysunku 6.2. W zapi-
sie macierzowym zwiazki (6.10) mozna réwniez przedstawi¢ jako

e=L-u, (6.12)

gdzie wektor u = [u, v] "', za$ operator rozniczkowy L dla problemu dwuwymiarowego ma posta¢:

2
Ox
0
L=|0 —]. 6.13
o (6.13)
9 0
| Oy Ox |

Interesujace sa rowniez warto$ci sktadowych odksztalcen w uktadzie obréconym (x'O y'). Aby je wy-

znaczy¢, pordwnajmy wyrazenia na energi¢ odksztatcenia wyrazona w uktadach osi wyjsciowym i obréco-
nym. Otrzymujemy nastgpujaca sekwencje wzorow:

(50 -&=(50) ¢,

a poniewaz Sc'=T, - 5c,wiec (6c) T, -e'=(5c) ¢,

[24

z czego wynika, ze:

T 4 v T
T, -¢'=¢ oraz &'=1T, -¢,
gdzie macierz transformacji ma postac:
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c s s-c
77" = s c’ -s-c |. (6.14)

2 2
-2-5¢c 2-s¢c ¢ —s¢§

Podobnie jak poprzednio dla stanu napr¢zenia mozna przedstawi¢ wzory na kierunki i wartosci gtow-
nych odksztatcen.

Zatézmy teraz, ze materiat jest izotropowy i wyprowadzmy stosowne wzory opisujace zaleznosci
migdzy wektorami stanu napr¢zenia o 1 odksztalcenia & dla przypadkow analizy plaskiego stanu
napre¢zenia i1 odksztatcenia.

Plaski stan naprezenia, wystepujacy w plaszczyznie x0y, charakteryzuje si¢ tym, ze nast¢pujace

sktadowe tego stanu sa rowne zeru: o, =7, =7, =0, co pociaga za soba, ze roéwniez sktadowe odksztat-

cefsarowne zeru: y, =y, = 0 oraz &, # 0. Odpowiednie zaleznosci przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

1 1
£, =E'(Gx —v~c7y), €, =E'(O'y —v-ax),
(6.15)
1 2:(1+v) v ( )
Y —E-Txy —T-Txy oraz &, =~z o.+0,)
lub w postaci odwrotnych relacji:
E E
O-le_vz.(gx_v.gy)’ gyzl_vz'(gy_v'gx)’
o E CE-A (6.16)
T y) T T
1—
gdzie stala A mozna wyrazi¢ za pomoca liczby Poissona v w postaci: A = TV
Powyzsze zaleznos$ci mozna zapisa¢ macierzowe w nastgpujacy sposob:
. I —v 0
e=C-0 gdzie C:E- -v 1 0 (6.17)
0 0 2-(1+v)
lub odwrotnie
P 1 v O
oc=D-¢ gdzie D:C’I:I ~lv 1 0 (6.18)
-V
0 0 4

W ptaskim stanie odksztatcenia nastgpujace sktadowe sa rowne zeru:g, =y, =y, = 0, co powodu-

je, ze odpowiednie sktadowe stanu naprezenia 7, =7, = 0 oraz o, # 0. Odpowiednie zaleznosci fizyczne

przedstawiaja si¢ nastepujaco:
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e = % (0' -v-o, -V O') gz%-(ay—v-ax—\/-az),
(6.19)
2-(1+v)
}/xy = T z-)cy
oraz
Z:l-—v-ax—v-ay+az, skad o,=v-lo,+0,). (6.20)
¢ E
Podstawiajac powyzszy rezultat do wzorow (6.18), otrzymujemy ostatecznie :
gx:HTv-[(l+v)-0'x—v-0'yl &, = Lty [1+v o, V- ol
(6.21)
2-(1+v)
yxy = T.Txy
lub odwracajac zalezno$ci
E E
= (1 e —y- = A e —p-
7o Wre el e sy e el
(6.22)
T (trw) T

W zapisie macierzowym macierze analogiczne do tych, ktére wystgpuja we wzorach (6.16) i (6.17),

maja teraz nastepujaca postac:

| 1-v —-v 0
c=—Yl_v 1-v 0
E
0 0 2
oraz (6.23)
1—-v 1% 0
D=C" £ l-v 0
(R TY N IR 8

6.2. Elementy trojkatne ptaskiego stanu naprezen i odksztatcen

6.2.1. Trojweziowy element o stalych odksztalceniach

Jednym z pierwszych elementéw shuzacych do opisu dwuwymiarowego kontinuum jest element troj-
katny o stalych odksztatceniach, w literaturze znany pod skroétowa nazwa CST (Constant Strain Triangle). W
elemencie tym wyrdznia si¢ trzy wezly (wierzchotki trojkata), ktore maja po dwa translacyjne stopnie swo-
body. Przemieszczenie dowolnego punktu elementu opisane jest w uktadzie x0y za pomoca dwoch sktad-

Alma Mater
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owych u i v. Kolejne przemieszczenia wgztowe oznaczono przez d, do d, , odpowiadaja one stopniom

swobody oznaczonym na rysunku 6.3. Wektor przemieszczen d , opisujacy deformacje elementu, sktada sie
zatem z nastgpujacych sktadowych:

T T
d=d,, d,, d,, d,, d,, d,|"=[u, v, uy, vy, uy, v,]". (6.24)
Przyjmijmy funkcje opisujace wielko$ci przemieszczen u i v w postaci liniowo zaleznej od x i
U=c +c, x+cy y, v=c,+cs-x+cg-y. (6.25)
. . . . . . . , T .
W postaci macierzowej zatozona aproksymacj¢ zmian wektora przemieszczen u = [u, v] mozna
wyrazi¢ jako:

u=g-c, (6.26)

gdzie ¢ jest wektorem stalych c;, jak dotad nieznanych, za$ tak zwana macierz geometryczna g ma postac:

I x » 00 0 627
%0 0 0 1 x | 627)

Rys. 6.3. Trojweztowy element trojkatny i definicja stopni swobody

Podstawiajac warunki brzegowe, to znaczy przyrownujac przemieszczenia # i v odpowiednio do
przemieszczen weztow w punktach i, j, k otrzymujemy macierz / :

I x, y 0 0 0
0 0 0 I x5 vy
R S R TR
= = ) 6.28
%0 0 0 1 x oy (6.28)
11 % vy, 0 0 0
00 0 I x |
ktora spelnia nastgpujace rownanie macierzowe:
d=h-c. (6.29)
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r : ;. . . . . -1,
Z réwnania tego wyznaczymy wartosci stalych ¢, przez znalezienie macierzy odwrotnej h™:

X Ve =% 0 X Vi =X Vi 0 XY =XV 0
YV ji 0 Yy 0 — Yy 0
P ik 0 Y 0 Xy 0
2 Ay 0 X Vi = XY 0 XXy 0 xy,-xy| (630
y/k O ykt 0 _y,/
| X 0 X, 0 X |
gdzie
I x
2- Ay, =| podwojone pole pow.trdj. |=det|1 x, y, |=x; -y, —X; ;> (6.31)
L x »
Xg =X =X Vg =Vi = Vi
Macierz funkcji ksztattu N ma wigc postaé:
N = N O N, O N, O 63
ET o N, 0 0N, 0 N (6.32)
gdzie odpowiednie funkcje wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:
N, = 1 '(x_/yk XY T Y XXy 'y)>
2-4
ijk
1
Ny =S8y =Xy = x4 3, 9) (633)

ijk

1
N, :2-A '(xiyj_xjyi_yij'x"'xij'y)

ijk

Zalezno$¢ miedzy przemieszczeniami weztow d a odksztalceniami elementu otrzymamy przez za-
dziatanie znanym operatorem r6zniczkowym L na macierz funkcji ksztattu N . Otrzymamy wowczas

0
ox

5 Lol 0 =y 0 -y 0

B=L-N=| 0 —|-N= 0 X, 0 X 0 X |
Ox 2-A4. ! /
ik _ _ —
bl 0 X ik Yie X Y Xy Vi
| Oy Ox |
e=B-d (6.34)
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Wida¢, ze cztony macierzy B nie zaleza od polozenia x i y i s stale w obszarze calego elementu.
Temu wtasnie faktowi element ten zawdzigcza swoja nazwe. Oznacza to, ze skladowe odksztatcen sa state
dla catego elementu, a tym samym na granicy mi¢dzy elementami nie jest zachowany warunek réwnos$ci od-
ksztalcen. Odksztatcenia zmieniaja si¢ skokowo, zblizajac si¢ jednak do stanu "prawdziwego" w miarg
zageszezania siatki podziatu analizowanej przestrzeni dwuwymiarowe;.

Zaktadajac, ze mamy do czynienia z materialem izotropowym, mozemy zapisa¢ réwnanie konstytu-

tywne dla ptaskiego stanu naprezen i (lub) odksztatcen, uzywajac operatora D(O' = D-g) w nastepujacej

postaci:
e v O
E
D=———:v ¢ 0], (6.35)
(1 + v)- e,
0 e
gdzie przyjete stale e, wynosza odpowiednio:
- dla ptaskiego stanu naprezen
)
e =1 e =1-v, e, =5 (6.36)
- dla ptaskiego stanu odksztatcen
)
e =1-v, e,=1-2v, e =—>. (6.37)

2
W koncu dokonujac znanego juz nam catkowania, otrzymujemy wyrazy macierzy sztywnosci elemen-
tu wyrazone w przyjetym uktadzie wspotrzednych x0y w nastgpujacej postaci:

ijk

K:'[BT-D-B-dV:BT-D-B-A
V

gdzie przez ¢ oznaczono grubo$¢ elementu, za$ macierze K, i K, zawieraja wyrazy wywodzace si¢ odpo-
wiednio tylko z odksztalcen normalnych i §cinajacych:

_ ) _
e VXV eVidp  TVXaVu  eViVp VXV
2
“VXa ik X ji “VYVuiXp XXy  TVYiXp o eXpXy
2
_ eVl  TVVuiXi € Vi V>Vt  ViYu  TVX Vi
K, =e, 2 >
VXY XXy o TV VX € Xk —VYiXu o eXXy
2
il —VYViXi €V —VYiXy € —VX,V;
2
LTV XY XXy TV XY eXpXy TV, ex
o ’ (6.39)
X ik “XaVi o XpXpx T XpVe o XpXp T ViXa
2
XV Yk X Ve YudVix T XVa ViV
2
_ XXk — XYk Xki = X Vi XX — ViX
K,=e,- 2
“XaVe ViV T *uVu Vi XV TV Vi
2
XpXje — — XV XgXa T X Vi Xjj — X Vi
2
LT Yi%e VY T ViXko TV Ve TXVy Yi
W powyzszych wzorach przyjeto oznaczenia:
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E-t
44, -(1+v)-e,

e, = oraz e;=e, =e¢;. (6.40)

Zagadnienie wyznaczania odpowiednich sit wezlowych dla tego elementu pozostawiamy Czytelniko-
wi do samodzielnych rozwazan.

6.2.2. Szesciowezlowy element trojkatny o liniowej zmianie odksztalcen

Kolejnym elementem stuzacym do analizy ptaskich stanéw naprezen i odksztatcen jest sze§ciowgzto-
wy element trojkatny zwany w literaturze skrétowo LST (Linear Strain Triangle) zaproponowany po raz
pierwszy przez de Vaubeke. Element ten przedstawiono w lokalnym uktadzie wspotrzednych x0y na ry-

sunku 6.4. Wezly tego elementu umieszczone sa w wierzchotkach trojkata i srodkach jego bokow. Kazdy z
wezlow ma, podobnie jak w elemencie CST, po dwa stopnie swobody. Wektor przemieszczen we¢ztowych,
ma w nastepujacy sposob uporzadkowane sktadowe:

T
d=[u, wu,, uy, wu,, ug, u, Vi, Vi, Vi Vv, v, vl (6.41)
Wektor przemieszczenia dowolnego punktu elementu okreslony jest za pomoca dwoch elemen-
tow: u = [u, v]T , za$ aproksymacja kazdej ze sktadowych przyjeta jest w postaci:

U=C +Cy X+Cyy+e, X +eg X y+eg )y,
, , (6.42)
V=C+C X+ Cy Y+ X e X yte, Y.

W wielu przypadkach omowienie poszczegélnych typdéw elementow ogranicza si¢ do sformutowania
funkcji aproksymacyjnych, tj. do zdefiniowania postaci funkcji ksztaltu. Tylko dla nielicznej grupy ele-
mentow skonczonych podaje si¢ koncowe formuly na warto$ci wspotczynnikow macierzy sztywnosci ele-
mentow. NajczgSciej omawiajac poszczegdlne elementy skonczone, rozwaza si¢ wytacznie sktadowe wyste-
pujace w calce typu (6.38), wyrazone w lokalnym uktadzie wspotrzednych.

Rys. 6.4. Szescioweztowy element trojkqtny

Zwlaszcza przy wigkszej liczbie stopni swobody elementu uzasadnione jest w pelni numeryczne bu-
dowanie wyrazow macierzy sztywnosci, jak rowniez ich transformacja do globalnego uktadu. Znajac ogélne

zasady calkowania wyrazenia B’ -D-B oraz zasady transformowania z ukladu lokalnego do globalnego,

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
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ograniczymy si¢ tylko do podania zasadniczych zatozen i wynikoéw czesciowych. Wszystkich Czytelnikow
zachgcamy do przesledzenia toku rozumowania réwniez przez samodzielne uzupetnienie brakujacych ogniw.

Wracajac do elementu LST i mowiac o odksztalceniach ¢ bedziemy wyrdzniaé ten stan w trzech punk-
tach weztowych. Wektor odksztalcen ¢ wyrazi¢ mozna jako funkcj¢ przemieszczen weztdéw w postaci:

B

0
X X u
e=leg, |= B, { }:B-d, (6.43)
v
B, B,

xy

gdzie poszczegolne wektory przedstawiaja si¢ nastepujaco:

gxl gyl ;/xyl
E. =&, |, g, =€, | Vo =| Vo2 |- (6.44)
8x3 gy3 7/xy3

Stosowne macierze B, wyrazi¢ mozna teraz jako

3V =V —VYa 4y 0 4-y,

1
B, =m' =V 3y Yy 4y, 4y 0 |,
—Vy  — V5 3y 0 4y, 4y,
(6.45)
1 3xyy Xy mXy 4 0 4-x,
By:n' —Xy 3exy —x, 4exy, 4exg, 0 |
=Xy —Xy  3-x, 0 4-x;5 4-xy

gdzie przyjeto podobne oznaczenia jak poprzednio: X, =x; —x, oraz y; =y, —y;. W tym przypadku,
mimo ze macierz sztywnos$ci elementu K ma wymiary (12x12) mozna by zada¢ sobie trud wyprowadzenia

jawnych postaci sktadowych tej macierzy. Nie uczynimy tego jednak i dalsze mozliwe przeksztalcenia zo-
stawimy zainteresowanym.

6.3. Elementy czworokatne ptaskiego stanu naprezen i odksztatcen

6.3.1. Element czworokatny biliniowy

Do rozwazania zagadnien dwuwymiarowych o regularnych prostopadtych brzegach wygodne moze
si¢ okaza¢ stosowanie elementow czworokatnych. Najprostszym elementem tego typu jest zaproponowany
przez Melosha biliniowy prostokat. W tym przypadku latwiej jest postugiwac si¢ specjalnie wprowadzonym
uktadem wspotrzednych bezwymiarowych & i 77, zdefiniowanym w taki sposob, by wspotrzedne wierz-

chotkow byty rowne zawsze 1. Element ten wraz z przyjetym uktadem wspotrzednych jest przedstawiony

na rysunku 6.5. W omawianym elemencie przyjgto cztery wezly w wierzchotkach prostokata a wektor prze-
mieszczen wezlowych w postaci:

d =[d1, dz,...,dg]Tz[ul, Vi, Uy, Vo, Us, Vi, Uy, v4]T. (6.46)

Tomasz todygowski, Witold Kakol — Metoda elementéw skoriczonych w wybranych zagadnieniach mechaniki Alma Mater
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Aproksymacja funkcji przemieszczen ma postac:

u=c t+c, S+esnte, &,

6.47
v=cstcg-Etce,nteg-&em. (647)
Macierz geometryczna g wyrazona jest tym razem w postaci:
1 n 0 0 0 O
= AR . (6.48)
0 00 O 1 & n &n
_Y
b
d, Tds d,
— 7 n=1 3 ds
X
= &=-1 £=1 §=E
o
| d1 1 m=-1 2
- d
d, d, °
p 2a )
1 2
b
¥yl byZ

Rys. 6.5 Czworokqtny element biliniowy

Podstawiajac wspotrzedne punktow weztowych do rownan (6.47), otrzymujemy uklad o$miu réwnan,
z ktoérych wyznaczymy stale, a tym samym - postaci funkcji ksztattu. Macierz 4 po podstawieniu
wspotrzednych weztow elementu jest wyrazona jako

1 -1 -1 1.0 0 0 0
00 0 0 1 -1 -1 1
gl 11 1 -1 =10 0 0 0
L_|&]_[0 0 0 0 1 -1 649
g |1 1 1 00 0 0
gl 1o o o 0o 1 1 1
1 -1 1 =10 0 0 0
00 0 0 1 -1 1 -1]

Po okresleniu macierzy h™', co moze by¢ osiagnigte w rézny sposob, z tatwoscia wyznaczymy posta-
ci macierzy funkcji ksztattu;

N=g-h'==:[N, N, N, N,]. (6.50)

SN
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gdzie poszczegdlne macierze N, skladaja sig z nastgpujacych funkcji:

N. = N0 =1,2.3.4
= o N dla i=1,2,3,4. (6.51)
N, = (1-8)-(1-n)
Ny =5 (1+6)-0-1)
| (6.52)
Ny = (1+8)-(1+7),
N, =5 (1=8)-(+),

Aby wyznaczy¢ odksztatcenia, musimy zrozniczkowa¢ funkcje ksztattu N, wzglgdem zmiennych x i

y . Poniewaz funkcje te sa wyrazone w postaci zaleznej od zmiennych bezwymiarowych & i 17 wiec zasto-
sujemy w tym miejscu reguly rézniczkowania funkcji ztozone;j:

6_005,0 on_1

ox o0& Oox oOn ox a

0_006, 0 on_1 0
5 .

(6.53)
oy o day on dy b on
Operator rozniczkowy L wyraza sie wiec w postaci:
9 19
0x a o0&
1
L=| 0 i = 0 —i. (6.54)
ox b on
9 9| |10 108
0y Ox| |bonp adl|

Mozemy juz teraz wyznaczy¢ postaé macierzy B =L-N, ktora po wykonaniu przepisanych dziatan
Wynosi:

~b(1-7) 0 b(1-7) 0 b(l+n) 0  —b(l+n) 0
B=| 0 —a(1-¢) 0 —a(1+&) 0 a(l+¢) 0 al-&) | (6.55)
—a(l=¢) -b(1-n) -a(l+&) bl-n) a(+&) bl+n) a(l-¢) -b(+n)

lub tez kroce;j :
B=[B,, B,, B,, B, (6.56)

gdzie poszczegdlne macierze B, przedstawimy w postaci:
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N, ©
B,=| 0 N, |, dai=123/4. (6.57)
N[,y Ni,x
VL N A
T 0x a 0& a v 6.58)
y AN LN 1
Y9y b on b "

Pamietajac, ze macierz konstytutywna [ moze by¢ symbolicznie przedstawiona jako

Dll D21 O
D=|D, D, 0 |, (6.59)
0 0 D,

mozna juz bez trudu obliczy¢ posta¢ macierzy sztywnosci elementu.

Zastanowmy si¢ jeszcze nad sposobem sprowadzenia do wezlow obciazen wystepujacych na krawedzi
elementu, tak jak to przedstawiono na rysunku 6.5. Wektor sktadowych obciazenia, zmieniajacy si¢ liniowo
wzdtuz krawedzi, wyrazony jest w nastgpujacej postaci (obciazenie dziata w kierunku lokalnej osi #7):

b=|butby E)byz ~b,)
2 2

(6.60)

W wyniku catkowania wzdhuz brzegu 17 =—1 otrzymujemy:

+1 b b b
pr:IgT.b,a.d§=a'|:0> 0. 0,0, by1+by2’ %’ _(y1+by2 e (6.61)
|

Mnozac p,,., przez macierz h™" otrzymujemy koficowe wyrazenia na wielkosci sit weztowych, wyni-
kajace z obciazenia brzegu elementu prostokatnego na krawedzi 17 = —1 obciazeniem roztozonym liniowo w
nastgpujacej postaci:

p,,:h*f-p,m:%-[o, 2-b,+b,, 0, b,+b,, 0, 0, 0, 0]. (6.62)

Sprobujmy wyrazi¢, w jaki sposob w weztach uwidoczni si¢ efekt dziatania sit grawitacyjnych w kie-
runku ujemnego zwrotu osi y . W tym przypadku sity masowe wynosza:

b=l0, -g,l. (6.63)

Calkowanie po objgtosci (przez ¢ oznaczono grubo$¢ elementu) prowadzi do nastepujacej relacji:
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+1+1
pu=abt-[[g"b-dédn=a-b-t-f0, 0, 0, 0, 45, 0, 0, 0] (6.64)
-1-1
oraz
py=h"p,=-abtb,-0, 1, 0 1 0, 1 0, 1]. (6.65)
Efekt dziatania statej temperatury AT moze by¢ opisany za pomoca wektora poczatkowych odksztat-
cen:

& =la,, a,, 0]-AT, (6.66)

gdzie przez o, oznaczono odpowiednio wspotczynniki rozszerzalnosci cieplnej w kierunkach osi x 1 y.
Catkowanie po objetosci wedtug poprzednio prezentowanych zasad daje:

+1+1
pr=abt-[[B -D-g dédn=4-t-AT-[0, d,, 0, 0, 0, 0, d,, 0]. (6.67)

—1-1
Wprowadzono tu nastgpujace oznaczenia:

d, =b‘(D11 -a,+ Dy, ‘052);
d, :b'(Dlz ‘a,+D,, -0(2).
koncowym otrzymujemy:

pr=h"-p.=t-AT-[-d,, -d,, d,, —-d,, d,, d,, —d, d,] (6.68)

Zauwazmy na koniec, ze wektor ten opisuje wylacznie sytuacje ptaskiego stanu naprezenia. Stosowne
wyprowadzenie podobnych formut dla ptaskiego stanu odksztalcen pozostawiamy dociekliwemu Czytelni-
kowi.

Na koniec uwag o tym elemencie przesledzmy jeszcze sity weztowe, wywolane wstgpnym

rownomiernie roztozonym odksztalceniem $cinajacym y,. Wektor opisujacy odksztalcenia jest wowczas

sformutowany nastepujaco:
g =10, 0, 7,]. (6.69)

a odpowiednie sity weztowe catkowite i roztozone na wezty wynosza:

+1+1
Po=a-bt-[[B'-D-g,dédn=4-1-Dy-y,-[0, 0, a, 0, 0, b, 0, 0] 670
—1-1 .

Do=h""po.=tDy7, -[—a, -b, —a, b, a, b, a, —b}
6.3.2. Elementy czworokatne sktadane z elementéw tréjkatnych

Istnieja r6zne mozliwosci generowania macierzy sztywnosci elementéw czworokatnych przez ich
sktadanie z elementow prostszych, na przyktad trojkatnych CST. Elementy takie sa powszechnie stosowane
w programach analizy MES w zagadnieniach dwuwymiarowych. Chcemy w tym miejscu wspomnie¢ tylko o
dwoch mozliwo$ciach budowania macierzy sztywnosci z dwoch badz czterech elementow trojkatnych.
Zasadg tworzenia elementow ilustruje schematycznie rysunek 6.6.

Obszar czworokata ABCD moze by¢ podzielony na dwa trojkaty 71 i 72 w dwojaki sposob, co po-
kazano na rysunku 6.6. Kazdemu z tych podzialdéw odpowiada mozliwo$¢ okreslenia macierzy sztywnosSci
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K, . Oczywiscie kazda z tych macierzy jest inna. Koncepcja budowania macierzy sztywnosci zaklada pewne

usrednienie. Proces ten ilustruja nastgpujace wzory:

K, =K, +K,, dai=12. (6.71)

gdzie i oznacza numer podzialu czworokata na trojkaty, i dalej

K, = % [k +K ). (6.72)

Rys. 6.6. Elementy czworokqtne tworzone z elementow trojkaqtnych

Zadanie:

Prosze wyprowadzi¢ wyrazenie na posta¢ macierzy sztywnosci dla pojedynczego prostokata o bokach
a i b, otrzymane ze zlozenia z dwoch trojkatow CST. Wynik prosze¢ poréwna¢ z wynikiem elementu
czworokatnego biliniowego.

Obszar czworokata B,B,B,B, podzielony jest na cztery trojkaty, przy czym dodatkowo wprowa-
dzono wezet srodkowy A. Z tatwoscia zbudujemy macierz sztywno$ci czworokata piecioweztowego
opierajac si¢ na macierzach trojkatow. Chcemy jednak postugiwaé si¢ wylacznie stopniami swobody
zwiazanymi z zewngtrznymi weztami. Dokonujemy procesu tzw. kondensacji statycznej w taki sposob,
by wyeliminowa¢ stopnie swobody zwiazane z weztem wewngtrznym A4 . Zapiszmy macierz sztywnosci
tego elementu, dokonujac jej podzialu na podmacierze zwigzane tylko z weztami zewngtrznymi (B,) iz

weztem wewnetrznym (A4) w postaci:
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|:KAA KAB:|‘|:dA}:|:pA:| 6.73)
Ky Kpg | |dg Ps
gdzie macierze K ,, i K,,; sa oczywiscie symetryczne, za$ K ,, = K, AT , CO zapewnia symetri¢ macierzy

sztywnosci elementu. Zapisane rbwnanie macierzowe mozemy teraz rozbi¢ na dwa rOwnania macierzowe
W postaci:

K, d,+K,;-d;=p,,

(6.74)
Ky, d +Kyp-dy=pg.

Mnozac lewostronnie pierwsze z rownan (6.74) przez K , Afl i obliczajac d, po podstawieniu do drugiego
réwnania otrzymujemy:

K, K, (p,—K,;5-ds)+K,p-dy=p, (6.75)
i dalej
- 1
(KBB — Ky K,y 1 K 45 )'dB =ps—Kp, K,y Py (6.76)
lub krocej
Ky dy=py . (6.77)

W ten sposob otrzymaliSmy macierz sztywnosci elementu czworokatnego, ktora zalezy tylko od
stopni swobody zwiazanych z jego wierzchotkami.

6.4. Wyjasnienia koncowe i podsumowanie

Na koniec tego rozdzialu podsumujmy w zwarty sposob tok postgpowania przyjety przy definiowaniu
macierzy sztywnosci, uogélnionych sil odpowiadajacych uogoélnionym przemieszczeniom oraz uogélnionych
sztywnosci elementow skonczonych dla zagadnien dwuwymiarowych. Najwazniejsze kroki proponowanego
algorytmu to:

1. zalozenie funkcji aproksymujacych przemieszczenia

u=g-c,

2. podstawienie warunkéw brzegowych i wyznaczenie statych

d=h-c,gdzie h:[gl.] dla i=1,...,n, oraz det h#0
c=h'-d,

3. okreslenie funkcji ksztattu
u=g-h"'-d=N-d,
4. zdefiniowanie odksztalcen
e=L-u=L-N-d=B-d,

5. wyznaczenie sktadowych macierzy sztywnosci K i wektora p
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K=[B"-D-B-dV oraz K-d=[B"-D-B-dV-d=p.
4 4

Niekiedy przy zatozonych funkcjach g i ustalonych stalych ¢ pomocne jest przy definiowaniu sit p

i macierzy sztywno$ci K sformutowanie opierajace si¢ na pojeciach uogdlnionych sit, przemieszczen i
sztywnosci. Przytoczmy na tg okolicznos$¢ kilka prostych przeksztatcen:

K,d:J'(L.g.h-l)T.D.(L.g-h‘l)-dV-dzp,
Vv

K-d=[(8.-n") DB -1")av-d=p.
Vv

gdzie
B.=L-g

i dalej
K-d=h"[B'-D-B,-dV-h"-d=p,
4

h'" K, -c=p.
Mnozac obie strony przez A’ , otrzymujemy:
Kc.czpc’ gdZie pc:hT.p;
przez p oznaczyliSmy uogdlnione sily odpowiadajace uogolnionym przemieszczeniom c (stale ze wzorow
aproksymacyjnych), zas przez K - macierz uogélnionej sztywnosci.
Zadania
1. Wyprowadz wzory na postacie macierzy sztywnosci czterowgzlowego elementu kwadratowego
korzystajac z podzialu na elementy trojkatne typu CST. W koniecznym przypadku zastosuj
kondensacje statyczna. Otrzymane wyniki porownaj ze soba i macierza sztywnosci elementu
czworokatnego o liniowych funkcjach ksztattu.
2. Uléz program MES na analizg ptaskich standéw, stosujac elementy CST. Jawna posta¢ maci-

erzy sztywnosci tych elementow w lokalnym uktadzie wspotrzednych jest podana w skryp-
cie.
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