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9. € A
WYBRANE ZAGADNIENIA DYNAMIKI KONSTRUKCJI

W rozdziale 5 wyprowadziliSmy rownanie rownowagi statycznej dla ciala analizowanego metoda
elementow skonczonych. Roéwnanie to mozna réwniez zinterpretowac jako rOwnanie ruchu ciala,
zapisane w pewnej chwili t przy pominigciu sit bezwladnosci. Prawa strona tego réwnania moze
bowiem zaleze¢ od czasu i moze by¢ ustalona dla tej chwili. Przemieszczenia uktadu zaleze¢ beda
wowczas takze od czasu. Dla wigkszo$ci przypadkow, w ktorych zachodzi potrzeba uwzglednienia obci-
azen zmiennych w czasie, konieczne jest uwzglednienie sit bezwladno$ci w rownaniach réwnowagi.
Otrzymujemy wowczas problem dynamiczny. Ponizej sformutujemy problem dynamiki ciat sprezystych,
dyskretyzowanych elementami skonczonymi. Wykorzystujac zasad¢ d'Alamberta, w réwnaniu
rownowagi statycznej uwzglednia sig sity bezwladnosci jako czg$¢ sit masowych. Jezeli przyspieszenia
elementow bgda aproksymowane w ten sam sposob co przemieszczenia elementéw, wowczas wektor
sit zewnetrznych mozemy zmodyfikowa¢ do postaci

RB = ZJ.NZ[feb _peNed‘edVe]’ (91)

gdzie w wektorze sit masowych f nie uwzglgdniono sit bezwladnosci. Wektor d, jest wektorem przyspie-
szen punktow weztowych elementu e, za$ p. jest ggstoscig masy elementu. Rownanie rownowagi dyna-
micznej zapiszemy zatem w postaci

Md + Kd =R, 9.2)

gdzie R i d sa wektorami zaleznymi od czasu. Macierz mas M ma postac:

M = ijeNjNedVe, (9.3)
ey

Macierz M w postaci (9.3) nosi nazwe macierzy konsystentnej (z macierza sztywnos$ci K, ponie-
waz dla obu macierzy przyjeto te same funkcje ksztattu). Zauwazmy, ze tak sformulowana macierz mas
elementu jest w ogolnosci macierza petna. W obliczeniach konstrukcji inzynierskich stosuje si¢ czgsto
uproszczong posta¢ macierzy mas, tzw. macierz niekonsystentna, ktéra otrzymuje si¢ z modelu dyna-
micznego w postaci mas skoncentrowanych w weztach elementow. Istotnym uproszczeniem tego pode;j-
Scia jest fakt, Zze otrzymywane niekonsystentne macierze mas maja strukturg diagonalna, co znakomicie
upraszcza rozwiazanie rOwnania ruchu.

Zaktadajac, ze p jest stale, mozna konsystentna macierz mas dla elementu belkowego obliczy¢,
korzystajac z zaleznosci (9.3):

1 22L 54 -13L

L 417 13L =317
m=.[pNTNdx=p—L 9.3"
0 420 sym. 156 —=22L
417

Macierz niekonsystentng otrzyma¢ mozna przyjmujac, ze masa belki skupiona jest po polowie w jej
wezlach. Otrzymujemy wtedy:
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1 0 0 0

pL L’/12 0 0

:7 sym. 1 0
L}/12

m 9.3%)

Powrdéémy jednak do réwnania ruchu. W konstrukcjach rzeczywistych w czasie drgan nastgpuje
rozpraszanie (dysypacja) energii. Zjawisko to uwzglednia si¢ w réwnaniu ruchu przez wprowadzenie sit
zaleznych od predkosci ruchu, tzw. sit thumienia. Uwzgledniajac te sily ponownie w wektorze sit maso-
wych, otrzymujemy

RB = ZINeT[f;b _peNege _KeNed]dI/es (94)

gdzie d, oznacza wektor predkosci weztow elementu e, a wspotczynnik K thumienie.
Rownanie rownowagi dynamicznej, uwzgledniajace efekt thumienia, zapiszemy teraz w postaci:

Md +Cd +Kd =R, (9.5)

gdzie C jest macierza tlumienia uktadu. Macierz ta mozna zapisa¢ formalnie w postaci:
_ T
C=Y [« N/Ndv,. ©.6)
ey

Macierz thumienia przyjmowana jest zazwyczaj w postaci tzw. thumienia proporcjonalnego:
C=aM+a,K, 9.7)

gdzie wspolczynniki ¢, 1 «, sa wyznaczane na podstawie udziatu poszczegolnych postaci drgan wia-

snych.

Zauwazmy analogi¢ rownania (9.5) do znanego nam z kursu mechaniki technicznej rownania ru-
chu o jednym stopniu swobody (mx’' + ex’ + kx = r). Jezeli roGwnanie (9.5) ma opisywac okreslony
problem brzegowo-poczatkowy, to nalezy je oczywiscie rozpatrywaé¢ z warunkami poczatkowymi:

d(t0) = d (9.8)

Z matematycznego punktu widzenia macierzowe réwnanie (9.5) reprezentuje uktad »n sprzezonych ze
soba liniowych rownan rozniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego ze statymi wspotczynnikami. Rozwia-
zanie tego uktadu (tzn. znalezienie n funkcji-sktadowych wektora uogolnionych przemieszczen uktadu)
otrzyma¢ mozna stosujac standardowe podejscie rozwiazywania rownan rozniczkowych ze statymi wspot-
czynnikami. Rozwigzanie to mozna stosunkowo latwo otrzymac, gdy liczba rownan jest mata, tzn. gdy ma-
my do czynienia z niewielka liczba stopni swobody. W zagadnieniach inzynierskich wymiary macierzy, wy-
stegpujacych w rownaniu (9.5) sa jednak duze (czgsto wigksze od 1000). Dlatego tez celowe jest stosowanie
takich metod rozwiazania, ktére wykorzystywalyby pewne cechy tych macierzy (ich symetri¢, pasmowosc),
pozwalajac jednoczesnie na uproszczenie rozwigzania.

Metody rozwiazywania uktadu réwnan rézniczkowych o postaci (9.5) mozna podzieli¢ na dwie zasad-
nicze grupy: metody catkowania bezposredniego i metode superpozycji modalnej. Jak pokazemy nizej obie
te metody sa sobie bliskie, a wybor jednej z nich zaleze¢ bedzie od ich numerycznej efektywnosci.
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9.1 Zagadnienia wtasne w dynamice konstrukcji

Rozpatrzmy obecnie problem tzw. drgan wlasnych ukladu bez thumienia, opisany nastepujacym ukta-
dem réwnan:

Md +Kd =0, (9.9)
Zatozmy rozwiazanie uktadu rownan (9.9) w postaci:
d(t) = ¢sin(t —10), (9.10)

gdzie macierz @ sklada si¢ z n wektoréw zwanych postaciami drgan wilasnych, a @ jest czgstoscia drgan
wlasnych (w jednostkach: rad/s). Podstawiajac powyzsze do réwnania (9.9), otrzymujemy:

(K-w’M )¢ =0, (9.11)
lub
K¢=w’M¢ (9.12)
Roéwnanie (9.11) lub (9.12) definiuje tzw. uogdlniony problem wtasny. Rownanie to ma n rozwiazan rzeczywi-
stych w postaci par: wartos¢ wlasna-wektor wlasny: (co;2 ,D;) (wz2 ,D>) ...(a),,2 ,®,), gdzie przez @; oznaczo-
no-ty wektor wiasny, tj. i-ta kolumng macierzy @
Omowimy teraz podstawowe wlasnosci wartosci i wektorow wilasnych, wystepujacych w rownaniu
(9.11), ktore okaza¢ si¢ moga przydatne przy ich poszukiwaniu.

1. Kazda z warto$ci wtasnych i kazdy wektor wlasny spetnia rownanie (9.11) lub (9.12):
K¢, =’ Mg, (9.13)
Roéwnanie to jest spelnione rowniez przez wektor a®; (o jest stata r6zna od zera), poniewaz
K(ag,)=o]M(ag,) 9.14)

Mowimy zatem, ze wektor wlasny jest zdefiniowany tylko przez jego kierunek w n-wymiarowej przestrzeni.
Wymaga si¢ ponadto, by byt spelniony warunek

¢ Mg, =1 (9.15)

1

Warunek ten ogranicza dlugo$¢ wektora @;. Zalezno$¢ (9.15) oznacza spelienie tzw. warunku M-
ortonormalnosci wektorow wilasnych, bowiem zachodzi

¢Mp; =5, 9.16)

gdzie J;; jest symbolem Kroneckera (przyjmuje warto$¢l, gdy i=j, i rowna zeru w pozostatych przypad-
kach). Warunek (9.16) wynika bezposrednio z ortogonalno$ci wektoréw wlasnych standardowego proble-
mu wiasnego. Zauwazmy, ze przemnazajac lewostronnie rownanie (9.13) przez wektor @,”., otrzymujemy

T _ 2T _ 2
¢, Ko, =&, Mg, =w;0,, (9.17)
Roéwnanie to obrazuje kolejna wlasnos¢ wektorow wiasnych problemu (9.11), a mianowicie ich K-
ortogonalnos¢.
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2. Wazna cecha wartosci wlasnych problemu (9.11) jest to, Ze sa one pierwiastkami rownania charaktery-
stycznego

p(w’)=det(K —w’M ) (9.18)
bowiem jednorodne rownanie (9.11) ma niezerowe rozwiazanie tylko wtedy, gdy

det(K—o!M )=0 (9.19)

Jezeli macierz (K —w; M) roztozymy na dolny i gorny tréjkat wedtug rozktadu Choleskiego, to

det(K - M )=det(L'L) =] [ 1. (9.20)
i-1
co prowadzi do warunku 7;.. = 0, tzn.
plo’) =]l =0 (9.21)
i-1

3. Wartosci wlasne sa rzeczywiste.
Zalézmy, ze @; i w;. sa warto§ciami zespolonymi, a @; oraz w;” sa z nimi sprzezone. Mozemy

zapisac

K¢ =’ Mp,, (9.22)
i przemnazajac lewostronnie przez @; " mamy:
¢ Ke, =g Mg, (9.23)
Podstawiajac do (9.22) rozwiazanie sprezone i obliczajac transpozycj¢ tego roOwnania, otrzymujemy:
¢ K=w¢"M, (9.24)
Nastepnie przemnazajac lewostronnie przez @;, mamy:
¢ K, =] Mg, (9.25)
Poniewaz lewe strony rownan (9.23) 1 (9.25) sa sobie rdwne, wigc otrzymujemy
(07 -] )¢ Mg, =0, (9.26)
czyli:

07’ = o (9.27)

wobec czego wartosci wlasne w,”, w;” musza by¢ rzeczywiste.
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9.2. Transformacja uogdlnionego problemu wiasnego do postaci standar-
dowej

Wigkszo$¢ problemow mechaniki, ktorych rozwigzanie sprowadza si¢ do rozwiazania problemu
wlasnego, prowadzi do standardowego problemu witasnego lub moze by¢ do niego zredukowana. W tym
miejscu chcemy pokazaé, jak ten proces mozna przeprowadzi¢ w przypadku réwnan dynamiki. Za-
znaczmy, ze wymaganie to nie jest tylko formalne, ale prowadzi do stosowania znacznie efektywniejszych
algorytmow rozwigzywania problemu, niz ma to miejsce w przypadku rozwiazywania uogolnionego pro-
blemu wlasnego. Innymi stowy problem standardowy rozwiazuje sig tatwiej i szybciej. Okazuje si¢ ponad-
to, ze wlasno$ci wartosci wlasnych i wektorow wilasnych problemu standardowego zachowuja swa waz-
no$¢ w problemie uogdlnionym, co ma istotne znaczenie z punktu widzenia mechanicznej interpretacji wy-
nikow. Biorac pod uwagg efektywno$¢ stosowanych technik obliczeniowych, bedziemy starali si¢ zacho-
wacé wazna cechg macierzy wystepujacych w rownaniu rownowagi typu (9.11), a mianowicie ich symetrig.
Dazy¢ bedziemy do tego, by powstaty problem wtasny byt symetryczny.

Zalézmy, ze macierz mas M jest dodatnio okreslona. Niespelienie tego zalozenia wymaga prze-
prowadzenia statycznej kondensacji tych stopni swobody, ktore odpowiadaja zerowym warto$ciom wia-
snym (poréwnaj rozdz. 5). Rownanie K-@ = w’M® mozemy przetransformowa¢ do innej postaci przez
dekompozycje macierzy M :

M=LL", (9.28)

gdzie macierz L jest dolnym trojkatem otrzymanym w procesie dekompozycji Choleskiego macierzy M.
Podstawiajac powyzsze do réwnania (9.11) otrzymujemy:

Kp=aw’LL @, (9.29)

Przemnazajac obie strony przez L™ i definiujac wektor

=L, (9.30)
otrzymujemy
K¢ =w’g, (9.31)
gdzie
K=L"KLT, (9.32)

Zauwazmy, ze macierz K jest macierza symetryczna. Jezeli macierz M jest zle uwarunkowana (co prowa-
dzi¢ moze do niedoktadnej jej dekompozycji), wowczas mozemy roztozy¢ macierz sztywnosci K na ma-
cierze trojkatne. Przepisujac rownanie (9.11) w postaci

1
M¢=— K9, (9.33)
[0
otrzymamy podobnie jak wyzej
1
M¢=—9, (9.34)
0
gdzie
M=0"MLT, (9.35)
K=LL, (9.36)
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~

¢ =L"¢, (9.37)

Zwrdéémy uwage na pewne cechy przedstawionych wyzej transformacji. W przypadku, gdy ma-
cierz M jest diagonalna to macierz K ma t¢ sama szeroko$¢ potpasma co macierz K. Gdy macierz mas M
nie jest diagonalna (czyli jest konsystentna), macierz K jest w og6lnosci macierza pelna, co prowadzi do
duzego naktadu pracy przy wykonywaniu transformacji. W drugim przypadku tatwo zauwazy¢, ze po-
niewaz macierz K jest zawsze pasmowa, macierz M jest zawsze macierza pelna i transformacja jest
nieefektywna (wymagana jest duza liczba operacji). Podkreslmy jeszcze, ze efektywnos$¢ algorytmu
rozwiazywania rownania (9.11) jest bardzo istotna we wszystkich niemal zagadnieniach dynamiki kon-
strukcji, w kazdej bowiem metodzie calkowania rownania (9.5) konieczna jest znajomo$¢ czgstosci ko-
lowych i postaci drgan analizowanego uktadu.

9.3 Metody catkowania réwnan ruchu

Powr6¢my ponownie do rownania macierzowego (9.5). Réwnanie to, jak juz powiedzielismy, jest
rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu ze statymi wspdtczynnikami. Do rozwiazania tego rownania
mozna stosowac standardowe podejscie, jednak ze wzgledu na pewne wilasnosci macierzy M, C, K w
analizie ruchu ciata dyskretyzowanego elementami skonczonymi stosuje si¢ zasadniczo dwie grupy
metod: metody catkowania bezposredniego i metod¢ superpozycji modalnej. Ponizej omowimy obie te

grupy.
9.3.1 Metody catkowania bezposredniego

W metodach bezposredniego catkowania réwnanie ruchu w postaci (9.5) jest catkowane krok po
kroku. Termin "calkowanie bezposrednie" oznacza, ze rownanie to nie jest przeksztalcane do innej po-
staci (w odrdznieniu od metody superpozycji modalnej). Istota metody catkowania bezposredniego jest
zalozenie, ze roGwnanie ruchu (9.5) ma by¢ spelnione w wybranych chwilach ¢ a nie w catym przedziale
catkowania oraz zalozenie o charakterze zmienno$ci przemieszczen, predkosci 1 przyspieszen pomig-
dzy tymi chwilami.

Zatozmy zatem, ze w chwili =0 sa znane przemieszczenia d,, predkosci dy’ 1 przyspieszenia d;”’
uktadu opisanego rownaniem (9.5). Rozpatrywany przedziat czasowy (0,7) dzielimy na n rownych
przedziatow, w ktorych poszukujemy tych wielkosci, czyli dla chwili 0, A4¢, 24¢, .... ¢, t+A4¢, .... T. Zbudu-
jemy algorytm, ktéry pozwoli obliczy¢ poszukiwane wielkosci w nastepnych krokach, wykorzystujac
rozwiazanie z poprzedniego kroku. W ten sposdb otrzymamy rozwiazania we wszystkich rozpatrywa-
nych chwilach z przedziatu (0,7). Opisane wyzej podejscie zilustrujemy jedna z metod catkowania
bezposredniego, a mianowicie tzw. metoda réznic centralnych. Metoda ta nalezy do jednej z najbar-
dziej efektywnych metod tej grupy. W metodzie tej zaklada si¢ zmienno$¢ w czasie wektora przyspie-
szen w postaci

. )i
dy=—=(d_,,—2d,+d, ) (9.38)
At
a wektor predkosci w postaci
d—i(—d +d,. ) (9.39)
ZAt t—At t+At /2 .

Rozwiazanie rownania (9.5) dla chwili +4¢ otrzymamy rozpatrujac stan rOownowagi dynamicznej w
chwili ¢
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Md, +Cd, +Kd, =R, (9.40)

Podstawiajac wyrazenia na operatory roznicowe (9.38) 1 (9.39) do (9.40), otrzymujemy:

1 1
F(d’"‘" -2d,+d,, , )M+2_At(d"‘" +d, ,,)JC+Kd, =R, (9.41)
lub
L(M+LC)d =R +(i(M—K)d —(L(M—LC)d (9.42)
A 240 7Y T A AP 24 0 '

Z réwnania tego obliczamy poszukiwany stan przemieszczen w chwili t+4¢, czyli dy.4, . Zauwaz-
my, ze rozwiazanie d;.,, jest otrzymywane na podstawie rozwigzania w chwili ¢z. Metodg t¢ zalicza
si¢ zatem do metod calkowania jawnego (explicit). Zauwazmy réwniez, ze W procesie rozwiazywania
rownania (9.41) nie wymaga si¢ odwracania macierzy sztywnosci K, co jest duza zaleta. Obliczenie
wektora d wymaga uprzedniego obliczenia wektora przemieszczen w chwilach poprzednich ¢ i -4tz
Zachodzi wigc konieczno$¢ opracowania pewnej procedury startowej. Poniewaz wektory dy , dy’,
dp’’ sa znane dla chwili /=0, dlatego korzystajac z (9.38) i (9.39), mozemy wyznaczy¢ d w fikcyjnej
chwili poprzedzajacej poczatek ruchu #-A¢:

2
d_, =d,—At-d, + ATtdo (9.43)

Ponizej podano dwustopniowy algorytm catkowania réwnania ruchu metoda r6éznic centralnych.

Obliczenia wstepne

1. Obliczenie macierzy K, M, C
2. Obliczenie dy, dy’, dy’’
3. Okreslenie At i obliczenie statych:

4. Obliczenie d s, = dy - Atd,” +At-0.5-d,
5. Obliczenie M = ayM+a,C
6. Triangularyzacja macierzy M: M =LDL"

Obliczenia dla kazdego kroku

1. Obliczenie wektora obcigzenia efektywnego R
R=R ~(K-a,M)d,~(a,M ~-a,C)d,_,
3. Rozwiazanie rownania (9.41) dla chwili ¢+A4¢
L"D-L dige = Ry

3. Obliczenie wektorow predkosci i przyspieszen (o ile jest to wymagane)

dt =4, (dt—At _2dt + dt+At )’
dt = al(_dt—At + dt+At )’
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W przypadku, gdy macierz thumienia jest rtowna zeru, rGwnanie (9.41) upraszcza si¢ do postaci:

i .
?(M)dt—m = Rt (944)
gdzie
fe—R—(K—iM)d—(—LM)d (9.45)
At At '

Gdy w réownaniu (9.44) macierz mas bedzie diagonalna, wtedy rozwiazanie otrzymuje si¢, wykonu-
jac tylko przypisane wzorem (9 45) mnozenia:

i D(i Atz
dil, =R"( ) (9.46)

ii

gdzie d.."” oraz R oznaczaja i-te sktadowe wektorow d..” i R"” am;. i-ta skladowa diagonalnej ma-
cierzy mas (zalozyliSmy dodatkowo, ze m;>0). Zauwazmy réwniez, zZe poniewaz nie rozwiazujemy
w tym przypadku ukladu rownan liniowych, nie jest tez wymagana znajomos¢ globalnych macierzy
sztywnosci 1 mas. Macierze te moga by¢ okres$lone tylko na poziome elementow, a ich udziat uwzgled-
niany odpowiednio przy budowie wektora R.

Z postaci rOwnania (9.46) i powyzszej uwagi wynika, ze metoda r6znic centralnych w tym
przypadku jest bardzo efektywna. Wida¢ bowiem, ze do rozwiazania (9.46) nie jest wymagana du-
za pami¢¢ komputera (nie mamy globalnych macierzy), a rozwiazanie uzyskuje sig, wykonujac tylko
mnozenia macierzy (a nie ich triangularyzacje).

Podstawowe korzysci tej metody osiaga si¢ w przypadku, gdy macierz mas jest diagonalna i thu-
mienie ukladu mozna pomina¢. Chociaz, jak wspomnieliSmy wczesniej, diagonalna posta¢ macierzy
mas jest tylko pewnym jej przyblizeniem, to jednak na skutek bardzo prostej procedury catkowania
roOwnan ruchu w tej postaci optaca si¢ dokonywaé¢ nawet bardzo ggstego podziatu analizowanego
uktadu na elementy skonczone, by zrekompensowac przyblizona jej postac.

Wazna cecha metody roéznic centralnych jest jej zaleznos¢ od kroku catkowania A¢. Okazuje
si¢ bowiem, ze krok ten nie moze by¢ dowolnie duzy i musi spetnia¢ zalezno$¢

T
A< A, =72, (9.47)
T

gdzie 7 jest najmniejszym okresem drgan wlasnych uktadu.

Czytelnik tatwo zauwazy silne ograniczenie tej metody wynikajace z pojawienia si¢ warunku
(9.47). Okazuje sig, ze w celu okreslenia najmniejszego okresu drgan nalezy obliczy¢ najwigcksza cze-
stos$¢ drgan wiasnych, czyli rozwiaza¢ pelny problem (9.11). Metody calkowania, ktoére wymagaja
spetnienia warunku typu (9.47), nazywaja si¢ metodami warunkowo stabilnymi. Oznacza to, ze nie-
spetnienie tego warunku moze powodowac narastanie (akumulacj¢) bledow catkowania i zaokraglen
w trakcie rozwiazywania rownan ruchu.

Wisrod innych metod catkowania bezpos$redniego rownan ruchu, ktérych nie bedziemy tutaj
omawia¢, nalezy wymieni¢ metode Houbolta, Wilsona i Newmarka. Metody te naleza do metod
bezwarunkowo stabilnych (pod warunkiem przyjecia pewnych wartosci wspotczynnikow, ktore
charakteryzuja kazda z nich).

9.3.2. Metoda superpozycji modalnej

Efektywno$¢ metod catkowania bezposredniego rownan ruchu maleje, gdy liczba krokow jest
duza. Oznacza to, ze celowe jest stosowanie tych metod w przypadku analizy ruchu w stosunkowo
krotkim czasie jego trwania. Gdy czas ten jest dlugi, to celowe jest przeksztalcenie rownania (9.5)
w inng postac, dla ktorej analiza ruchu bedzie efektywniejsza. Podsumowujac powyzsze, gdy liczba
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stopni swobody uktadu jest duza i liczba krokéw jest rowniez duza, to lepiej jest przeksztatci¢ uktad
réwnan roOwnowagi do postaci wymagajacej mniejszego nakladu pracy.

Najczgsciej przeksztatcenia takiego mozna dokona¢ wykorzystujac rozwigzania problemu
drgan wlasnych

Md +Kd =0 (9.48)

Przypomnijmy, Zze rozwiazaniem réwnania macierzowego (9.48) jest n par (w;” ,D;.),
czyli macierze o postaci:

Q= , (9.49)

Poréwnujac wzory (9.15)1(9.17), widzimy, ze spelnione sa nastgpujace zaleznoSci:
P Kp=02" 1 ¢"Mp=1 (9.50)
Dokonajmy teraz transformacji rownania (9.5), stosujac podstawienie
d(t)=¢n(i) (9.51)
Otrzymamy woéwczas rOwnanie ruchu w postaci:
MgX + C¢X + KgpX =R, (9.52))
a po lewostronnym przemnozeniu przez @’ otrzymamy:
P"MGX +¢"CoX + " KpX = ¢" R (9.52,)
Biorac pod uwage (9.50). mamy ostatecznie:
X+¢"CopX +Q°X =¢"R (9.53)
Rownanie (9.52) nalezy jeszcze uzupethi¢ warunkami poczatkowymi:
X,=¢"Md,, X,=¢"Md,. (9.54)

Z rownania (9.53) wynika, ze gdy pominiemy macierz ttumienia, to otrzymamy uktad rownan rozprz¢zony
W postaci

X+02°X =¢"R, (9.55)
tj. n rownan skalarnych
. 2 _
X (t)+wix,(t)=r(t) (9.56)
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gdzie
r(t)=¢/R(t) (9.57)
Warunki poczatkowe ruchu otrzymamy z (9.54):
X, =¢/Md, — x,=¢ Md, (9.58)

Rozwiazanie rownan (9.56) mozemy uzyskac¢ w sposob przedstawiony w poprzednim rozdziale, tj. wykorzy-
stujac jedna z metod catkowania bezposredniego lub wykorzystujac tzw. catke Duhamela:

1 t
xl.(t)=—Ir[(r)sina)l.(t—r)dr+ai sinw;t+ f, coswit, (9.59)
;%

gdzie state ;. 1 f5;. wyznacza si¢ z warunkow poczatkowych (9.58). Réwnanie (9.59) rozwiazuje sig
zazwyczaj numerycznie. Aby otrzymac rozwigzanie naszego problemu wyjsciowego nalezy po rozwigzaniu
n réwnan (9.56) powrdci¢ do transformacji (9.51). W ten sposob otrzymamy ostatecznie rozwigzanie w po-
staci:

d(t) = Z¢x (1), (9.60)

Podsumowujac, w metodzie superpozycji modalnej w przypadku braku sit thtumienia nalezy najpierw
rozwiaza¢ uogodlniony problem wilasny, nastgpnie rozprzg¢zony uktad réwnan réwnowagi, a na koniec doko-
na¢ superpozycji kazdego z otrzymanych rozwigzan wedtug zaleznosci (9.60).

Dodajmy na koniec, ze w wielu przypadkach praktycznych mozemy uwzgledni¢ w (9.60) tylko kilka
pierwszych wektoréow <t>. (postaci drgan), co dalej znakomicie upraszcza powyzszy algorytm.

W przypadku analizy ruchu opisanego pelnym rownaniem (9.53), tzn. z uwzglednieniem tlumienia,
metoda superpozycji modalnej moze by¢ nadal efektywna, gdy zalozymy ttumienie proporcjonalne:

T
9, Cp, =20, .6, (9.61)
gdzie g;. jest wspotczynnikiem thumienia, a &;. symbolem Kroneckera. W ten sposob zatozyliSmy, ze
wektor wlasny (posta¢ drgan) jest rowniez C-ortogonalny i ostatecznie otrzymujemy réwnanie ruchu w
postaci:

X, (t)+2w0,806, +olx,(t)=r/(t), (9.62)

ktore rozwiazuje si¢ w podobny sposob, jak dla przypadku bez tlumienia, z tym tylko, ze catka Duhamela
ma teraz nieco inng posta¢ uwzgledniajaca efekt thumienia

I Coy(i-t) o — o - -
xl.(t):?.[rl.(r)e “ sinw,(t—t )dr+e " (o, sinwit + B, cos ot ), (9.63)
i0
gdzie
0, =w1-¢ (9.64)

1

a stale a;. 1 f;.. wyznacza si¢ z warunkow poczatkowych (9.58).
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Zadania

1. Wyprowadzi¢ wzor na wspotczynniki macierzy mas M (9.3), wykorzystujac sformulowanie
energetyczne (energi¢ kinetyczna).

2. Wyprowadzi¢ wzor na macierz mas M dla preta kratownicy ptaskie;j:
- macierz konsystentna,
- macierz niekonsystentna.

3. Rozwiaza¢ zagadnienie drgan swobodnych uktadu o postaci

o ol T

i warunkach poczatkowych @’ =d’ =0 w przedziale czasowym [0, 2T, ], gdzie T, jest naj-
mniejszym okresem drgan witasnych (przyjaé¢ At = T; /10). Wykorzysta¢ metode roznic cen-
tralnych i metodg superpozycji modalnej. Poréwna¢ wyniki z rozwigzaniem doktadnym:

S| 1N3 05273 5/3(1-cos 1)
1/N3 =273 | 24273 —(1+cosAl5t)

4. Rozwiaza¢ za pomoca catki Duhamela rownanie ruchu uktadu o jednym stopniu swobody w po-
staci:

X+w’x=Rsinpt oraz x,=0 x,=1
5. Obliczy¢ macierz transformacji @ dla problemu drgan, przedstawionego za pomoca macierzy w
zadaniu 2. Nastgpnie napisa¢ rozprzgzony ukltad rownan (9.56).
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