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5. €« A

ROWNANIA FIZYCZNE
DLA CIAL LINIOWO - SPREZYSTYCH

5.1. ZWIAZKI MIEDZY ODKSZTALCENIAMI | GLOWNYMI NAPREZENIAMI

W kazdym materiale konstrukcyjnym przy umiarkowanych warto$ciach naprezen i odksztatcen ob-
serwujemy obszar, w ktorym podczas jednoosiowego rozciagania lub $ciskania zalezno$¢ o(€) jest linio-

wa, a droga obciazenia pokrywa si¢ z droga odciazenia. Na rysunku 5.1a jest to obszar —0y <O <0 E

W obszarze tym ciato zachowuje si¢ liniowo-sprezyscie. Przyjecie liniowej zalezno$ci O(€) jest najprost-
szym przyblizeniem stosowanym do opisu zachowania si¢ konstrukcji pod obciazeniem.

b)
S

./

Rys. 5.1

Nizej przedstawimy sposob budowy zwiazkow fizycznych dla cial liniowo-sprezystych (rys. 5.1h) w
ogo6lnym przypadku tréjosiowego stanu naprezenia.

Na wstgpie przyjmiemy zatozenie polegajace na tym, ze kierunki gtéwnych naprezen i gtéwnych od-
ksztatcen si¢ pokrywaja. Na rysunku 5.2 kierunki te odpowiadaja osiom uktadu wspotrzednych x1, x, x3.

Podczas jednoosiowego rozciggania ($ciskania) odksztatcenia liniowe w kierunku dziatania sity okre-
$la prawo Hooke'a (4.5): € =0/ E, a odksztalcenia poprzeczne opisuje wzor (4.6):

W=-—0Mn

SIS

Epoprz = “€podt

Fakty te wykorzystamy do budowy zwiazkoéw fizycznych w przypadku tréjwymiarowym dla materiatu
izotropowego. Na rysunku 5.2 przedstawiono deformacj¢ elementarnego prostopadtoscianu pod wpty-

wem jednoczesnego dziatania trzech naprezen gtownych 07, 0>, 03. Kazde z tych naprezen dziatajace z
osobna powoduje odksztatcenia podtuzne (wzoér 4.5) i poprzeczne (wzor 4.6). Ostateczne wartosci od-

ksztalcen €1, & 1 & mozna uwaza¢ za sumg efektow dzialania poszczegdlnych naprezen gtownych. W ten
sposob uzyskano zwiazki fizyczne (5.1). Przy budowie wzorow (5.1) przyjeliSmy zatem zasadg gloszaca,
ze ostateczny skutek dzialania kilku przyczyn jest rowny sumie efektow dzialania kaidej 7 przyczyn.
Zasadg t¢ nazywamy zasadq superpozycji skutkow. Zasigg jej stosowania jest jednak ograniczony. Zasa-
da superpozycji obowiazuje bowiem tylko wowczas, gdy skutek jest liniowq funkcjq przyczyny (u nas:
wspotrzedna tensora odksztatcenia jest liniowa funkcja wspotrzednych tensora naprezenia).
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Réwnania (5.1), wiazace wartosci glowne tensorow odksztatcenia i naprgzenia, sa podstawowa forma
zwiazkow fizycznych. Za pomoca tych réwnan w p. 5.2 wprowadzimy ogolniejsza posta¢ rownan fizycz-
nych dla dowolnego uktadu wspotrzednych.

5.2. ROWNANIA FIZYCZNE DLA CIAL IZOTROPOWYCH

W dowolnym uktadzie osi wspotrzednych stan naprgzenia okresla 9 sktadowych oy (rys. 5.3a). Na
podstawie zasady superpozycji odksztatcenia wywotane przez te sktadowe mozna uwaza¢ za sume efek-
tow dziatania naprezen normalnych (rys. 5.3b) 1 naprezen stycznych (rys. 5.3¢), ktére z kolei sktadaja si¢
z trzech czystych Scinah w plaszczyznach (xq, x,), (x5, x3) 1 (x3, x1). Efekty dzialania napr¢zen normal-
nych sa opisane rownaniami (5.1). Dla okreslenia wplywu naprezen stycznych wystarczy analiza defor-
macji wystepujacych podczas czystego $cinania.
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Rys. 5.3

Rozwazmy dla przyktadu czyste $cinanie w ptaszczyznie (x;, x,) wywolane przez naprezenia 012 1 021.
Stan czystego $cinania odpowiada — jak wiemy — dzialaniu napr¢zen normalnych, Oy = -0y =T W
uktadzie osi xp,x, obroconym o kat 45° w stosunku do osi xp,x, (por. rys.5.4), przy czym
01y =051 =T.Osie xp,xy saosiami glownych naprgzen, dla ktorych obowiazuja wzory (5.1).
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Otrzymany wynik odpowiada odksztalceniu czysto postaciowemu w uktadzie osi x;, x, (patrz rys. 5.4),
przy czym &)1 = & = & Widzimy wigc, ze w ukladzie osi x|, x, naprezenia styczne 01 = 031 = T wywo-
tujq odksztalcenia czysto postaciowe:

1+v 1+v

b Ep =& =——T=——0)5.
(b) 12581 = z o1
Wzor (b) mozna zapisaé jeszcze inaczej:

012
c Eph=—"7"" ,
(c) 12575
gdzie:

E
= . (5.2)
2(1+v)

Wspodtczynnik G nazywamy modulem scinania, modutem odksztalcenia czysto postaciowego lub
modulem Kirchhoffa. Wzor (¢) mozna tatwo uogdlni¢ na pozostate ptaszczyzny ukladu przez zamiang
wskaznikow:

053 _ 031
(d) E3=7o B1T 5L

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania stwierdzamy, ze ogélng postaé¢ zwiqzkow fizycznych dla

izotropowych ciat liniowo-sprezystych opisuje sze$¢ nastgpujacych rownan:

1 O

&1 =—[011 ~V(0y +033)] +(ar M), g
0

2% -—[022 V(011 +033)| +ay 5 =

D (5.3)
533——[033 V(011+022)]+(0T )B
O
o012 _023
g,=—12 g,==23 g =12
127560 BTyg0 127 2G 0

W réwnaniach (5.3) uwzgledniono sktadniki wywotane zmiang temperatury. Sktadniki te — wobec przy-
jecia izotropii termicznej materialu — wystgpuja tylko przy odksztatceniach liniowych (por. wzor (4.9))
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Po rozwiazaniu uktadu rownan (5.3) ze wzgledu na naprezenia otrzymujemy druga, rOwnowazna postaé
zwiazkow fizycznych”:
1+v 0
=— 111t &n tE&33) — ar T
o1l 1Jr\}gn ( 11+ &0 +E33) %7_ T %E
— (£ + &y tE&3) — I+v ar T
0 = [+ v gzz 11+ &n t&33 5, T

== g1 +EH +E T
033 1+v§33 (11 20 t€3) - QliT %

() —2G£12’ 0>y3 —2G€23, 013 —2G813 D

(5.4)

5.3. ZMIANA OBJETOSCI

Wzgledna zmiana objetosci (dylatacja) jest suma wydtuzen wzglednych &,. Dylatacje mozemy obli-
czy¢ ze wzorow (5.3), wykorzystujac zaleznos¢ (2.13). Pominiemy przy tym wpltyw temperatury.

1 1-2v
£y =& tEp tE33 =E[(0“ +0y +033) —2U(0)) +0y +033)] = &y
lub
_31-2v) _ _ 0o
& = =00 _?0, (5.5)
gdzie K= _E (5.6)
3(1-2v)

i nosi nazwe modutu scisliwosci. Ze wzoru (5.5) widaé, ze dylatacja jest zawsze réwna zeru, gdy 1-2v =
0. Tak wigc dla materiatow niescisliwych v=1/2. WartosC ta jest najwicksza wartoscia wspotczynnika
Poissona. Dla v> 1/2 podczas wszechstronnego $ciskania objetos¢ ciala powigkszataby sig, co przeczy
faktom doswiadczalnym. Z drugiej strony minimalny wspolczynnik Poissona roéwna si¢ zeru, gdyz dla v
< 0 w probie jednoosiowego rozciagania powinnismy obserwowacé poprzeczne poszerzenie przekroju.
Wobec powyzszego stwierdzamy, ze wspotczynnik Poissona musi spelnia¢ nieréwnosci:

OSVS%. (5.7)

Na marginesie tej kwestii warto jednak dodac¢, ze z rozwazan energetycznych wynika, iz wspotczyn-
nik v moze by¢ nawet ujemny. Materialy takie juz wytworzono, ale nie spelniaja one warunku ciagtosci,
gdyz znajduja si¢ w nich stosownie uformowane szczeliny. Dodajmy, ze wspolczynnik odksztatcenia
poprzecznego w materiatach anizotropowych moze by¢ z kolei wigkszy od 1/2.

5.4. INNE POSTACIE ZWIAZKOW FIZYCZNYCH

W mechanice osrodkow ciaglych spotykamy czesto skrocony zapis rownan fizycznych” :

lub zwiazki odwrotne:
g; =2'o; +A'0,.0;, 5.9

gdzie [, A oraz ' i A' oznaczaja state Lamégo:

") Réwnania (5.4) maja sens tylko dla v# 1/2. Gdy v = 1/2, macierz odwrotna uktadu réwnan (5.3) jest osobli-
wa.
) We wzorach (5.8) i (5.9) pominieto wplyw temperatury.
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u= E =G, A= Ev = 2v G:K—EG’D

2(1+v) (1+v)(1-2v) 1-2v 3 % (5.10)
v Lo v g A 0

2E 4G E 24 2u+3) g

Z rozdzialow 1.1 2. wiemy, ze wspotrzedne aksjatorow odksztalcenia i naprezenia okresla si¢ nastgpu-
jaco:

— Sk _
e = ;. ,50) g (5.11)
Wobec tego rownania (5.5) mozna uwazaé za gwiqzki ﬁzyczne dla aksjatorow:
g 172V o) _ 1 (o)
£jj z 0y Y O'U . (5.12)

Podobne zalezno$ci mozna zbudowaé¢ dla dewiatoréw odksztatcenia i naprgzenia. W tym celu
wykorzystamy réwnania (5.9), (5.11) i (5. 12):

d) _ _ d v 1-2v _
815 )_5 5(0) E al(j)-'-al(jO) _Earrcsij_ E al'(jO)_

_1+v () g(© _I+v o(d)
— 0 +—|1+v -3v —(1 —2v = .
E [ =( )] E Ojj

Otrzymujemy stad zwiqzki fizyczne dla dewiatorow:
(d)
d) 1tV ) _ 9y
sz(j ) = lg ) = ] (5.13)
E 2G
Nalezy zwroci¢ uwage, ze izotropowy materiat sprezysty jest calkowicie okreslony przez dwie stale spre-
Zystosci,np. E1V,Ei1 G, KiG,Aipy, A1y itd.

5.5. IZOTROPIA | ANIZOTROPIA. JEDNORODNOSC
| NIEJEDNORODNOSC

We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach zatozyliSmy male odksztalcenia oraz izotropie mate-
riatu, oznaczajaca, ze jego wlasnosci mechaniczne sa takie same we wszystkich kierunkach. Zatozenie
izotropii materialu pozwolito przyjaé, ze kierunki gtdéwnych naprezen i gtownych odksztatcen pokrywaja
sie.

N

=t [ O ¥
S
1. W A
Rys. 5.5

Niektore materiaty konstrukcyjne nie wykazuja jednak wiasnosci izotropii. Dotyczy to np. drewna, w
ktorym wydtuzenia w kierunku witokien sa przy tej samej sile mniejsze niz w kierunku prostopadlym do
wlokien (por. rys. 5.5). Materialy, ktorych wlasnos$ci zaleza od kierunku, nazywamy amnizotropowymi.
Najogolniejsza posta¢ zwiazkow fizycznych, obejmujaca wszystkie mozliwe przypadki anizotropii spre-
zystej (w tym rowniez izotropig), jest nastgpujaca:
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0; = Eygyy (.. k1=1,2,3) (5.14)
lub

& = Cjxi O » (5.15)

gdzie Ejj; oraz Cjjy sa tzw. tensorami spregystosci. Pierwszy z nich mozna traktowac jako tensor sztyw-
nosci, drugi za$ jako tensor podatnosci sprezystej. Liczba wspolrzednych (wspotczynnikoéw) tensorow
sprezystosci Ejjgy lub Cyjg wynosi 81, tworza one bowiem tensory czwartego rzgdu (34 = 81). Obszerne
omoéwienie tensorow sprezystosci ciat anizotropowych zawiera wydany niedawno przez Wydawnictwo
Politechniki Poznanskiej podrecznik Litewki [27].

Po wykorzystaniu symetrii tensorow &;; i 0j; oraz pewnych zalezno$ci energetycznych liczba niezalez-
nych wspotczynnikow sprezystosci w tym ogolnym przypadku wynosi 21, podczas gdy dla ciata izotro-
powego sa dwa (E,V) takie wspotczynniki (wspodtezynniki G, K, i, A, A’, i’ mozna wyrazié przez E i V).
Dla przyktadu podamy rozwinigta posta¢ rownan (5.14) w zapisie inzynierskim:

011 =b1&11 +h1p€x +h13633 +h4&p thys&3 thegs O
022 = by1811 +D2&p +br3E33 +hos&1n +Dys8i3 +526523E
033 = b3 €11 +b3n€p) +h33833 Th3u€p +hys5€p thigEyz U
O1p =by1811 +Dgp€xp +by3633 thya€y +hys€3 sz
013 = bs1€11 +bsy€y) +bs3833 +bs4€5 + bss€y3 +bsgErz U
023 =bg1€11 +ber€22 +be3E33 +hea€12 +hes€ls +hee€r3

(5.14a)

Funkcje wspotczynnikow Ejjp; petnia tutaj wspotezynniki by (r, s = 1, 2, 3, 4, 5, 6), wykazujace wlasnos¢
symetrii b,; = bg. Liczba niezaleznych wspolczynnikow sprezystosci b, wynosi 18, bo od 21
(6+5+4+3+2+1=21)nalezy odja¢ 3 katy okreslajace przestrzenna orientacj¢ badanej probki.

Konkretne warto$ci wspotczynnikéw b, zaleza od przyjetego uktadu wspdtrzednych w danym punk-
cie. Cialo izotropowe charakteryzuje si¢ tym, ze wspolczynniki przyjmuja zawsze te same wartosci w
kazdym uktadzie wspotrzednych. Wymaganie to spowoduje zerowanie si¢ wigkszosci wspotczynnikow, a

macierz b, przyjmuje postac:

A+2u A A 0 0 00
O 0
oA A+t A 0 0 0g
[b]_g A A A+2u, 0 0 0%
"o 0 0 u 0 0f
0o 0 0 0 u ot
0 0
g 0 0 0 0 0 uf

gdzie [ 1 A oznaczaja state Lamego. Omowiona wyzej cecha charakterystyczna ciat izotropowych stanowi
o tym, ze tylko w tych ciatach kierunki gtéwnych naprezen zawsze pokrywaja si¢ z kierunkami gléownych
odksztalcen.

Duza rolg w technice odgrywajq tzw. materialy ortotropowe. Materialy te wykazuja 3 wzajemnie pro-
stopadle osie symetrii dwukrotnej. Rownania fizyczne zwigzane z tymi osiami maja postac:
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011 =b11€11 +Db12&xp *+by3833, O

022 =by1&11 +Db&p +Dr3833.
033 =b31&11 D326 +h33€33,0

_ 0 (5.16)
012 =bas€12, a
013 = bss5€13, E
023 = bes€r3- 0

Przyktadem materiatu anizotropowego jest drewno. Osie dwukrotnej symetrii w wybranych punktach
pnia zobrazowano na rys. 5.6. Osie symetrii zmieniaja swe kierunki zgodnie z krzywoliniowym (cylin-
drycznym) przebiegiem warstw przyrostow rocznych (stojow). Dlatego mowimy, ze drewno charaktery-
zuje si¢ anizotropia krzywoliniowa lub bardziej szczegotowo: ortotropiq cylindryczng. W ciele ortotro-
powym pokrywanie si¢ kierunkow naprezen i odksztatcen zachodzi tylko w tych przypadkach, gdy kie-
runki gtdwnych odksztatcen pokrywaja si¢ z osiami ortotropii.

Rys. 5.7

Omowimy jeszcze pojgcia jednorodnosci i niejednorodnosci materiatu. Cialem jednorodnym nazy-
wamy takie cialo, ktorego wspolczynniki materialowe (np. gesto$¢, wspolrzedne tensora sprezystosci,
wspotczynniki przewodnosci cieplnej) nie zaleza od potozenia badanego punktu. Wszystkie inne ciata
nazywamy niejednorodnymi. Przyktadem osrodka niejednorodnego moze by¢ podtoze gruntowe, w kto-
rym np. modutl $cisliwosci partii potozonych ptytko bedzie mniejszy niz partii potozonych na duzych
glebokosciach.

W celu lepszego zrozumienia poj¢é anizotropii i niejednorodnosci wyobrazmy sobie ptaska ptytke, dla
ktérej w dwoch roéznych punktach 4 i B wyznaczamy modut sprezystosci £ (rys. 5.7). W obu punktach
okreslamy modut £ dla réznych kierunkow dziatania sity. Otrzymane wyniki zestawiamy na rys. 5.8.
Warto$¢ modutu £ dla kazdego kierunku wyznacza dhugo$¢ odcinka nachylonego pod danym katem i
taczacego srodek uktadu lezacy w badanym punkcie z konturem wykresu. Na rysunku 5.8 przedstawiono
4 warianty rezultatow badan.

Jesli wykresy E(¢) w punktach 4 i B sa takie same (przystajace), to materiat jest jednorodny (przy-
padki a i b), w przeciwnym razie — niejednorodny (przypadki c i d). Jesli wykres E(¢) jest kotem, to zna-
czy ze modut sprezystosci jest niezalezny od kierunku i wobec tego materiat jest izotropowy (przypadki a
ic). Przypadki b i d dotycza ciat anizotropowych.
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Punkt //A// Materiat : Punkt /’B/l

a} izotropowy i jednorodny

E\(PFEL©)
% ?
k EA(O) Ky

b) anizotropowy i jednorodny

R
N

¢) izotropowy i niejednorodny

E, () # E,(0)
A A
EB(~P)¢ Eg(0
P N4

Eg(P)=E, (@)

EA(@) \E JO#E\

d) anizotropowy i niejednorodny
Rys. 5.8

Drewno mozemy uwaza¢ za material anizotropowy i jednorodny. Wykresy E(¢@) sa przystajace, ale ob-
rocone wzgledem siebie zgodnie z kierunkami osi symetrii anizotropii krzywoliniowej w poszczegdlnych
punktach (rys. 5.9).

Jerm

Rys. 5.9

5.6. ZESTAWIENIE ROWNAN TEORII SPREZYSTOSCI

Przy rozwiazywaniu konkretnych zadan powierzchni¢ rozwazanego ciata S mozemy podzieli¢ na dwie

, . . . . e . . . * . .
czgsel Sy 1S, . Na powierzchni S, sa dane gestosci sit powierzchniowych p; , a na powierzchni S, sa
. . * . yq - ;. .
znane przemieszczenia u; . Warunki okre$lajace wartosci p; na S, oraz u; na S, nazywamy warunkami

brzegowymi. Poznalismy do tej pory:
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r . re . r . *
— Réwnania réiniczkowe réwnowagi (3)”

(a) O-jl"j"'Gi:pl;il', i:1,2,3 dlaXDV,
warunki brzegowe
* .

(b) Gjianpl-, l:1,2,3 dlaxDSp;

— Rownania geometryczne (6)

_1 _

(c) 81-1-—5(141"]""”]"1'), i=1,2,3 dlax0V,
warunki brzegowe
) W =u;, i=1,2,3 dlax08S,;

— Rownania fizyczne (6)

anizotropia: 0; = Eijklgkla i,j,k,0=1,2,3,

e
© izotropia: 0, =2Hg; +)\£kk5ij, i,j,k,0=1,2,3.

W nawiasach podano liczbg réwnan. Lacznie mamy 15 rownan (3 + 6 + 6), co odpowiada liczbie nie-
wiadomych funkcji, tzn. 3 sktadowe wektora przemieszczenia + 6 sktadowych tensora odksztalcenia + 6
sktadowych tensora naprezenia (tensory odksztalcenia i naprgzenia sa symetryczne) = 15 niewiadomych.
Symetria tensora odksztalcenia wynika ze wzorow (c), a symetria tensora naprg¢zenia wynika z rownan
roéwnowagi momentow elementu ciata.

Z rownan teorii sprezystosci wynika sze$S¢ rownan nierozdzielnosci odksztalcen (por. np. wzory
(2.12a) lub (2.12b)):

" €ikn€jimEklom =05 1, j, k.l ,mn = 1,2 3.

Rozrozniamy dwie ogdlne grupy metod rozwiazania problemu teorii sprezysto$ci: w przemieszcze-
niach i w naprezeniach. W réwnaniach przemieszczeniowych jako niewiadome wystepuja trzy sktadowe
funkcje wektora przemieszczenia u;, uy oraz uy. Odpowiednie trzy réwnania budujemy na podstawie

roéwnan rozniczkowych réwnowagi (a). Podstawiamy do nich réwnania fizyczne (e), w ktorych odksztal-
cenia sa wyrazone przez przemieszczenia wedlug zwigzkow geometrycznych (c). W efekcie dla zadan
statyki ciat jednorodnych otrzymujemy #rzy réwnania przemieszczeniowe Naviera:
. . 1 ..
anizotropia:  — E;p(uy i Y uy 1) + G; = pii;
B ikl \"k [j 1,kj i i (5.17)
iZOtrOpia: Uul-’jj + (/\ +“)“j,ji + Gi =piii .

W réwnaniach naprezeniowych wystepuje sze$¢ niewiadomych skladowych tensora naprezenia.
Odpowiednie rownania budujemy z rownan nierozdzielno$ci odksztalcen (f) po uwzglednieniu w nich
réownan fizycznych (e) i rownan rézniczkowych rownowagi (a). W przypadku izotropii po pominigciu
efektow dynamicznych otrzymujemy szes¢ rownan napreieniowych Beltramiego-Michella:

1 v .
Ojj ik *——— Ok jj =G ; +G; ;) ———0;Gy 15 1,j,k=123. (5.18)
1+v 1-v
Do rownan roézniczkowych (5.17) 1 (5.18) nalezy dotaczy¢ stosowne warunki brzegowe.
Jezeli naprgzenia sg znane, to funkcje przemieszczen mozna wyznaczy¢, podstawiajac do rownan fi-
zycznych rownania geometryczne. W efekcie otrzymujemy nastgpujace rownania rézniczkowe:
. . . —_ _1
anizotropia :u, , tu;, =2E ju0y,
o (5.19)
izotropia: u, ; +u;, = 2(2;1'01]. + /\'Gkkdj)
Réwnania (5.19) nie znajduja bezposredniego zastosowania w teorii sprezystosci, jednak maja one swoje
odpowiedniki w mechanice elementow pretowych (por. czgs¢ druga).

Y W przypadkach dynamicznych sily objetosciowe nalezy rozumieé jako roznice G; — pii; , gdzie

u; = 0%u/ d t* oznacza wspolrzedne wektora przyspieszenia, a p gesto$¢ materialu. Skladnik —pii; oznacza wige
gestose sit d’Alemberta.
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5.7. PRZYKLADY

Przyktad 1

Cienka sprezysta ptytka jest w jednorodnym stanie naprezenia. Wymiary plytki
i wartosci sit wypadkowych obciazajacych jej krawedzie objasnia rys. 5.10. Wyznaczy¢ kierunki gtowne i
wartoéci glowne tensora odksztalcenia, jesli wiadomo, Zze material ptytki jest izotropowy i liniowo-
sprezysty, a stale sprezystosci sa nastepujace:

E=200 GPa, V=

Rozwiazanie

Jezeli stan naprezen jest jednorodny, to sity obciazajace musza by¢ rownomiernie roztozone na kra-
wedziach plytki. Odpowiednie skladowe stanu naprezenia w nawiazaniu do uktadu wspoétrzednych x;, x,
zaznaczonego na rys. 5.11 wynosza:

4,8
0]} = ———— =240 MN/m?,
1,0000,02
01y =0y =—————— =150 MN/m?,
1277207 00m,02
Opy = ——>2 =160 MN/m?.
1,00[0,02
Pozostale sktadowe sa rowne zeru. Stan naprezenia jest opisany przez macierz G:
240 150 00O
o=gd50 -160 0MN/m’].
H O 0 OH
13,2MN
—— & 3MN
48 MN 3MN
4,8 MN
3MN
MY mn : 1/8’26T ]
, 100m | .
\
Rys. 5.10 Rys. 5.11

Kierunki glowne i wartoéci odksztalcen glownych mozna wyznaczy¢ dwoma sposobami. Pierwszy z
nich polega na tym, Ze najpierw obliczamy odksztalcenia na podstawie zwiazkow fizycznych (5.3), a
potem wartosci i kierunki odksztatcen gtoéwnych. W drugim sposobie wykorzystuje si¢ fakt, ze kierunki
naprezen gtownych i odksztatcen glownych w ciele izotropowym pokrywaja si¢. Wobec tego mozna naj-
pierw wyznaczy¢ napr¢zenia i kierunki napre¢zen gtownych, a pdzniej odpowiednie wartosci odksztatcen
gléwnych na podstawie rownan fizycznych. Zastosujemy tu drugi sposob obliczenia.

Na podstawie wzoréow (1.28) mamy:

0;=0, 0y = 240;160 +\/§40'§'160)g +150% =40 +250 =290 MN / m?,

0, =40-250 = 210 MN/ m”.
Kierunki gtéwne obliczamy ze wzoru (1.30):

tg2¢, =

2050 _
240 - (~160)

b b
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o) ]
3652 =18°26'.

skad = %arctg( 0,75) =

Poniewaz 011> 027, kat ¢ jest zawarty migdzy osig x| a 0sia naprezenia 0j.
Odksztatcenia gléwne sa okreslone przez wzory (5.3):

g =20 L 51040)=0,0018 =18 %,
200000 3200000
210 1
g = - - (290 +0) = ~0,00153 = —1,53 %o,
200000 3200000
1
£3= ————(290 - 210) = ~0,00013 = 0,13 %.
3200000

Uzyskany rezultat wskazuje, ze plaskiemu stanowi naprezenia odpowiada tréjwymiarowy stan
odksztalcenia. Odksztalcenie €3 okre§la zmiang grubosci ptytki.

Przykiad 2
Pomiary odksztalcen drugiej tawy betonowej wykazaty, ze:
£11=-—0,100%, &9>=0,024%, &33=0,

a katy odksztalcenia postaciowego sa rowne zeru (rys. 5.12). Obliczy¢ najwigksze naprg¢zenie styczne,
jesli E =21 000 MN/m2 oraz v=1/6.

-

R b

Rys. 5.12

Rozwiazanie

Z warunkoéw zadania wynika, ze osie x1, X3, X3 sa gldwnymi osiami odksztatcenia, a stan odksztatcenia
jest jednorodny. Wartosci naprezen gldwnych obliczymy bezposrednio z rownan (5.4):
_ 21000
all - 1
1+-—
6

0y = 2100 10,0004 + (0,001 +0,00024)= 0.9 MN /e,
2 T 6-2 H

1+=

[E— 0,001 + ﬁ (—0,001+0,00024) E= -21,4 MN/ m’ ,

03y = 21000 [@H 612 (~0,001 +0,00024) Ez 34 MN/m’.

1+

Uporzadkowane naprezenia gtéwne wynosza:
07 =09 MN/m?, oy =34 MN/m?, oy =214 MN/m?.

Maksymalne naprezenie styczne:
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Tmax = 2

1 1
—(o1 -om) = 0.9 -(214)] =115 MN/m?.

Naprezenia te dziataja na ptaszczyznach prostopadlych do ptaszczyzny xi, x;, nachylonych pod katem

45° w stosunku do osi x1, xp. Warto zwroci¢ uwage, ze macierzy

&, 0 00

€= SO & 0%

B 0 0F
opisujacej ptaski stan odksztatcenia, odpowiada macierz

@, 0 00O
ngo (o)) 0%

HO 0 o33f

obrazujaca trojosiowy stan naprg¢zenia. Dodamy jeszcze, ze plaski stan odksztalcenia wystepuje wlasnie w
dhugich tawach Iub murach oporowych, w ktoérych obciazenie nie zmienia si¢ wzdhuz osi x; . Duzy wy-
miar tawy w tym kierunku uniemozliwia swobodne odksztalcenie (&; = 0), co sprawia, Ze pojawiaja si¢

naprezenia Ozz.
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