Czesé 2 10. DZIALANIE MOMENTU ZGINAJACEGO 1

10. € N>
DZIALANIE MOMENTU ZGINAJACEGO

10.1. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE
10.1.1. Kinematyka. Hipoteza ptaskich przekrojow

Rozwazymy czyste zginanie jednorodnego preta pryzmatycznego wywotane przez moment zginajacy

My (por. rys. 10.1a). Majac na uwadze zasadg de Saint-Venanta, rozwazania ograniczymy do przekrojow
dostatecznie oddalonych od koncow preta i pominiemy ewentualne zaburzenia wynikajace ze sposobu
realizacji obciazen. Pod wptywem momentu zginajacego (wektor Mg lezy w plaszezyznie przekroju)
cze$¢ wlokien preta jest Sciskana, a pozostata czg$¢ rozciagana. Widkna $ciskane ulegaja skroceniu, a
rozciagane wydtuzeniu. Granicg obu czesci preta stanowi pewna powierzchnia utworzona z tzw. widkien
obojetnych, ktorych odksztalcenia liniowe (wydluzenia lub skrocenia wzgledne) sa rowne zeru. Na
rys. 10.1a przedstawiono rozwazany pret w konfiguracji poczatkowe;.

Efektem kinematycznym dziatania momentu My jest wygigcie preta. Wyniki eksperymentow pozwala-
ja stwierdzi¢, ze przekroj ptaski i prostopadly do widkien preta w konfiguracji pierwotnej (przed od-
ksztalceniem) pozostaje nadal ptaski i prostopadly do wygictych wiokien preta w konfiguracji aktualnej
(po odksztalceniu). Stwierdzenie to jest trescia tzw. hipotezy ptaskich przekrojéw. Hipoteze te, majaca
podstawowe znaczenie w teorii zginania pretow, po raz pierwszy postawit Bernoulli w 1694 roku. Liczne
badania do§wiadczalne elementéw zginanych potwierdzily jej stuszno$¢ w calym obszarze odksztalcen,
zaré6wno sprezystym jak i niesprezystym, az do zniszczenia preta.

Blizsze obserwacje wykazuja, ze przekré] a—a w procesie deformacji zmienia swoj ksztatt, ulega
przemieszczeniu, obraca si¢ o kat ¢ i przyjmuje po odksztatceniu potozenie a'-a' (rys. 10.15). Poniewaz
rozwazany pret jest jednorodny i pryzmatyczny, wigc osie obrotu kazdego dowolnie obranego przekroju
sa do siebie rownolegte. Tak wigc w konfiguracji aktualnej kazde widkno przekroju jest ptaska krzywa
rownolegla do tzw. ptaszczyzny zginania. Plaszczyzna ta tworzy z wektorem momentu pewien kat 17 (rys.
10.1a).

Wybierzemy w konfiguracji poczatkowej dowolny punkt materialny A, nalezacy do wtdkna obojgtne-
go (rys. 10.1a). W konfiguracji aktualnej rozwazane wtokno jest wygigte i punkt 4 zajmuje polozenie a.
Rysunek 10.1c¢ ilustruje wygigcie tego wtokna w ptaszczyznie rownoleglej do ptaszczyzny zginania oraz
oba polozenia wybranego punktu materialnego. Poniewaz dtugos¢ wtokna obojgtnego nie zmienia sig,
wigc po odksztatceniu cigciwa bd jest krotsza od odcinka BD = /.

Wytnijmy myslowo element belki o pierwotnej dtugosci dX, ograniczony dwoma ptaskimi przekroja-
mi (rys. 10.2a). Po odksztalceniu przekroje te wyznaczaja w plaszczyznie zginania $rodek krzywizny
preta, przy czym odcinek widkna obojgtnego nie zmienia swej dlugosci (ds = dx). Wynika stad, ze po-
wierzchnia oboj¢tna w konfiguracji aktualnej jest powierzchnia walcowa i przecina si¢ z plaszczyzna
przekroju preta wzdtuz pewnej prostej, zwanej osia obojetna.
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Rys. 10.1

Os$ oboje¢tna jest zawsze prostopadia do plaszczyzny zginania. Ilustracja konfiguracji aktualnej jest
rys. 10.2b. Z rysunku tego wnioskujemy, ze podczas czystego zginania wygigte widkna preta tworza tuki
kotowe, ktorych wspoélny srodek lezy w punkcie C. Rozwazmy odksztatcenie pewnego wtokna przecho-
dzacego przez punkt G przekroju preta. W konfiguracji aktualnej widkno to zajmuje potozenie g (por.
rys. 10.2a, b), a jego dlugo$¢ wynosi ds + Ads. Z podobienstwa wycinkéw kota wynika, ze

ds+Ads:r+e'

(@) ” P
skad
Ads ¢
b ===
®) ds r

Lewa strona rownania (b) przedstawia odksztatcenie liniowe &, a e’ — odlegtos¢ badanego widkna od osi
obojetnej. Po uwzglednieniu, ze krzywizna powierzchni obojetnej K =1/r, otrzymujemy podstawowy
zwiazek kinematyczny teorii zginania, obowiazujacy w konfiguracji aktualnej:
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£ =kKlé"

(10.1)

Odksztalcenia &, rosna wigc proporcjonalnie do odlegtosci od osi obojgtnej. Funkcja (10.1) w obszarze
przekroju preta przedstawia pewna plaszczyzng (tzw. ptaszczyzng odksztatcen). Ogoélne rownanie tej
plaszczyzny w dowolnym lokalnym uktadzie osi srodkowych (v, z), zwiazanym z konfiguracja aktualna,

mozna zapisa¢ nastepujaco (por. rys. 10.2b):

& (¥,2) =ag tayy tayz,

gdzie ag, a1, ap 0znaczaja pewne stale.
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Rys. 10.2

(10.1a)

Hipoteza ptaskich przekrojow zapisana w postaci (10.1a) stuzy do wyznaczania napre¢zen normalnych
w ogolnym przypadku zginania pretow sprezystych i niesprezystych. Wzor (10.1a) jest stuszny rowniez
dla duzych przemieszczen i duzych odksztatcen; obowiazuje np. dla materiatow gumopodobnych. Trzeba

jednak pamigtac, ze potozenie osi obojetnej, okres§lone rownaniem &(y, z) = 0, zalezy w istotny sposob od

przyjetego prawa fizycznego.

bl [Pt
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Najczesciej przyjmujemy, ze przemieszczenia i odksztalcenia sa bardzo mate. Wowczas rozroznianie
konfiguracji poczatkowej i aktualnej nie jest konieczne, a dalsze istotne konsekwencje takiego zatozenia
sa nastgpujace:

— zmiany ksztattu i wymiardéw przekroju w procesie odksztalcenia sa pomijalnie mate,

— osie obojetne w obu konfiguracjach sa liniami prostymi i pokrywaja sig,

—odlegtosc e’ = e,

— dhugosc¢ cigciwy odksztatconej linii obojetnej bd wedtug rys. 10.1¢ jest w przyblizeniu rowna dhu-
gosci preta BD, a wektor przemieszczenia punktu A4 jest prostopadly do nieodksztatlconych widkien
preta (rys. 10.3a),

— katy obrotu przekrojow sa bardzo male (sing = tang = ¢), a sktadowa przemieszczenia punktu G

rownolegta do osi preta wynosi (rys. 10.35):

u=—-e-¢. (10.2)

Wyznaczenie przemieszczen preta zginanego omowimy w p. 10.1.4.

10.1.2. Obliczanie naprezen w pretach liniowo-sprezystych

Przyjmijmy, ze liniowo-sprezysty pret pryzmatyczny o dowolnym przekroju jest poddany czystemu
zginaniu momentem My o skfadowych M), i M;, przy czym osie y i z sa dowolnymi osiami Srodkowymi
(por. rys. 10.4). Zgodnie ze wzorami (8.1) sktadowe M,, i M, definiuje sig nastgpujaco:

def
M, = J'Ux(y,z)D:dA, (10.3)
A

def
M, = —Iax(y,z)tydA. (10.4)
A

Rys. 10.4

Ze wzordéw (10.3) i (10.4) nie wynika prawo rozktadu naprezen normalnych w obrebie przekroju preta.
Mozemy jedynie wykorzysta¢ fakt, ze sita normalna N, ktéra rowniez zalezy od naprezen, jest rowna
zeru:
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N:Iax(y,z) [dA =0. (10.5)
A

Wzory (10.3) + (10.5) obowiazuja w konfiguracji aktualnej, a catkowanie nalezy prowadzi¢ w obszarze
A, oznaczajacym zdeformowany przekrdj preta. W dalszym ciagu zatozymy, ze odksztalcenia i prze-
mieszczenia sa bardzo mate, co pozwala przyjac, ze obszar A odpowiada pierwotnemu przekrojowi preta
(przed odksztatceniem).

Do okreslenia funkcji oy (y, z) wykorzystamy hipotezg Bernoulliego. Jezeli stan naprgzenia podczas
zginania opisuje macierz G:

w, 0 00
c=g0 0 05 (10.6)

Ho 0 oF

to ze zwiazkoéw fizycznych dla ciata liniowo-sprezystego otrzymujemy, ze 0y = E Oy = E& . Z budowy
wzoru (10.1a), zawierajacego matematyczna tres¢ hipotezy plaskich przekrojow, wynika wigc nastepuja-
ca postac funkcji gy (,2):

(c) Ox(y,2)=by +b, iy +b, 3,

gdzie by, by, by oznaczaja pewne stale. Po podstawieniu zaleznosci (¢) do wzorow (10.3) — (10.5)
otrzymujemy liniowy uktad réwnan na obliczenie statych bg, b1, by:

by Isz +by I yzdA +b, J'zsz =M,,
A

(d) ~by I ydA —b, I y2dA —b, J'zydA =M,
A A A

bOL'dA +b1£ydA +b2£sz =0.

Poniewaz osie y, z sa osiami $rodkowymi, wiec momenty statyczne™)

S, =J’ydA=Sy =Isz =0.
A

Pozostale catki oznaczaja momenty bezwtadnosci przekroju i pole przekroju 4. Z réwnania (d); wynika
zatem, ze bg = 0. Z kolei state b1 1 b» mozna okresli¢ z pozostatych dwéch réwnan uktadu (d):

bl‘]yz +b2Jy =M,,

(e) _
by (=J;) +by(=J);) =M,
skad
by :_Mnyz+A/[22Jy
0 JyJ =5
by = M,J, + MZszZ ‘
JyJ. =I5,

Po podstawieniu warto$ci statych by i b do réwnania (¢) otrzymujemy poszukiwane wyrazenie na Oy

O, 2):

*) Momenty statyczne i momenty bezwladnosci zdefiniowano w dodatku.
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My MoJy o My T+ M,

2 2
Jyd, =T, Jyd, =T,

o,(y,z)=- (10.7)

Jest to 0gdlny wzor na naprezenie normalne wywotane momentem zginajacym o sktadowych M), i M; w
uktadzie dowolnych osi srodkowych.

Zaleznos$¢ (10.7) uprosci si¢ znacznie, jezeli osie y i z beda gtownymi osiami bezwtadnosci. Wowczas
moment dewiacyjny J,; = 0, a naprezenia 0Oy (y, z) okreslamy ze wzoru:

o,(y,z)= (10.7a)

- J

y

Jesli przyjmiemy, ze Oy (y, z) = 0, to otrzymamy réwnanie prostej. Wzdtuz tej linii naprezenia i od-
ksztalcenia sa rowne zeru. Réwnanie: 0y (y, z) = 0 jest wigc rownaniem osi obojetnej, dzielacej przekroj
na czes$¢ Sciskang i rozciagana. Dla dowolnego uktadu osi y, z na podstawie wzoru (10.7) otrzymujemy:

M,J,. +M.J,
z= ’ 3. (10.8)
M, J +M.J,,

Roéwnania (10.7) 1 (10.8) ilustruje rys. 10.4. Na rysunku 10.5 pokazano, ze naprezenie obliczone wedlug
wzoru (10.7a), zgodnie z zasada superpozycji, jest suma efektow dziatania momentow M, i M.

ol

y=Yg My |,

6—9~-——
Mz
Z=ng
Rys. 10.5

Jezeli osie y, z sa gtdwnymi osiami bezwladnosci (J; = 0), to rOwnanie osi obojgtnej upraszcza sig do
postaci:

M,J,

M,J,

Z réwnan (10.8) wynika, ze podczas zginania pretow sprezystych o$ obojetna przechodzi zawsze przez

srodek cigzkos$ci przekroju. Trzeba podkreslic, ze o$ obojgtna w ogolnosci nie pokrywa si¢ z kierunkiem

z =

(10.8q)

wypadkowego momentu zginajacego My (rys.10.4). Linie te pokrywaja sig tylko w tych przekrojach, w
ktorych oba gtéwne momenty bezwtadnosci sa takie same (np. przekrdj kotowy, kwadratowy). Ten waz-
ny wniosek wynika bezposrednio ze wzoru (10.8a).

Na rysunku 10.4 widzimy, ze jednakowe naprg¢zenia normalne wystgpuja w punktach lezacych na
liniach réwnoleglych do osi obojgtnej, a ekstremalne naprgzenia normalne wystgpuja we wioknach naj-
bardziej oddalonych od osi obojgtne;j.

Najczgsciej mamy do czynienia z przypadkami, w ktorych wystgpuje tylko jedna wspotrzedna mo-
mentu zginajacego. Przyjmijmy wige, ze [Mg[l=M, # 0, a M; = 0. Wowczas naprezenia Oy (v, z)
w uktadzie osi gtdéwnych wyraza wzor:
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My
o,(y,z)=0,(z)=——13, (10.9)
Jy
a 0§ obojgtna pokrywa sig z kierunkiem wektora Mg (por. rys. 10.4).

Ekstremalne napr¢zenia normalne obliczamy z zaleznoSci:

o= oo ="M (10.9a)

wy s
gdzie M = M), a Wy = Jy/z4 1 jest tzw. wskaznikiem wytrzymatosci wiokien dolnych, za$ Wy = Jy/zg 1 jest
wskaznikiem wytrzymatosci wiokien gornych. Przez z; i zg 0znaczono odpowiednio odlegtosci dolnych i
gornych widkien od osi obojetnej (por. rys. 10.6). We wzorach (10.9) zwrot wektora momentu zginajace-

go M = M, pokrywa sig ze znakiem osi y.

y=Ygt

Rys. 10.6

Wymiarowanie na podstawie warunku wytrzymato$ciowego polega na przyjeciu takiego przekroju
preta, by byta spetniona nierownos$¢é:
Oted = |Ux| < adop'

Jezeli przyjmiemy, ze wartoS¢ Ogop nie zalezy od znaku naprezenia Oy (jest tak na przykiad

w konstrukcjach stalowych), a wskaznik wytrzymatosci oznaczymy przez W = min (W4, W), to warunek
wytrzymatosciowy przy uwzglednieniu zalezno$ci (10.9) ma postac:

M
(o =ugadop, (10.10)
w
skad wskaznik wytrzymato$ci przekroju
M
W2zWain = | | . (10.11)
adop

Na podstawie tej zaleznosci mozna obra¢ przekroj preta o odpowiednio duzym wskazniku wytrzymato$ci.
Bardzo przydatne sa tutaj tablice do projektowania konstrukeji (np. Boguckiego i Zyburtowicza [5]), za-
wierajace wartosci wskaznikow wytrzymatosci dla najczesciej stosowanych przekrojow.

Jesli wystgpuja obie sktadowe momentu zginajacego w uktadzie gldéwnych osi bezwitadnosci y, z, to
warunek projektowania jest bardziej ztozony. Najczgstsze sa przekroje, w ktorych warunek wytrzymato-
Sciowy upraszcza si¢ do postaci (rys. 10.7a):
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M| M

g, =1
x Wy W,

<Ogop - (10.12)

i przyjecie odpowiedniego przekroju przebiega zazwyczaj w kilku probach.

W innych przypadkach (np. rys. 10.7b) obliczanie wartosci naprezen ekstremalnych nie jest szablonowe i
wymaga dodatkowej analizy.

a) b)
A B B
(___,_,_,_) ! |
AMy, ] -
My
VM
Lr z A
I 1 JC

5m0x=GD Gmax=GC
Gmin=c-3A 6min=min(6A;GB)
Rys. 10.7

10.1.3. Obliczanie odksztatcen w pretach liniowo-sprezystych

Wyznaczenie stanu odksztalcenia dla znanego juz stanu napre¢zenia nie nastrecza zadnych trudnosci.
Ze zwiazkéw fizycznych dla materiatu liniowo-sprezystego otrzymujemy

0 a[s
O VMM, MM, e
Y E EH J,g-J? Jod, - J> 0 (10.13)
yYz vz y/z vz 0 :
£, =&, = —VE,. E

Wobec zatozenia plaskich przekrojow odksztalcenia katowe znikaja a tensor odksztatcenia obrazuje ma-
cierz €:

&, O 0 O

_u 0

g=0 -ve, 0 (10.14)
HO 0 -veH
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10.1.4. Wyznaczanie przemieszczen preta liniowo-sprezystego.
Roéwnanie rézniczkowe linii ugiecia

Rozwazymy szczegotowo zagadnienie liniowe, w ktorym mozna stosowac zasadg superpozycji. Za-
gadnienie to wystgpuje wowczas, gdy poza hipoteza ptaskich przekrojow przyjmuje si¢ dodatkowo, ze
materiat preta jest liniowo-sprezysty, a przemieszczenia i odksztalcenia sa bardzo mate.

W wyznaczaniu przemieszczen sprawa najwazniejsza jest okre§lenie sktadowej prostopadtej do osi
preta, czyli tzw. ugieé osi cigzkoscei belki. Z punktu 10.1.2 wiemy, Ze o$ obojgtna przechodzi zawsze
przez srodek cigzkosci przekroju, a z punktu 10.1.1 wynika, ze krzywizng powierzchni obojgtnej mierzo-
na w plaszczyznie zginania wyraza si¢ nastgpujaco (por. wzor (10.1)):

(10.15)
W
\\
Rys. 10.8
Wykorzystujac fakt, ze &, = 0/F, otrzymujemy:
g
K =—. (10.15a)
Ee

Dla dowolnych osi srodkowych y, z naprezenia g, okresla wzor (10.7). Z rysunku 10.8 wynika, ze:

ElMy = Mg cos/g,
EMZ = Mg sinn,,
0 = —esinn,
%= ecosl]y.

gdzie ng jest katem zawartym migdzy wektorem M, 1 0sia y, a 1o oznacza kat migdzy osia obojgtna i osia
¥, przy czym stosownie do wzoru (10.8)

(@

_ M,J,, +M.J, _ Jy,cosng +J,sinn, '

z
y M, J +M.J, J cosng+J, sinn,

(h) tghy =
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Po uwzglednieniu wzorow (g) we wzorze (10.7) i podstawieniu otrzymanego rezultatu do zaleznosSci
(10.15a) otrzymujemy nastgpujacy podstawowy zwiazek migdzy krzywizna k£ i momentem zginajacym
My:
_ M, [ . . . ]
K —m sinf), (/. cost), +J, sinn, ) +cosr,(J, cosn, +J _sinn, )| (10.16)
z%y zy

Jezeli osie y i z sa glownymi Srodkowymi osiami bezwiadnosci (Jy; = 0), to zaleznos¢ (10.16) upraszcza

si¢ do postaci:

M . .
K= EJ;]Z (J, sinn,sinn, +J_cosn,cosn,). (10.16a)

Wzér (10.16a) uprosci sig znacznie, gdy wektor momentu Mg pokrywa sig z jedna z gtdwnych osi bez-

wiadnosci. Jezeli na przyklad Mg = M, (M; = 0), to g = 0, stad na podstawie wzoru (%) 1o = 0. Oznacza
to, ze 0§ oboje¢tna jest wspotliniowa z kierunkiem wektora momentu, a ptaszczyzna zginania jest prosto-
padta do tego wektora. Wowczas zaleznos¢ (10.16a) przyjmuje postaé:

M
K=K, =—2". (10.17)
EJ,
Zaleznosci (10.16) i (10.16a) nie znajduja na ogo6t zastosowania praktycznego z uwagi na dos¢ ztozona
postac i brak prostej interpretacji fizycznej. Wad tych nie wykazuje wzor (10.17), majacy podstawowe
znaczenie w teorii zginania. Wynika z niego, ze krzywizna jest wprost proporcjonalna do momentu zgina-

jacego, a odwrotnie proporcjonalna do iloczynu EJ,, zwanego sztywnosciq zginania przekroju. W przy-
padku tzw. dwukierunkowego (ukosnego) zginania, gdy wystepuja obie sktadowe momentu zginajacego

My, 1 M, zamiast korzysta¢ ze wzoru (10.16a) stosuje sig zasadg superpozycji. Krzywizng &, wyznacza sig

ze wzoru (10.17), a krzywizng k, ze wzoru (10.17a)":

K. =—= (10.17a).

Rys. 10.9
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Przejdziemy obecnie do szczegdlowej analizy wzoru (10.17), sluzacego do wyznaczenia tzw. linii
ugigceia, czyli przemieszczen punktéw osi cigzkosci preta w ptaszezyznie zginania. Rozwazymy przypa-
dek przedstawiony na rys. 10.9, przy czym dla uproszczenia zapisu przyjmiemy, ze My = M), = M, a J), =
J. Plaszczyzna zginania pokrywa si¢ z ptaszczyzna xz, a lini¢ ugigcia opisuje funkcja:
wo(x) = w(x,0,0). Na podstawie rys. 10.9¢ mozemy napisac:

1 _d¢
i K =K=—=-X,
® ’ r o ds
przy czym
2
() ds=y1+wy [dx.
Poniewaz
wb - =tgd lub ¢ =arctgw6,
dx
wiec
_ . WS . " d2w0
k) d¢ = d(arctgwy) =— [dix, gdzie wy = 5
1+wy dx

Po podstawieniu zaleznosci () i (k) do wzoru (7) otrzymujemy:
Wy
K = = A Aa/A
(1 + W02 )3/ 2

Jest to doktadny wzor na dowolnie duza krzywizng krzywej wo(x). Podstawienie wzoru (10.18) do zalez-
nosci (10.17) daje nastgpujace nieliniowe rownanie rozniczkowe linii ugigcia:

(10.18)

"

o |_[M]

|2 '

(10.19)

Moduly we wzorze (10.19) sa konieczne, dopdki nie ustalimy zgodnosci znakow lewej 1 prawej strony.
Roéwnanie (10.19) jest stuszne dla matych odksztatcen (zmiany wymiarow przekroju sa pomijalnie mate),
ale dowolnie duzych przemieszczen. Jezeli przyjmiemy, ze katy obrotu sa bardzo mate, to

¢ = arctgwb = wb oraz \ll+w£)2 =1L

Woéwczas linig ugigcia okreslamy z liniowego rownania rézniczkowego:

=1
EJ

Zanalizujemy jeszcze znaki wielkos$ci wa i M. Zazwyczaj przyjmuje si¢, ze dodatni moment rozciaga

(10.19q)

dolne wiokna preta; zwrot momentu M = M, jest wigc dodatni i prawa strona rownania (10.19a) jest
wigksza od zera, bo E£J > 0. Znak lewej strony ustalimy wedtug rys. 10.10. Na rysunku 10.10a o$ wq jest
skierowana w dot i dodatniemu momentowi odpowiada ujemna wartos¢ drugiej pochodne;j w'(') . Przeciwny

znak otrzymujemy, gdy o$ wy jest skierowana w gorg. Wobec tego rownanie rézniczkowe linii ugigcia ma
postac:

— dla osi wq skierowanej w dot (rys. 10.10a)
EJwy=-M, (10.20)

"

przy czym K =-w,
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— dla osi wq skierowanej w gorg (rys. 10.105).

EJwy =M, (10.20a)
przy czym K = w('; .
a) b) yw,
M M
- M0 . M0

@

x|
R

X

W, Wo
) w, <0 ® w, >0
X X
w, . .
EJw!'=-M EJw'=M

Rys. 10.10

Zastosujemy obecnie rownanie (10.20) do obliczenia linii ugigcia preta poddanego czystemu zginaniu
(rys. 10.9). Poniewaz EJ = const i M = const, wigc

EJwy = —Mx +C
2
oraz EJwy = —M% +Cix +C,.

State C1 i C» wyznaczymy z nastgpujacych warunkow brzegowych:

Wo(O) =0, stqd C2 =0,

wo(l) =0, stad C = MTI 00

Wobec tego linia ugigcia jest parabola II stopnia o rownaniu:

0) wo(x) = %ax -x?).
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Najwigksze ugigcie (tzw. strzatka ugigcia) wystepuje w polowie rozpigtosci:

0 M2
A:W‘)%QZ REJ

Scisle biorac linia ugiecia w rozwazanym zadaniu jest fragmentem huku kota, a nie parabola II stopnia.
Posta¢ przedstawiona wzorem (/) jest rozwiazaniem rownania liniowego (10.20). Rozwiazanie Sciste
otrzymamy po zastosowaniu rownania nieliniowego (10.19). Warto doda¢, ze dla matych ugig¢é réznice
rozwiazan roéwnan liniowego i nieliniowego sa bardzo mate.

konfiguracja
poczatkowa

konfiguracja
aktualna

Rys. 10.11

Wyznaczenie wszystkich wspotrzednych wektora przemieszczenia dla kazdego punktu preta jest bar-
dziej ztozone, ale ze wzgledow praktycznych niekonieczne, poniewaz przemieszczenia u(x, y, z) i v(x, v,
z) sa bardzo mate, a w(x, y, z) = w(x, 0, 0) = wy(x). Dla zobrazowania tej sprawy rozwazymy jednak pret o
przekroju prostokatnym. Sciskana cze$¢ przekroju ulega poprzecznemu poszerzeniu, a rozciagana — zwe-
zeniu (por. rys. 10.11). Krawedzie boczne sa liniami prostymi, a krawedzie dolna i gorna sg tukami koto-
wymi. Opisane deformacje przekroju poprzecznego tatwo mozna zaobserwowac przy zginaniu preta gu-
mowego. Szeroko$¢ skrajnej gornej krawedzi przekroju wyraza w przyblizeniu wzor:

b+bve =b(1+vK ﬁ) =bh(1 +%).
2 2r

Jesli przyjmiemy dalej, ze $rednia odleglos¢ krawedzi od osi obojetnej w trakcie deformacji nie ulega
zmianie i wynosi A/2, to mozemy obliczy¢ krzywizng linii przechodzacej przez odksztalcona o$ preta. Z
proporcji:

h Vh
n+t— b(l+—
0ty ( 2r)

i) b
otrzymujemy, ze:
p
m n=—.
(m) 0=7
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Gdy v=0 oraz ry —co, wymiary przekroju poprzecznego nie ulegaja zmianie.

Wyczerpujace omowienie sposobu obliczania przemieszczen u(x, y, z), v(x, y, z) i w(x, v, z) dla linio-
wego problemu zginania znajduje si¢ w ksiazce Piechnika [34]. W rozwazanym przez nas czystym zgina-
niu preta z rysunku 10.9 funkcje te maja nastepujaca postaé:

M, 1 owx00) D

u(xayaz) EJ(X 2)Z 4 X 9|:|

M ]
V(x,yaz)__v_g/za O (1021)

EJ 0

M 2 2 _ 2 O

w(z,y,z) = Ix—x" +v —z7)|.
(z,y,2) YTl (" -z g

10.1.5. Zakres stosowania wyprowadzonych wzoréw

Wszystkie dotychczas omowione rezultaty liniowej teorii zginania sa $ciste dla czystego zginania izo-
tropowych i jednorodnych pretéw pryzmatycznych, jakkolwiek stosujemy je rowniez w nastepujacych
przypadkach:

a) do pretow ortotropowych (np. drewnianych), jezeli kierunek gtdéwny anizotropii (kierunek wiokien)
jest zawsze rownolegly do osi preta,

b) do pretow podiuznie niejednorodnych, czyli pretow, w ktorych wspotczynniki sprezystosci zmie-
niaja si¢ wzdtuz osi preta (np. E = E(x)),

c¢) do pretow o tagodnej zmianie przekroju,

d) do pretow cienkich, poddanych dzialaniu momentu zginajacego, zmieniajacego si¢ wzdtuz osi pre-
ta,

e) do pretow stabo zakrzywionych.

Stosowanie liniowej teorii zginania w przypadkach a) i b) daje wyniki doktadne. W pretach o zmiennym
przekroju (przypadek c)) — podobnie jak przy dziataniu sity normalnej — poza napr¢zeniem 0y wystepuja
rowniez inne sktadowe stanu naprezenia. W przypadku d), gdy moment zginajacy zmienia si¢ wzdhuz osi
preta (np. M = M(x)), zgodnie z rdwnaniem roézniczkowym réwnowagi (por. wzor (14.25)) musi wystapic¢
réwniez sita poprzeczna Q(x) = dM/dx. Obecnos¢ deformacji wywotanych sita poprzeczna (por. rozdz.
11.) prowadzi do wniosku, ze hipoteza Bernoulliego jest niestuszna. Jezeli jednak wymiary poprzeczne
preta sa wyraznie mniejsze od jego dhugosci (pret jest cienki), to wptyw sit poprzecznych na wartosci
ugi¢¢ mozna pominqé*J). Wobec powyzszego uogodlniona posta¢ rownania rézniczkowego linii ugigcia,
obejmujaca rowniez przypadki b), ¢) i d) jest nastepujaca:

d2W0

E)I () 2
dx

= —M(x). (10.22)

Zakrzywienie osi preta prowadzi do nieliniowego rozktadu naprgzen normalnych
w obrebie przekroju. Problematyka pretow silnie zakrzywionych, w ktorych nieliniowy rozktad naprgzen
wprowadza istotne roznice ilosciowe, bgdzie omdéwiona w rozdziale 13.

*) Patrz rozdz. 11.1.3.
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10.1.6. Zaleznosci energetyczne

Wyznaczymy wartos$¢ calki objetosciowej z iloczynu tensorow naprezenia i odksztalcenia przy zgina-
niu preta. Jesli przyjmiemy, ze jedyna niezerowa wspdlrzedna tensora naprgzenia jest 01 = 0y, otrzyma-
my:

O O
Iaijgii dav =Iax£x av :J'gaxex dAEds,
v v s 0

gdzie s jest dlugos$cia preta (moze to by¢ rowniez pret stabo zakrzywiony),
a ds elementem tuku mierzonym na osi preta.

Rys. 10.12

Dla bardzo matych odksztatcen, zgodnie z hipoteza ptaskich przekrojow, € =K [é. Jezeli ograniczy-

my si¢ do przypadkow, w ktorych wektor momentu zginajacego M o = My, = M i pokrywa sig z glowna
osig bezwladnosci, to e = z + ¢, przy czym c jest odlegloscia osi obojetnej od osi cigzkosci (por. rys.
10.12). Wobec tego

0 0 l 0
J’Gil.é‘i]. dv ZIK gax (z+c)dArds :J'K gaxsz + CJ-O'XdABZS.
7 4 I y U

Poniewaz
Ia"ZdA =M, =M oraz J'deA =N =0,
A A

wigc

Iogede =J'M(S)K (s) ds. (10.23)
Vv s

Wzér (10.23) jest stuszny réwniez dla nieliniowej zalezno$ci 0y(&y), przy czym w przypadku ogdlnym
moment zginajacy M i krzywizna moga si¢ zmienia¢ wzdtuz osi preta. Z wyprowadzonej zaleznosci wy-
nika, Ze moment zginajacy wykonuje prace na przyrostach kata obrotu: d¢ = kds. Wnioskujemy stad, ze
skupiony moment zginajacy (np. moment zewnetrzny dziatajacy na koncowy przekrdj preta) wykonuje
prace na kacie obrotu przekroju ¢.

Jesli pret jest liniowo-sprezysty, to energia sprezysta, zawarta wewnatrz preta

B
U—E-!.MKdS.
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Poniewaz krzywizna k = M/EJ), wigc

2
1 oM
U=U,,,=—[— U 10.24
M 2I E (1024
S
lub
1
U=U, == J’EJ K [ds. (10.24a)
2 )
Zaleznos¢ (10.23) stuzy rowniez do obliczenia wewnetrznych prac wirtualnych:
IUUEU. dv =J'M (& [ds , (10.25)
Vv K
[O€; AV =[M & ds. (10.26)
Vv K

Wielkosci wirtualne oznaczono nadkresleniem.

10.2. METODY WYZNACZANIA LINII UGIECIA | ZASTOSOWANIA ROWNANIA
ROZNICZKOWEGO LINII UGIECIA

10.2.1. Postacie réwnania rézniczkowego linii ugiecia.
Warunki brzegowe

Pret zginany nazywamy krotko belkq, a przez ugigcie rozumiemy przemieszczenie punktow osi cigz-
kos$ci w ptaszczyznie zginania. W dalszym ciagu dla skrdocenia zapisu ugigcie belki bedziemy oznaczac
przez w(x), z pominigciem indeksu "0". Z rozwazan zawartych w p. 10.1 wiadomo, ze rdbwnanie réznicz-
kowe linii ugigcia (wzor (10.22)) ma postac:

EJw" = —-M(x). (10.27)

Po zrézniczkowaniu tego rownania wzgledem x otrzymujemy:

(EJw") = —0(x). (10.28)

Ponowne zrézniczkowanie rownania (10.28) prowadzi do wyniku:

(EJw")" = q(x). (10.29)

W wyprowadzeniu powyzszych rownan skorzystaliSmy ze zwiazkow rézniczkowych migdzy momentem
zginajacym, sila poprzeczng i obciazeniem (por. wzor (13.25)):

M(x)'=Q(x),0

10.30
0(x)'= ~q(x).5 (10-39)

Zaleznosci (10.27) + (10.29) przedstawiaja 3 postacie rownania rézniczkowego linii ugigcia. W przy-
padku réwnania (10.27) trzeba zna¢ funkcjg momentow M(x), co ogranicza stosowanie go do uktadow
statycznie wyznaczalnych. Rownanie (10.28) rzadko stuzy do wyznaczania ugig¢, jest natomiast uzytecz-
ne w formutowaniu warunkow brzegowych. Najogdlniejsza postacia rOwnania rézniczkowego linii ugig-
cia jest rownanie (10.29). Znajduje ono zastosowanie rowniez w uktadach statycznie niewyznaczalnych,
bo do rozwiazania wystarczy znaé tylko funkcje obciazenia g(x).
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a) N Podpora c)l ~M Przegub: w=0
S przepgubowa: « g X ] M. -
»A;\\ \\\\\ = NL- EJW“=) VV"=-.E?JQ
w=0 ">~ T
| d) 3 . Zamocowanie: w0
b)a _ Zamocowanie: y T w=0
T~ e) .
w=0 ~ M, EJ\‘ koniec swobodny:
W (r =X Mg'EJW"#WL-&
Qo"'(EJW")LO
Rys. 10.13

Stale catkowania, ktorych liczba jest rowna rzedowi rownania, wyznaczamy z warunkow brzegowych.

Dla rownania drugiego rzgdu (10.27) warunki te sprowadzaja si¢ do podania znanych wartosci ugigcia w
lub kata obrotu ¢ = w'. I tak na przyktad:

w=0 dla podpory przegubowe;j (rys. 10.13a),0

: . O (10.31)
w=0,w'=0 dlautwierdzenia (rys. 10.13b). 0

W réownaniu (10.29) podaje si¢ po 2 warunki brzegowe na kazdym koncu belki (razem 4 warunki do
wyznaczenia czterech statych). Przyktadowo, jesli EJ = const, to

— dla podpory przegubowej obciazonej znanym momentem M (rys. 10.13¢):

(10.32a)

]
5
I

— dla utwierdzenia (rys. 10.13d):

0, (10.32b)
w'=0

— dla konca swobodnego obciazonego znanym momentem M i znang sita poprzeczna Qg (rys.
10.13e):

":—% O
EJH

U

w''= —&D
EJ'H

(10.32¢)
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10.2.2. Catkowanie réwnania drugiego rzedu
Wyznaczymy linig ugigcia belki swobodnie podpartej o statym przekroju
(EJ = const), poddanej dziataniu obciazenia rownomiernego ¢ (x) = g = const
(rys. 10.14).

Moment zginajacy jest opisany funkcja:

M(x)= q—lx - ﬁ
21y
Wobec tego rownanie (10.27) przyjmuje postaé:
2
q! X
a Eow'=—"-x+g—,
(@) PR
a warunki brzegowe sa nastepujace
(b) w(0)=0, w()=0.
Mg+ Pl
A I C
@éé B X
6 P
L l/2 l, l/2 L
7 i
w

1)
T
O

qQ

@  [OITiT
f%ql E J-const. %ql @_%Lm\
L %

e il

, W%q‘ -4—%
2 ‘
@ £ I .

+

2463 |

2B e
23] || T,
©® T T g All Tssz;

W i Ve

5 gl* 3
BLED woa” - Pl
Rys. 10.14 Rys. 10.15

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r.

Alma Mater



Czesé 2 10. DZIALANIE MOMENTU ZGINAJACEGO 19

Dwukrotne catkowanie rownania (a) daje kolejno:

[
Egw=-2532 443 +C,
4 6
[
Ejw=-L3 + 9,4 +Cix +G;.
12 24

Z warunkéw brzegowych mamy:

w(0)=0: C, =0,

3
_ _q!
N=0: C ==—.
w(l) 1=
Wobec tego
e i
24EJ
(o)

B”(X) w(x)—zjg; ﬁ’ﬁg +4@ﬁg

H

Z rownan (c¢) otrzymujemy strzatke ugiecia A = wy,x oraz kat obrotu na podporze ¢(0):

0 _ _ /1 5 ql4
HA_Wma"_W%Q 384 EJ°

(d)

Warto zwroci¢ uwage, ze jezeli znamy linig ugigcia w(x), to okreslone sa zarowno wielkos$ci kinema-
tyczne, jak i statyczne. Kat obrotu ¢, moment zginajacy M, sil¢ poprzeczna Q i obciazenie g uzyskujemy
w wyniku kolejnego rézniczkowania funkcji w(x) wedtug schematu:

¢=w, O
M= _EJ¢"H. (10.33)
Q= M'a O
g=-0.

Wykresy wymienionych wielko$ci podano na rys. 10.14.

Wyznaczymy teraz lini¢ ugigcia belki wspornikowej przedstawionej na rys. 10.15. Réwnania momen-
tow sa nastepujace:

P
—wprzedzialeIOsté Ml(x)=—zl +P x,
. [ Pl
—w przedziale I1 5 <x<l My (x) = 3 =const.

Poniewaz funkcje M(x) okreslaja 2 wzory, wigc trzeba rozwiaza¢ 2 rdGwnania rozniczkowe:
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Erwy =2l py, oraz  EJws =1L,
6 3
2
Erw =t pX 4, Ewy =Ll 40,
6 2 3
3
EJw, -l%lxz —P%+C1x+D1, EJw, = —%lxz +Cyx +Dy.

Powstaje wige problem wyznaczenia czterech statych catkowania (po dwie state

w kazdym z przedzialow). Warunki brzegowe dla funkcji wy(x) zgodnie z zalezno$cia (10.31) sa
nastgpujace:

1) w1(0)=0,

2) ¢(0)=w'(0)=0.
Funkcjg wy(x) dobieramy tak, by linia ugigcia byta funkcja ciagla wraz z pierwsza pochodna, tzn. by
3) wi(1/2)=wy(1/2),

4w (1/2)=w5(1/2).

Wykorzystanie warunkéw 1) 1 2) daje C1 = D1 = 0. Z kolei z warunkow 3) i 4) otrzymujemy:

w%@—o skad W%Q SILAI = D

1 ) a 2 %‘ 22 2%5 )
2 2 0 2

wh %Q:_ P skad wh %Q Pl +Oo =-I
24EJ EJ 3EJ

Wobec powyzszego

2 3
Pl Pl
Cy=— oraz Dy =—-—.
8 48

Rozwiazanie zadania jest nastepujace:

aPre g g I
EleJ? 2§f 0O 0<xs?.

(e w(x) = B .
0pP /
aﬁlSEJa @fgm%@ ID Ssxsl,

a jego ilustracja jest rys. 10.15. Z przebiegu rozwiazania tego zadania wynika, ze gdy obciazenie nie jest
ciagte (wigksza liczba przedzialow), wyznaczenie linii ugigcia staje si¢ ktopotliwe, bo okreslenie statych
catkowania wymaga rozwiazania dosy¢ duzego uktadu rownan liniowych. Liczba tych rownan jest rowna
podwojnej liczbie przedzialow (np. w zadaniu z rysunku 10.16 mamy 2 % 4 = 8 rownan). Jezeli jednak
obciazenie zapiszemy w postaci dystrybucji, to zadanie sprowadza si¢ zawsze do wyznaczenia tylko
dwoch statych. Taki sposéb catkowania obmyslit juz w XIX wieku Clebsch (1833-1872), nie znajac teorii

IZI

dystrybucji. Sposdb Clebscha polega na takim zapisie rownania momentow, by state C; oraz D; (i = 1, 2,
3, ..., n) w kazdym z n przedziatow byly sobie rowne. Bardzo ogdlna metoda numeryczna rozwigzania

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 2 10. DZIALANIE MOMENTU ZGINAJACEGO 21

réwnan rézniczkowych jest tzw. metoda roznic skonczonych. Opis i zastosowania tych metod przedsta-

wiono w dodatku.
P q
l. T 11T C Mo

3
e

M 4[ EH ‘ X

W |
1
]
]
|
U 1 W,
|
! .
w , ! ,(rrlT{'m-I X
Wﬂm 1
W,
L il
W, W,
Rys. 10.16

10.2.3. Metoda obciazenia krzywiznami’)

Roéwnanie rozniczkowe linii ugigcia w postaci (10.27):
ey M(x)
)] wh(x) = —————
E(x)J(x)
jest bardzo podobne do rownania rézniczkowego rownowagi, wiazacego moment zginajacy M z obciaze-
niem ¢:

09 M"(x) = —q (x).

Roéwnanie (g) otrzymuje si¢ przez zrézniczkowanie pierwszego z rownan (10.30) i dodanie do drugiego.
Jesli w rdwnaniu (f) przyjmiemy, ze:

g*(x)=k(x)= M) , (10.34)
E(x)J(x)
a ugiecie w(x) oznaczymy przez M*(x):
w(x) = M*(x), (10.35)
to otrzymujemy nastgpujace rownanie rozniczkowe:
(h) M*(x)" = =¢*(x).

Jezeli pominiemy gwiazdki, to rownanie (/) jest identyczne z rownaniem rownowagi preta (g). Wniosku-
jemy stad, ze ksztalt wykresu momentow M*(x) pochodzacych od obciazenia krzywizna g*(x) = k(x) od-
powiada ksztattowi linii ugigcia. Po raz pierwszy na fakt ten zwrocit uwage Mohr w 1868 roku. Nalezy
jednak podkresli¢, ze identycznos¢ dwoch rownan rozniczkowych prowadzi tylko wowczas do identycz-
nych rozwiazan, gdy warunki brzegowe w obu zadaniach sa takie same. W zwiazku z tym musimy
wprowadzi¢ pewne fikcyjne warunki brzegowe. Belka fikcyjna poddana obciazeniu g*(x) musi by¢ tak
obrana, by odpowiadata rzeczywistym warunkom brzegowym dla funkcji ugigcia. Trzeba tu pamigta¢, ze

*) Metoda ta jest nazywana rowniez metodq momentéw wtérnych.
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zgodnie ze wzorem (10.35) ugiecie w(x) jest rowne fikcyjnemu momentowi M*(x), a kat obrotu @(x) jest
rowny fikcyjnej sile poprzecznej O*(x):

P(x) = O*(x), (10.36)
bo P(x) = w'x) = M*(x) = O*(x).
BELKA RZECZYWISTA (rz) BELKA FIKCYJNA(f)
Lo
a) utwierdzenie Weg =M a) swobodny koniec
$rz =Q
w =0 M=0
e 9=0 oy
b) podpora przegubowa b)podpora przegubowa
w=0 MZ0
s A
S $#0 Q%0 &
¢)swobodny koniec ¢) utwierdzenie
W #0 M0 /%
=TT 940 Q%0
d)przegub posredni d)podpora pogrednia
»E I
TN P e
‘\[3‘\ A9 P1fp Qi+ Qp
~ _elpodpora posrednia e}przegub posredni
P w=0 M0 :
= \“Pp *P[ =‘Pp QT- Q’E, :

Rys. 10.17

Relacje migdzy r6znymi wariantami podparcia belek rzeczywistych i belek fikcyjnych przedstawia
rys. 10.17. Dla objasnienia przytoczymy przyktadowo sposdb rozumowania dotyczacy przypadku e). W
belce rzeczywistej wystepuje podpora posrednia, dla ktorej ugiecie jest rowne zeru, a kat obrotu z lewe;j

strony podpory ¢; jest rowny katowi obrotu z prawej strony podpory @,. Wobec tego belce fikcyjnej na-
lezy przypisac taki punkt, w ktorym wielkos$ci statyczne: M* = 0 oraz Ql* = Q;. Wtasnosci takie ma

przegub posredni.

(rz) SCHEMAT "A" ¥ (rz)
A AT TR T AT T
1 ! I | :
(f) SCHEMAT "B'
| b b | | \ | (f)
: L Y | 1 ! i
AN 2y -y 2 » '
Rys. 10.18

Na podstawie rysunku 10.17 schematowi belki rzeczywistej mozna bez trudu przyporzadkowac sche-
mat belki fikcyjnej (por. rys. 10.18). Zwro¢my uwage na to, ze rzeczywistej belce statycznie wyznaczal-
nej odpowiada zawsze statycznie wyznaczalna belka fikcyjna. Relacje migdzy warunkami brzegowymi
zachodza w obu kierunkach, tzn. jesli rzeczywistemu schematowi A odpowiada fikcyjny schemat statycz-
ny B, to rzeczywistemu schematowi B odpowiada fikcyjny schemat 4. Jesli uktad rzeczywisty jest sta-
tycznie niewyznaczalny, to uktad fikcyjny jest geometrycznie zmienny i na odwrot.
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BELKA RZECZYWISTA BELKA FIKCYJNA

)
| Bew oW Wm
W T T e

£ T l

Q \ é | e Qe %ﬁ%ﬂﬂﬁm%%
i e mmﬂﬁm

-Mol?
3EJ

a

Rys. 10.19

W podsumowaniu rozwazan stwierdzamy, co nastgpuje. Aby wyznaczy¢ ugigcia w(x) i katy obrotu
belki ¢(x) nalezy:

— narysowac schemat statyczny i obciazenia belki rzeczywiste;j,
— sporzadzi¢ wykres momentow zginajacych w belce rzeczywistej,
— narysowac schemat statyczny belki fikcyjnej i obciazy¢ ja krzywiznami

M)
E(x)J(x)

gdzie ko(x) oznacza krzywizng pochodzaca od innych wplywoéw niemechanicznych (np. od nieréwno-
miernego ogrzania, skurczu) lub technologicznych (np. zakrzywienie spowodowane btedami wykonania),

— wyznaczy¢ sily poprzeczne Q*(x) i momenty zginajace M*(x) dla belki fikcyjnej (ugigcia belki w(x)
= M*(x), a katy obrotu ¢(x) = Q*(x)).

q*(x) =k(x) = Ko (),

Przedstawimy jeszcze przyktady zastosowan metody Mohra. Pierwszy przypadek dotyczy belki o
statej sztywnosci. Obciazenie i schemat statyczny oraz wykresy Q(x) i M(x) dla belki rzeczywistej podano
narys. 10.19a. Rysunek 10.195b przedstawia obciazenie g* 1 schemat statyczny belki fikcyjnej oraz wy-
kresy fikcyjnej sity poprzecznej O*(x) = @(x) i fikcyjnego momentu zginajacego M*(x) = w(x).

Na rysunku 10.20a zestawiono rezultaty obliczen belki wspornikowej o skokowo zmiennej sztywno-
sci. Do wykonania belki z rys. 10.20b zamiast pretow prostoliniowych uzyto dwoch skrajnych pretow

wstepnie zakrzywionych o statej krzywiznie K, =1/, = const, a pret sSrodkowy jest zatamany pod ka-

tem:
¢, =31/(2r,) =3K,l/2.

Chodzi o obliczenie aktualnego potozenia osi belki w odniesieniu do projektowanej osi prostoliniowe;.
Rozwiazanie tego zadania jest bardzo proste, bo znana jest z gory stata krzywizna kg a kat @q jako krzy-

wizna skoncentrowana jest sita skupiona. Krzywizna K, i kat ¢ stanowia obciazenie belki fikcyjne;j.
Rezultaty obliczen przedstawiono na wykresach.
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Rys. 10.20

Metoda obciazenia krzywiznami ma duze znaczenie w mechanice budowli, gdzie z pewnymi modyfi-
kacjami stosuje sig ja rowniez do obliczenia ugig¢ kratownic i tukoéw (tzw. metoda cigzarkow sprezys-
tych) oraz do wyznaczania funkcji predkosci ugiec przy badaniu nosnosci granicznej konstrukeji preto-
wych i powierzchniowych. Metoda Mohra jest ogolng metoda rozwigzania rOwnania roézniczkowego y" =
fx), przy czym f{(x) moze by¢ rowniez dystrybucja.

10.2.4. Obliczanie belek statycznie niewyznaczalnych.
Belki na podtozu sprezystym

W uktadach statycznie wyznaczalnych do okreslenia sit wewngtrznych wystarcza wykorzystac tylko
rownania rownowagi: liczba wigzéw podporowychi wewngtrznych jest rowna liczbie rownan statyki.
Jezeli liczba wigzow jest wigksza od liczby réwnan réwnowagi, to mamy do czynienia z tzw. uktadami
statycznie niewyznaczalnymi. Do obliczenia sit wewngtrznych w takich uktadach oprécz rownan réwno-
wagi wykorzystuje si¢ jeszcze rOwnania ciaglto$ci przemieszczen. Teoria ukladow statycznie niewyzna-
czalnych jest bardzo rozbudowana i dobrze znane sa ogdlne metody rozwigzywania takich uktadow. W
pewnych przypadkach dogodne jest jednak bezposrednie zastosowanie rownania rozniczkowego linii
ugigcia czwartego rzedu w postaci (10.29). Ponizej przedstawimy rozwigzania dwoch zadan o duzym
znaczeniu praktycznym.
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Przykiad 1

Rozwazymy belke przedstawiona na rys. 10.21. Warunki brzegowe na funkcj¢ w(x) sa nastgpujace

(por. wzory (10.32)):

Dw(0)=0, 2) w'(0)=0, 3Hw(l)=0,

9

Hw'(h= -

AN\

A \
\ EJ.const
l

Rys. 10.21

Rozwiagzanie

Wykonamy catkowanie réwnania rozniczkowego linii ugigcia:

Eqw!Y = q,

EJWHI=qx+C1,

2
o EIW=g G x G,

3 2

EJW'=q%+C1x7+C2x +C3,

4 x3 2

X X
EJw=q—+C—+C — +C3x+(y.
q24 1 2 b 3 4

6

Z warunkéw brzegowych 1) 1 2) wynika, ze C3 = C4 = 0. Stale C; i C, obliczymy

z pozostatych warunkow brzegowych:

gt P 12

I =0: 2 ATy
M ql’ /

4) w" (1) = -4 T +C = +Cy =-M,.

) w"' (1) 7 ;o taz+G 0

Rozwiazaniem tego uktadu sa wartosci:

. 8 21
0 Lo,
Cy =—ql” += M,.
2 861 2 0

b
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Po ich podstawieniu do réwnan (i) otrzymujemy:

[ 3M, g 1 g
Y% TR %ﬁ
D
3M0 g il

[¢(x) w'(x) = 6EJ E@ig %q iy %’lﬁ +6%q +o 212 %
d

O

DM(x) =—EJ = -EJw" = — D} @fg %q ¥ 32]\1420 %Q”%q ' 213

D
3M,y [

O .0
EQ“):M(”-‘Z%@?@'%W o

N 24EJ

(%)

Rozwazymy teraz trzy przypadki szczegdlne

a) q=0, My#0 (rys. 10.22),
b) ¢#0, My=0 (rys. 10.23),
2
c) q%0, M, = —% (rys. 10.24).
1L - ’J[,
=
— - -3 Mo Mo
r-% Cr=-27% 5 C2= 3

Rys. 10.22
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W przypadku a) niezaleznie od warto$ci obciazenia dla x = //3 moment zginajacy jest rowny zeru, a w
miejscu utwierdzenia jest rowny —My/2.

W przypadku b) charakterystyczne jest to, ze reakcja na podporze utwierdzonej wynosi 5¢//8 1 jest

wigksza od ¢//2 , a maksymalna bezwzgledna warto$¢ momentu rowna sig qlz/ 8 1jest taka sama jak w
belce swobodnie podpartej. Wynika stad, ze utwierdzenie belki na jednej podporze z punktu widzenia
wytrzymatosci nie daje zadnej korzysci, redukuje jednak w istotny sposob ugigcie (strzatka ugigcia jest
okoto 2,4 razy mniejsza niz w belce swobodnie podpartej). Zwro¢my uwage na to, ze dla belki dwuprze-
stowej o podporach przegubowych reakcja na srodkowej podporze jest o 25% wigksza od reakcji obli-
czonej dla dwoch oddzielnych belek swobodnie podpartych. Warto o tym pamigtaé¢ podczas projektowa-
nia tej podpory.

q .
@ T« oege o
L

l2

-

INEEREREZENVNERERER]

3 3
gql1 l 1 1€ql

L | A

0411254

Rys. 10.23
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Przypadek ¢) jest rozwiazaniem belki obustronnie utwierdzonej. W belce tej najwigksza bezwzgledna
warto$¢ momentu zginajacego wystgpuje na podporach i wynosi g/ /12 , a strzalka ugigcia jest 5 razy
mniejsza niz w belce swobodnie podpartej. Kazdy z rozwazanych przypadkow mozna uwazaé za rozwia-
zanie belki dwuprzgstowej obciazonej symetrycznie.

RN

| 12

%%lll$&lli>la_ x C1=_Q2_;(~2=%2_
} l }
@f}uuuu

@ ‘
e
=

Q(x)=M{x)=4- -gx

2 2

. 2
Al Mix)EJ P'lx)=- G-+ Gl G

@ | m p(x)_%%[z(lf—)3_3(L)2+(x)]
w *ﬂl‘o,zm

14

® 38LE) w(x)%.%[cf_)‘-z(’l‘—)i(f—)z]

" o

AN TN Y/

TR N ’”’;‘I\L/

3t l jatr,
1 1
Rys. 10.24

Przyktad 2

Rozwazymy belke (np. tawe fundamentowa, rurociag) spoczywajaca na podtozu gruntowym (rys.
10.25). Pod wptywem obciazenia g(x) belka wykazuje ugigcie w(x). Rownowaga belki jest spetniona
dzigki wystapieniu reakcji podtoza g,(x), roztozonej w sposob ciagly. Jezeli dla uproszczenia przyjmie-
my, ze podtoze sktada sig¢ z wielu bardzo blisko siebie potozonych sprezynek o sztywnosci R, to zgodnie
zrys 10.25 reakcje podtoza okresla wzor:
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gr(x) = R - w(x). (10.37)
:q(x)

q( X) *

Rys. 10.25

Rozwigzanie

Sztywno$¢ R zalezy od szerokos$ci belki b w poziomie kontaktu z podtozem i wlasnosci gruntu:

R=b C[MN/m’], (10.38)

gdzie C [MN/m3] oznacza tzw. wspotczynnik podtoza (np. dla drobnego piasku wynosi on okoto

50 MN/m3, a dla itu zwartego okoto 2000 MN/m3). Opisany wyzej model podtoza nazywamy podlozem
sprezystym lub podtozem Winklera (1835-1888). Jego cecha charakterystyczna jest to, ze przemieszcze-
nia rozwazanego punktu zaleza tylko od warto$ci obciazenia w tym punkcie. Zasadnicze przyblizenie
polega wigc na zatozeniu, ze ugigcia poszczegolnych sprezynek sa od siebie niezalezne.

Do rozwiazywania belek na podtozu spr¢zystym wykorzystamy bezposrednio rownanie rozniczkowe
linii ugigcia czwartego rz¢du z uwzglednieniem, ze obliczeniowe obciazenie belki

0 q0(x) = q(x) ~ g,(x).

Wobec tego rownanie rozniczkowe linii ugigcia belki pryzmatycznej ma postaé:

4

(m) EJd—:V = g(x) - R Gv(x)
dx
lub po uporzadkowaniu:
4
EJd—ZV+R [(x) = g(x). (10.39)

dx

W dalszych obliczeniach wygodne jest wprowadzenie zmiennej bezwymiarowe;j

x
==, 10.40
'3 7 ( )
skad dx = L-dé,
a =1 ad,
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gdzie L oznacza pewna stala o wymiarze dtugosci. Dla ulatwienia obliczen dtugos$¢ L obieramy tak, by

4
£=4, czyliL:41/4ﬂ. (10.41)
EJ R

Réwnanie (10.39) przyjmuje ostatecznie nastepujaca postac:

4
WV 4w =29 gdzie WV =9V (10.42)
R d&

Rozwiazanie tego rownania sktada sie z calki szczegodlnej rownania niejednorodnego w(€) oraz catki

ogoblnej réwnania jednorodnego wy(&):

(n) w(&) =wy(&) + wo($).

Funkcja wo(¢) jest rozwiazaniem nastgpujacego rownania réozniczkowego:
(0) wyY +4wy =0.

Jezeli wo = etf, to wéV = t4et"§, zatem rownanie charakterystyczne

®) fr4=0

ma pierwiastki:

((]) t1,2 =1 +i, l‘374 = _(1 il), i =+ 1.

Calke ogolng wy(&) okresla wige zalezno$¢:

(r) wo(é) = Cle'feig + Cze‘ze—i‘? +C3,e_‘te_'E +C4e"S & .

Po wykorzystaniu wzoru Eulera
(s) el = cosé +i[Einé

rozwiazanie roOwnania réozniczkowego (10.42) mozna zapisac nastgpujaco:

w(&) = wy(&) +e_E(D1 cosé +D,siné) +ef (D5 cosé +Dysiné ). (10.43)

Catke szczegolna wy(&) wyznaczamy kazdorazowo w zaleznosci od sposobu obciazenia belki. Gdy
warunki brzegowe, z ktorych wyznaczamy state catkowania, sa podane za posrednictwem sit wewngtrz-
nych nalezy pamigtac, ze

d*w __EJ ﬁ’zw __RL2 rqlzw%

a2 12 d&? 4 48

d’w __EJ d*w __RL d’w
=-F]——=—— = -
o) o [ d& 4 g8’

M(&)=-EJ

(10.44)

ooo
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g(x)=g= const 4 3
IEEEEEREENEREEREY . L_=E
2 F 3 3 O3 EJ =const X= §L
"iﬁl “ I“ L il L
Ll L * —+
@ %qLI ; D404 gL Q(§) = %qL e--g(COsg-sing)
r Wm‘ x=§L
ﬁm} AL q'L 7L %
,,L nL T ‘ TIL T Mg = %qu e—g sing

W - 0,007qL* x= gL
; 04619t

P(§)= Rq_L e-f(a:sf +sin§)

JETE . ome x=gl
@ 1.0679/R x= gL . :
: g wg = (1 - €eost)
;218 ;
Rys. 10.26

Rozwigzemy teraz konkretny przyktad belki o nieskonczonej dtugosci, zilustrowany rys. 10.26. Ob-
cigzenie belki jest rownomierne (g(x) = g = const), lewy jej koniec belki opiera si¢ przegubowo na nie-
podatnej podporze, a prawy lezy w nieskonczonosci. Warunki brzegowe na lewym koncu belki sg naste-
pujace:

1) w(0) = 0. 2)M(0)=0, skad w" (0)=0.

Na konicu prawym, gdy x — o, belka nie wykazuje juz katoéw obrotu i zakrzywienia. Wobec tego
3) w' () =0, 4) w" (00) = 0.

Calkg szczegblna przyjmujemy w postaci:
-9 _
©) we(é) = IS const,

ktora, jak tatwo sprawdzi¢, spetnia réwnanie (10.42). Obliczymy jeszcze pochodne

wH(&) 1 w"(&):

W (&) = W'y (€) +e [~ Dj(cosé +sin€) +Dy(cost —siné )] +

(®) ;
+e [D3 (cosé —siné) +Dy(cosé +siné )],

(w) w"' (&) =w" () +2e_£(D1 siné — D, cosé) +2e‘t( =Dy sin +Dy cosk).
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Warunki brzegowe 3) i 4) beda spetione, jesli D3 = D4 = 0. Z warunkéw 1) i 2) mamy:

b

1) w(0)=0: %"‘Dl +D; =0, skad Dy = —%
2)w"(0)=0: -2D, +2D, =0, skad D, =0.

Po podstawieniu wartosci statej Dy oraz catki szczegdlnej wy(&) do rozwiazania (10.43) oraz zalezno-
sci (10.44) otrzymujemy wzory na ugigcie (reakcje podtoza), moment zginajacy i sitg poprzeczna. Wzory
te tacznie z wykresami przedstawiono na rys. 10.26.
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