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22. € N>
PARAMETRY GEOMETRYCZNE FIGUR PLASKICH

22.1. DEFINICJE

Rozdziat 22. dotyczy figur ptaskich o rownomiernym rozkladzie masy
(p = const). Rozwazane figury reprezentuja zazwyczaj przekroje pretow. Dlatego zamiast okreslenia ,,fi-
gura ptaska” stosuje si¢ rowniez okreslenie ,,przekroj”.

Definicje poszczegolnych parametrow geometrycznych figur ptaskich wymagaja wprowadzenia pro-
stokatnego uktadu osi wspotrzednych x, y (rys. 22.1).
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Rys. 22.1 Rys. 22.2
Pole przekroju
A:J'dA >0 [m?]. (22.1)
A
Momenty statyczne przekroju:
—wzgledem osi x
S, = I yd4 [m’], (22.2a)
A
— wzgledem osi y
S, = J’ xdA [m’] (22.2b)
A
Momenty bezwtadnosci:
— wzgledem osi x
J, = I y2d4>0 [m*], (22.3a)
A
— wzgledem osi y
— 2 4
Jy —Ix d4>0 [m"], (22.3b)
A
— odsrodkowy (dewiacyjny)
Juy = I x?d4  [m*]. (22.3¢)
A

Z podanych wyzej wzorow definicyjnych wynika, Ze momenty statyczne mierzymy w jednostkach
dhugosci do potegi trzeciej (np. [m3], [cm3]). Moga one przyjmowac wartosci dodatnie lub ujemne. Mo-
menty bezwladno$ci mierzymy w jednostkach diugosci do potegi czwartej (np. [m4], [cm4]). Osiowe
momenty bezwladno$ci przybieraja zawsze wartosci dodatnie i sa pewna miarg rozproszenia pola figury

wzgledem danej osi. Im rozproszenie jest wigksze, tym osiowy moment bezwladnos$ci jest wigkszy. Mo-
ment dewiacyjny moze by¢ zarowno dodatni, jak i ujemny, a jego wartos¢ bezwzgledna jest miara asyme-
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trii figury wzgledem przyjetego uktadu wspotrzednych. Latwo zauwazy¢, Ze jesli cho¢ jedna z osi uktadu
jest osia symetrii figury, to moment dewiacyjny wzgledem tego uktadu jest rowny zeru (por. rys. 22.2).
Wynika to stad, ze iloczyny xyd4A w odpowiadajacych sobie punktach wzajemnie si¢ znosza.

22.2. OSIE SRODKOWE, SRODEK CIEZKOSCI

05 srodkowa to taka o$, wzgledem ktorej moment statyczny jest rowny zeru. Srodek cigzkosci (SC) to
punkt przecigcia osi srodkowych.

A
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Rys. 22.3 Rys. 22.4
Jesli osie x( 1y sa osiami srodkowymi, to
(a) Sk =Iyo dA =J'(y ~yc)dA =0,
A A
(b) Sy, = [xodAd=[(x —x.)dA =0.
Jred

Po rozpisaniu zaleznosci (@) 1 (b) otrzymujemy:

Sty =J'ydA—yCJ'dA =S, -y. @A =0,
A A

Sy, :J'di—xCJ'dA =S, —x. @ =0,
A A
skad wyznaczamy wspotrzedne srodka cigzkosci x,. 1 y,.:
S N
X

Ve =" (22.4)

_ )
X - T
© 4 A

Jesli znamy potozenie $rodka cigzkosci 1 pole figury, to momenty statyczne tej figury wzgledem osi x, y
lezacych w odleglosciach x, 1 y. obliczamy wprost z rownan (22.4):

S, =AD,, S, =AL,.

Jesli figura sktada sig z n czgSci o znanych polach 4; oraz wspotrzednych $rodkéw cigzkosci
x;1y; (i=1,2,...,n),to (por. rys. 22.4):

n n n n
Se=Y Sy = Z 40 S, = Z S, = Z A B (22.5)
. & ‘

i=1
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=1=1 . (22.6)

22.3. MOMENTY BEZWLADNOSCI PRZY PRZESUNIECIU
| OBROCIE UKLADU OS| WSPOLRZEDNYCH.
KIERUNKI | WARTOSCI GLOWNE

Zalozymy, ze znamy wartosci momentéw bezwladnosci Jy, Jjy, Jyyr odniesione do uktadu osi x'i y".
Dokonajmy przesunigcia rownolegltego uktadu osi z potozenia x', y' do nowego polozenia x, y. Pytamy

teraz, jakie warto$ci przyjma momenty bezwtadnosci Jy, Jy, Jy, odniesione do ukfadu osi x, y, jesli wspot-

rzgdne przesunigeia wzglednego obu uktadow wynosza x, 1y, (rys. 22.5). Przesunigcie uktadow opisuja
rOwnania:

=x'+tx,,
(@) = I
=Y +yp

Po podstawieniu tych zalezno$ci do wzoréw definicyjnych (22.3) otrzymujemy:

O
EJx =J;y2dA =J;(y’ +yp) dd i[y'sz +2yp_[y'd‘4 +y127-£dA,

L 2 04— ((var 24 = (42 ' 2

é]y J’x dA .Ilq'(x +x,)"dA {x dA +2xp:|;di +xp.£dA,

ijy ::[xydA :L'(x'+xp) Q' +yp)dA :-Ex'y'dA +xpz|;y'dA +yp‘[x'dA +xpyp-£dA.

(b)

\
A
\
&
*.

Rys. 22.6

Prawe strony réwnan (b) mozna przedstawi¢ za pomoca parametrow geometrycznych figury zwigzanych
z uktadem x', y' wykorzystujac wzory (22.1), (22.2)
1(22.3):

DJx =Jy +2yp LSy +y]27 (4,
() [V, =J, +2x, 5, +x§ A,

0, _
H’xy =Juy txpSetyp Sy +x, O W
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Jesli uktad osi x', )" jest uktadem osi $rodkowych (x'=xq, y'=yg, x, =x., ¥, =), to wzory (c)
znacznie si¢ uproszcza. Dla osi srodkowych momenty statyczne S, = Sxo =015, =Sy0 =0, a rowna-
nia (c) przyjma postac:
— 2
J x = J. x0 t Ve 4,
— 2
Jy=Jy0 txg A, (22.7)

ny = JxOyO txeyeA

MO OO

Sa to tzw. wzory Steinera, bardzo uzyteczne w obliczeniach.
Rozwazymy teraz, jak zmieniaja si¢ momenty bezwladnos$ci przy obrocie ukladu osi wspotrzednych.

Przyjmiemy, ze znane sa wartosci Jy, Jy, Jy, w ukladzie osi x, y. Poszukujemy Jy, Jy, 1 Jy w ukladzie osi
x', y' obroconym o kat ¢ wzgledem uktadu x y (rys. 22.6). Wspotrzedne punktow obu uktadow sg powia-

zane wzorami transformacyjnymi:

Oc'=xcos¢ +ysing,
(d) H N
['=—xsin¢g +ycosg.

W celu wyprowadzenia poszukiwanych zaleznosci skorzystamy ze wzoru na zamiang zmiennych w catce
podwojne;j:

(©) [t = [ ]x ),y ) @,
A A
gdzie jakobian
o' ox'
g E' 5' _ co‘s¢ sing _
d' Y| |-sing cos¢
o

Po podstawieniu wzorow transformacyjnych (d) do wzorow definicyjnych otrzymujemy:
ETIX' = J'y’z dA' :J'(—x sing +y cos¢)2dA =
A' A
= sin’ ¢J'x2dA —2sing cos¢J'xy dA +cosz¢Iy2dA,
A A A

Sy = J'x'z dA' =I(xcos¢ +ysing)’dA =
A' A
= cos? ¢Ix2dA +2sing cos¢J'xy dA +sin2¢Iy2dA,
A A A

OoOOoOomOooOoOood

Dny'. = J'x'y'dA'=I(xcos¢ +ysing)(—xsing +ycosp)’dd =
A' A

=-sing cos¢Ix2dA +sing cosqb‘"y2 dA +(cosz¢ —sin2¢ J'xydA.
A A A

mOooOoO

Prawe strony réwnan (f) mozna wyrazi¢ za pomoca momentow bezwladnosci zwiazanych z uktadem osi
x, ¥. Wygodnie tez bedzie wprowadzi¢ funkcje trygonometryczne kata 2 ¢:

sin® ¢ =%(1 —cos2¢); c052¢ =%(1 +cos2¢); 2sing cosp =sin2p .

Ostatecznie poszukiwane wzory transformacyjne dla momentéw bezwtadnos$ci przy obrocie uktadu przyj-
muja postac:
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J.+J, J.—-J [l
LS AL L 4 [Gos2¢ — J,, sin2¢,
2 2 0
_tdy I, . 0
yET ST [dos2¢ +J,, sin2¢,0 (22.8)

Jo—J
oy = x2 ysin2¢+nycos2¢.

oo™

Rzut oka na wzory (22.8) pozwala stwierdzi¢, ze po obrocie uktadu suma osiowych momentéw bez-

wladnosci nie ulega zmianie. Suma ta okresla tzw. biegunowy moment bezwladnosci J,. Moment ten jest
wiec niezmiennikiem:

Jy :J'(x2 +y2)dA =Jy +J, =J +J,, =const. (22.9)
A

Szczegotowa analiza wzoru (22.8) prowadzi do wniosku, Ze niezmiennikiem jest rOwniez wyrazenie:
— 2 _ 2 _
I3=J,J, =Jy =Jp U —J5, =const. (22.10)
W punkcie 22.1 zwrdéciliSmy uwage na to, ze jesli jedna z osi uktadu jest osia symetrii figury, to mo-
ment dewiacyjny w tym ukladzie jest rowny zeru. Powstaje pytanie, czy dla dowolnego niesymetryczne-
go przekroju jest rowniez taki uklad osi, w ktorym znika moment dewiacyjny. Wymaganie, by Jy, =0,

stosownie do wzoru (22.8)3, naktada na kat ¢ = @ warunek:

Je=Jy
(2) — 8in2¢g +J,), cos2¢, =0,
skad
2J
tg2¢y = ———=—. (22.11)
Jy =y

Zwro¢my uwage, ze do identycznego warunku z warunkiem (g) dochodzimy, poszukujac ekstremal-
nych wartosci osiowych momentoéw bezwtadnosci jako funkcji kata ¢:

d‘]y' - _ d‘]x'
d¢ dg

Z powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze jest pewien wyrozniony uktad osi wspotrzednych, okreslo-

Je=Jy .
=23 5 8in2¢ +21J,), cos2¢ =0.

ny katem ¢, dla ktérego osiowe momenty bezwladnos$ci osiagaja wartosci ekstremalne, a moment de-
wiacyjny znika. Taki uktad osi nazywamy uktadem glownych osi bezwladnosci (1, 11), a momenty osiowe
w tym ukladzie — glownymi momentami bezwladnosci. Wartosci gtdéwnych momentow bezwladnosci

obliczamy po wstawieniu kata ¢g z rownania (22.11) do réwnan (22.8)1 1 (22.8)»:

O
Jo+J, | -J, 0
Jmax=JI= x2 y+\/Ex yD +J§y=D
- (22.12)
O
Jmin = II_Jx;Jy_\/%]xzijZ+J)%yD
0 O a

Potozenie osi I zwiazanej z momentem Jp okresla si¢ nastgpujaco:

—jesliJ, >J,, to ¢g jest katem pomiedzy osia x a osia I,

—jesliJ, <J,, to ¢g jest katem pomiedzy osia y a osia 1.

Najczesciej obliczenia wykonujemy w uktadzie osi sSrodkowych xg, yg. Wowczas osie | i II nazywamy

gtéwnymi srodkowymi osiami bezwladno$ci, a momenty J i Jip — glownymi §rodkowymi momentami
bezwladnosci.
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Uwazny czytelnik stwierdzi uderzajaca analogi¢ migdzy wzorami (22.8)+(22.11) a zalezno$ciami wy-
stegpujacymi w analizie ptaskiego stanu naprezenia (p. 1.8). Jesli we wzorach (22.8) przyjmiemy, ze:

Jxlzo-xV,Jl:O-V J||=T|v

J,=0,, JyZU , Jy ¥ ¥ Jx'y x'y's

y y =T

xy»
to otrzymamy zaleznosci identyczne z wzorami transformacyjnymi (1.33) dla ptaskiego stanu napr¢zenia.
Analogia ta wynika stad, ze momenty bezwladnosci tworza ptaski tensor drugiego rzedu. Wyjasnienie
tensorowego charakteru momentéw bezwladnosci zamieszczono w p. 22.4.

Wobec powyzszego koto Mohra, oméwione szczegdtowo w rozdziale 1. (p. 1.8), jest rowniez ilustra-
cja graficzna wzordow transformacyjnych (22.8). Dla jasnosci trzeba tez dodaé, ze konstrukcje kota wyko-

nuje sig, przyjmujac ze Jy, = —Jyy, | Ciekawostka jest, ze Mohr w 1887 roku obmyslit konstrukcjg kota
wlasnie dla momentéw bezwladnosci.

22.4. PARAMETRY GEOMETRYCZNE PRZEKROJU
JAKO WIELKOSCI TENSOROWE

Momenty statyczne nazywaja si¢ czg¢sto momentami pierwszego rzedu (stopnia), a momenty bezwlad-
no$ci — momentami rzedu rzgdu (stopnia). Okreslenia te wynikaja z poteg, w ktorych wystgpuja wspot-
rzgdne x, y we wzorach (22.2) i (22.3). Pole przekroju mozna by nazwaé¢ momentem rz¢du zero. Nadmie-
niamy o tym nieprzypadkowo, gdyz pole przekroju, momenty statyczne i momenty bezwladnosci maja
wlasnosci tensoréow odpowiednio rzedu zerowego, pierwszego i drugiego. Pole przekroju jest skalarem,
momenty statyczne Sy i S), sa wspotrzgdnymi wektora, a momenty bezwladnosci Jy, J), Jy,, — wspotrzed-
nymi tensora dwuwymiarowego.

Dla potwierdzenia powyzszych uwag wyprowadzimy prawa transformacji momentdéw statycznych i
momentow bezwladnosci dla obrotu uktadu wspétrzednych. Przyjmiemy najpierw nast¢pujace oznacze-
nia:

O =x, xp =y; xp =x',xp =)'

O, , _ —q. - — - —
M1 =Sy, My =8y; Biy =Jy, By =Jy, By =By =Jy,

(@)

Wowczas wzory definicyjne (22.2) 1 (22.3) mozna zapisaé nastgpujaco:

(b) Mgy = I xqdA,
A

(©) By = j XgXgdA, (a,B=1,2),

A
a wzory transformacyjne wspohrzgdnych punktow w konwencji sumacyjnej okreslaja znane zaleznosci
(por. rozdz. 1.):

(d) Xy = Xg Wgy
lub
() x5 =xp gy (@,B=12; y',8'=1,2).

W uktadzie osi obréconych, stosownie do definicji (b) i (¢) oraz wzordw (d) i (e), mozemy napisac:
My = Ix pdd' =Ix aldgpdd=a aVJ’x adA,
A A A
By =IXV DcddA'=J'xaaay U g gyld =a qpa B5Ix o g4,

A' A A
skad
1) My =Maday
BBya = Baplday 4 ps.
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Wzory (f) definiuja transformacj¢ wektora i tensora przy obrocie uktadu wspétrzednych w przestrzeni
dwuwymiarowej, co wykazuje, ze rzeczywiscie momenty statyczne sa wspotrzednymi wektora, a momen-
ty bezwladnos$ci — wspotrzednymi tensora. Podobnie jest i w przestrzeni trojwymiarowej, gdzie momenty
bezwladnosci tworza dziewie¢ wspotrzednych tensora symetrycznego, zdefiniowanych nastepujaco
(Karaskiewicz [24)):

0 O
©) By =B = gxkxk B’VEIE,-]- —le-xj @v; (i,j=12,3).
0 4
Tensor bezwladnosci figury ptaskiej jest reprezentowany przez macierz:
v, Jy0O
(k) J=g’ o
P Jx 0

Z postaci tej wnioskujemy, ze niezmienniki tensora bezwladnosci sa opisane wzorami (por. rOwniez wzo-
ry (22.9) 1 (22.10)):

i L=, =J,=J,+J, =J,. +J,, =J; +Jy =const >0,
1 2 b X y X y I I
. — Jy ny — 2 _ 2 _ —
) I = ;o =J, U, =Jg =JpJy —Jgy =Jp Uy =const > 0.
yx X

22.5. WSKAZOWKI PRAKTYCZNE

Analogia migdzy momentami bezwladnosci a ptaskim stanem naprezenia nie jest jednak petna. Istotna
roéznica polega na tym, ze osiowe momenty bezwladnosci sq zawsze dodatnie, podczas gdy naprgzenia
normalne moga by¢ réwniez ujemne. Okoliczno$¢ ta naktada pewne warunki na warto$¢ momentow bez-
wladnosci. Poniewaz I3 = Jy Wy >0, wige zgodnie ze wzorem (j) w p. 22.4 musi zachodzi¢ nierownos¢:

J 0, -J3, >0,
skad

(a) ol <0,

Z nieréwnosci (x — y)2 =x? +y2 —2xy >0 wynika dalej, ze
JetJ, =2Jy, >0,
skad
J+J
Y
(b) Ty <
Ze wzoru (a) wynika, ze warto$¢ bezwzgledna momentu dewiacyjnego musi by¢ mniejsza od sredniej
geometrycznej osiowych momentow bezwladno$ci. Ze wzoru (b) wynika natomiast, ze moment dewia-

cyjny musi by¢ mniejszy od $redniej arytmetycznej osiowych momentow bezwtadnosci. Poniewaz $red-
nia geometryczna nigdy nie jest wigksza od $redniej arytmetycznej, zatem miarodajna jest nierownos¢

(@), ktéra mozna zapisaé nastepujaco:
—JI Uy <Jy <JYJ U, (22.13)

Nieréwnosc¢ (22.13) dowodzi, ze dowolna trojka liczb nie tworzy tensora bezwladno$ci. Nierowno$¢ ta —
stuszna rowniez dla dowolnego, niesrodkowego uktadu wspoétrzednych — jest wiasciwie jedynym sposo-
bem kontroli ilosciowej obliczonych wartosci Jy, Jy, Jy,, -

Gdy korzysta si¢ z gotowych wzordéw lub tablic nalezy ustali¢ wlasciwy znak momentu dewiacyjnego.

Najczesciej zdarza sig to w przekrojach trojkatnych lub katownikach. O znaku Jy, decyduje polozenie
ramion katownika (lub trojkata). Rozrézniamy tu 4 przypadki przedstawione na rys. 22.7.
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Rys. 22.7

W tablicy IV podano parametry geometryczne najczesciej spotykanych figur ptaskich.

biYo Yol ,1b Yo Yo
h Lol |h . Xo SC | Xo
sC E‘ - =
sC Fﬁ r 3%
L

3
A bh 1bh Tr2 12
2 4
J b_ha b_h.:.g ltLl: X - l'_) r"
Xq 12 36 4 16 9ox
Bh Bh — —_——
Y, 2 36 ' '
2,2
b'h 4L 1
Dy 0 72 0 G g )
22.6. PRZYKLAD LICZBOWY
Dany jest przekrdj ztozony, przedstawiony na rys. 22.8.

Obliczy¢:

a) potozenie srodka cigzkosci,
b) momenty bezwladnosci wzglgdem osi srodkowych xq, v,
c¢) kierunki srodkowych osi glownych,

d) glowne srodkowe momenty bezwtadnosci,
e) momenty bezwladnosci wzglgdem osi srodkowych xy, yq, obroconych wzgledem osi x, vy o kat

¢ = —40°.

Obliczenia zilustrowaé kotem Mohra.

Tablica IV

Alma Mater
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\I
L 100x100x8
v T 2,74 L 200
Y (2) bl.20x250 ii Yos ?
5 z J—
1= —>%o3

ga". 1l
| S

i
N1

(1) L 120x80x10 7

%

______________ | X
o) 150 j20, 10.0 b7
Rys.22.8

Rozwiazanie
Przekroj sktada sig¢ z czterech elementéw. Dla ksztattownikoéw walcowanych (elementy 1, 3 i 4) od-

czytano z tablic:
Element 1. L120x80x%10

A=192cm?, e, =196cm, e, =3,93cm,

y
tgdo = 0436, Jipin =57.7em”, J, =279 em®, J, =99,6 cm®.

Element 3. L100x100x8

A=155cm?, e,

min =59,9 Cm47']max :230C1’n4,.]x =J, =145cm*.

=e, =2,74 cm,

Element 4.] 200
A=322cem?, e=2,01cm, J, =1910cm*, J, =148 cm®.

Zasadnicze obliczenia odniesiono do pomocniczego uktadu wspotrzednych x, y
(por. rys. 22.8).

a) Obliczenie wspotrzednych srodka cigzkosci catego przekroju
Obliczenie wykonamy wedlug wzorow (22.6):

> 4 >4

Wspotrzedne x1, y1 obliczamy ze wzorow na obrot uktadu:
Xy =x'jcos¢ + ' sing,

»i ==xsing + ' cosp,

(b)

gdzie ¢ =-a = -arctg(20/15) =53,13° jest katem obrotu uktadu x', y' wzgledem uktadu x, y (kierunek

obrotu uktadu x', y' przy przejsciu do uktadu x, y jest zgodny
z ruchem wskazowek zegara i stad znak minus). Obliczenie pozostatych wartosci

X;, y; nie wymaga komentarzy.
Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatow i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater
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Element 1
sing =sin(-53,13°) = -0,80; cos¢ =cos( 53,13°) =0,60,
x'1=8-1,96 =6,04 cm, '} =3,93 +1,0 =4,93 cm,
x; = 6,04 [0,60 +4,93 [(-0,80) = 0,32 cm,
¥ = —6,04 [(-0,80) +4,93 0,60 =7,70 cm.
Element 2
xy = 7,50 cm,
¥ =10,00 cm.
Element 3
x3 =15,00+2,00 +10,00 —2,74 =24,26 cm,
3 =20,00-2,74 =17,26 cm.

Element 3
x4 =15,00+2,00 +10,00 +2,01 =29,01 cm,
4 =10,00 cm.
Tablica V
Nr i Xi yi Aixi | Aiyi Ixi Yoi Iy, XXX Y=Y Ye| A Xci2 A yE | AXY
[l | Lem] | (ém) [leml |lem® | [em!] [ lemtl | (cmt]

fem] | tem] | lemé] | [em® | [em®]

1 192 | -032 | 779 | -61 1496 | 2568 | 1218 |-1131 |-1468 | -2.81 | 41376 | 1516 | 7920

2 | 500 75 | 100 | 3750 | 5000 {16727 | 9482 |12420i-686 |-060 [23530| 18.0 | 2058

3 155 | 24,26 | 17.26 | 376,0 | 2675 || 1450 | 1450 | -850 990 | 666 |1519,2 | 687.5 | 10220

4 32,2 | 29.01 | 100 | 9341 | 322019100 148,0 0 14,65 | -0,60 |69108[ 116 | -2830

116.9 1679.0 1239,1 39845 1363,0 10439 149206 868,7 17368

Sumowania wystepujace we wzorach (a) wykonano w tablicy V. Wspotrzedne $rodka cigzkosci calej
figury (4=1169 cm?, S, =1679,0em’, S, =1239,1 cm’):

1239,
116,9

=10,60 cm.

m, Ye

Zwro¢my uwage na to, ze srodek cigzkosci catego przekroju musi leze¢ w obrebie wieloboku utworzone-
go przez polaczenie srodkow cigzkosci figur sktadowych.

W naszym zadaniu wymaganie to jest spetnione (por. rys. 22.8).

b) Obliczenie momentow bezwladnosci wzglgdem osi srodkowych xg, y

Wspotrzedne srodkéw ciezkosci w uktadzie osi srodkowych dla poszczegdlnych figur sktadowych
obliczamy ze wzordéw:

© E Xei = Xi T Xes
O Yei =Vi = Ve

Momenty bezwladnosci wzgledem osi srodkowych wyznaczamy na podstawie wzordw Steinera:
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Jxy = Z(JXOi +4; lj/czz) =2Jx0i +ZAl-(yl- —yc)z,
i i

i

(d) Iy = Z(Jin +4; Ecz’i) = ZJyO,- +Z Ai(x; ‘xc)Q,
3 3

1

JXo)’o = Z (JXOiin +4; Bkcl'yffl') = Z Jxol-yo,- +Z 4 (xi _xc) [@Vi _yy)-
i i

1
Wyznaczenie momentow bezwladnosci poszczegoélnych figur wzgledem wihasnych osi srodkowych,
réwnolegtych do osi x( 1y, tzn. J x> o> Jxgive s Wymaga pewnych dodatkowych obliczen.

Element 1
Najpierw trzeba ustali¢ momenty bezwtadnosci dla osi xy; 1 yg; . Na podstawie tablic otrzymujemy:

J. =279 cm®, J, =99,6 cm*.
X01 JYo1

Moment dewiacyjny J,
Jmin = J11, Jak i tg@y.

Sposob 1. Poniewaz Jy+Jyp =J,  +Jy,

oo MoZna wyznaczy¢ kilkoma sposobami, poniewaz znamy zarOwno

wige:  Jy=Jy +J, —Jy =279,0 499,6 57,7 =3209 em®.

Ze wzoru (22.10) na obliczenie niezmiennika /3 otrzymujemy:

) _
TeorTvor = gpyop = /17105
skad
_ — _ — _ 4
oo =\ Teor Ty — 1 =279 09,6 3209 57.7 =963 cm* >0,

bo w uktadzie osi x'yy,)'9; katownik jest w polozeniu dodatnim.

Sposoéb 2. Ze wzoru na obliczenie tg2¢, mamy (2@, = 2arctg(0,436) =47,11°):

Sy o =Jp 279 -99,6
— 01 JYo1 — > o— 4
WAE SR 129y Jro'voy = ———=——1g47,11°=96,6 cm”.

Sposob 3. Ze wzoru transformacyjnego na Jy,, wyrazonego przez gtowne momenty bezwladno$ci
Jy 1 Jp, mamy:

_Nh—Jn

. _ . °o_ 4
xor'vor' = TBm2¢ = 8in47,11°=96,4 cm".

320,9 -57,7
2

Do dalszych obliczen przyjmujemy, ze  J, =96,5 em*. W celu obliczenia J X0 J

01'Yor' o1 xo0n
wykorzystamy wzory transformacyjne na obrot uktadu z potozenia x'y;, y'g; do potozenia x;, yo; o kat

a=-53,13°.
_279+99.,6 + 279-99,6

cos(—2 33,13°) =965 [Hin( =2 (33,13°) =256,8 cm*,

Xo1 )
Ty =279499.6 2568 = 121,8cm”,
o = 22220 Gin (-2 33,13%) +96,5 [Gos( 2 §3,13°) = 13,1 cm*.

Element 2 (blacha 250 mmx20 mm)
Momenty bezwtadnosci wzgledem osi Xy 1 ygy:
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3
= 25012, =16,7 cm4; J,

_2,0250° _ 4
T ' =, = 26042 e,

J)C

S \ , S e
Poniewaz osie x'gy, 1'gp sa gtdéwnymi osiami bezwtadnosci, wige J Xo2'Vos'

wzgledem osi Srodkowych xp, 1 ¥, obliczymy podobnie jak dla elementu 1:

=0. Momenty bezwtadnosci

167426042 16726042 1y o e 30 216727 e,

X02 7
Ty, =16,7+2604,2 ~1672,7 =948.2 cm”,
_167-26042 . N A
00302 —f&n( 233,13°) =1242,0 cm™.
Element 3

— — 4
oy =S yps 145 cm .

Moment dewiacyjny J, obliczymy ze wzoréw transformacyjnych wiedzac, ze gltowne osie

03503

bezwtadnosci sa pochylone pod katem —-45° w stosunku do osi xgp3,y03, @ J; =230 cm*

. 4
1 J;=60cm -
1 = Msin(—z [45°) = —85,0 cm4.

Xp3Yo3

Element 4
Osie x4 1 Y4 sa glownymi osiami bezwladno$ci ceownika. Mamy wigc:

Ty =1910em*, g, =148em®, g, =0,

Dalsze obliczenia wedlug wzordéw (d) zamieszczono w tablicy. Momenty bezwtadnosci catego przekroju
wzgledem osi srodkowych xg, ¥y wynosza wige:

Ty = Z Ty * Z A:(y; —y.)? =3984,5 +868,7 =48532 cm*,
i i
— 2 _ _ 4
Sy = Z Ty * Z A:(x; —x.)* =1363,0 +14920,6 =16283,6 cm”,
i i
— — — 4
Jrove = Z Jrore Z A:(x; =x)(y; —y,) =1043,9 +1736,8 =2780,7 cm”.
i i

Sprawdzenie poprawnosci uzyskanych rezultatow jest w ogolnosci niemozliwe. Jednak w celu
wychwycenia oczywistych btedow warto zda¢ si¢ na intuicj¢ oraz sprawdzi¢ nieréwnosci (22.13). W

naszym zadaniu przekroj jest rozbudowany wzdtuz osi xq, jest wigc intuicyjnie oczywiste, ze moment
bezwtadnosci Jy, musi by¢ wyraznie wigkszy od momentu bezwladnosci Jy,- Mozna tez oszacowac
»ha oko” znak momentu dewiacyjnego, rozpatrujac rozmieszczenie materialu w poszczeg6élnych
¢wiartkach uktadu xg, yg. Na rysunku 22.8 wida¢, ze wigksza czg$¢ materialu jest rozmieszczona w
¢wiartkach I 1 III (¢wiartki dodatnie), a wigc moment dewiacyjny J XoY0 powinien by¢ wigkszy od zera.
Tak wiec przestanki intuicyjne potwierdzaja poprawnos¢ uzyskanych wynikoéw. Rowniez nierownosci (a)
i(b) z p. 22.5 sa spetione:

Jy =2780,7 em* </4853,2 16283,6 =8890,56 cm*,

4 4853,2 +16283,6

J4y =2780,7 cm =10568,4 cm® .

Powyzsza krytyczna ocena uzyskanych rezultatow jest konieczna, gdyz — jak wykazuje doswiadczenie
— najwigksze bledy popetniamy wtasnie podczas obliczania wyj$ciowych warto$ci momentow bezwtad-
nosci.
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¢) Obliczenie kierunkow §rodkowych osi gtéwnych
Potozenie srodkowych osi gtdéwnych 1 11 jest okre§lone przez kat ¢:

2J o
tg2¢, = ———0_=— 227807 _ ) 4565, skad ¢, = 2594 _ 12,97° Poniewaz Ty < Iy s
Ty =y,  48532-16283,6 0 0

wiec kat @g jest katem miedzy osia x¢ a osig II.

d) Obliczenie gtdwnych srodkowych momentow bezwladnosci

+ -
Jp = 4853,2 +16283,6 +\/§4853,2 216283,6@Z +2780,72 =16924,20m4,

2

+ J—
Jy = 4853,2 216283,6 _\/@4853,2 216283,6@Z +278O,72 —4212.6 em*

Sprawdzimy jeszcze warto$¢ niezmiennika /3:

I3 =J; Uy =16924,23212,6 =7,129 107 em® =J, T, ~J_ 2
00

e) Obliczenie momentow bezwladnosci wzglgdem osi x'(, )"y, obroconych wzgledem osi xq,yy o
kat ¢ = —40°.

Do obliczenia wykorzystujemy wzory transformacyjne:
_ 48532 +16283,6 N 4853,2 —16283,6

o~ )

Jy, =4853,2+16283,6 —12314.4 =8822.4 em®,

Jeyve = 48532 _216283’6 [Ein(-80°) +2780,7 [dos(—80°) =6111,2 cm®.

JX

cos(—80°) —2780,7 sin(-80°) =12314,4 cm*,

Sprawdzenie /3:

I;=12314,4 88224 -61112% =7,129 107 cm®.

Rezultaty obliczen zawartych w punktach c), d) i e) sprawdzono za pomoca kota Mohra (rys. 22.9). Z
rysunku odczytano (w nawiasach podano wartosci Sciste):

¢y =13° (12,97°),
J; =16940 cm* (16924,2 cm*),
Jy = 4200 cm® (4212,6 cm™),

Jyr =12390em* (123144 em®),
1o = 8780 cm* (8822,4 cm*),

Jrg'yy =6110em*  (6111,2em*).
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