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DZIALANIE MOMENTU SKRECAJACEGO
12.1. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE

12.1.1. Podstawy teorii skrecania swobodnego pretéw sprezystych

Rozwazmy jednorodny, izotropowy, liniowo-sprezysty pret pryzmatyczny poddany czystemu
skrecaniu (rys. 12.1). Problem skrecania rozwiazemy w sposob wskazany w 1855 roku przez de Saint-
Venanta. Przyjmujemy mianowicie, ze przekroje preta nie ulegaja odksztalceniom postaciowym, tzn. w
procesie deformacji zachowuja swoj pierwotny ksztalt. Zgodnie z powyzsza hipoteza kinematyczna dwa
przekroje oddalone od siebie o xj obracaja si¢ wzgledem siebie wokot podtuznej osi preta o kat skrecenia
w. Uwzglednimy jednak mozliwos¢ deplanacji (spaczenia) przekrojow, ktore przed odksztalceniem byty
ptaskie. Dopuszczamy wigc mozliwo$¢ wystapienia przemieszczen u; wzdhuz osi preta x1. Okazuje sig, ze
przy powyzszych zatozeniach uzyskuje si¢ $ciste rozwigzanie problemu skrecania na gruncie teorii
sprezystosci.

Y=0x,

Rys. 12.1

Zasadnicze rozwazania przeprowadzimy w zapisie wskaznikowym. Z podanych wyzej zatozen kine-
matycznych dla bardzo matych wartosci kata skrecenia wynikaja nastgpujace zwiazki:

2] =0 Z‘(Xz,)%),
U =-Y-x3 =—0'X1X3, (12.1)
3=y -x =6-xx.

gdzie #(x2, x3) jest tzw. funkcja deplanacji, kat @ =dW¥ /dx; i nazywa si¢ jednostkowym katem skrecenia.
Poniewaz pret jest jednorodny i pryzmatyczny, wigc podczas czystego skrgcania (27 = const) jed-
nostkowy kat skrecenia ma warto$¢ stata € =W(1)/! | gdzie I jest dtugoscia preta.

Rozwazany problem nosi nazwg skrecania swobodnego. Okreslenie to wiaze si¢ z zatozeniem, ze
wszystkie przekroje preta maja swobode deplanacji. Dlatego rozwiazanie tak sformutowanego zagad-
nienia ma charakter przyblizony. W praktyce istnieje wiele takich przypadkow, w ktérych skrecanie swo-
bodne nie wystepuje. Mamy tu na mys$li np. pelne utwierdzenie preta na podporze, gdzie przekroj musi
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pozostac ptaski, tzn. u; = 0. Podobna sytuacja wystepuje w srodkowym przekroju preta, ktory jest obci-
azony skupionym momentem skrgcajacym w potowie dtugosci. W tych przypadkach powinno sig
stosowac teorig skrecania nieswobodnego.
W praktyce efekty skrecania nieswobodnego trzeba uwzglednia¢ tylko w przekrojach cienko$ciennych.
Problematyke t¢ omoéwimy w rozdziale 13. (por. rowniez p. 12.1.6).

Wzory (12.1) pozwalaja obliczy¢ odksztalcenia ze zwiazkéw geometrycznych (por. wzor (2.6)):

E1=&p =E3=63=0,

1
812 259'(t,2_X3), (122)

1
813 =EH-(t,3 +X2).

Stan odksztatcenia obrazuje macierz:

0 &y &3
e=|&g; 0 0|, (12.2a)
831 0 0

Z kolei ze zwiazkow fizycznych (wzory (5.4)) otrzymujemy naprgzenia:

011 =0y =033 =03 =0,
01, = GO-(t,,—x3), (12.3)
013 =G0 (t3—x3),

a macierz naprezen przyjmuje postac:
0 o, o5
c=|0y O 0 | (12.3a)
o3 0 0

Wykorzystamy jeszcze rownania rozniczkowe rownowagi naprezen (wzor (1.9)) dla preta niewa-
zkiego (G; = 0):
0111+ 0212+ 0313 =0,
0i,;=0: 0121+ Oy + 03 3=0,
0131+ 03, +0333 =0,

ktore po uwzglednieniu rownan (12.3) prowadza do zaleznosci:
0212 1t0313 =0,

012,1=0, (12.4)
0-13,1 = 0

Roéwnania (12.4)2 1 (12.4)3 sa spelnione tozsamosciowo. Pozostaje wigc tylko rownanie (12.4)1. Po pod-
stawieniu wzoru (12.3) do (12.4); otrzymujemy réwnanie rozniczkowe Laplace'a na funkcje deplanacji:

l"zz + 1333 =0
P 9
+

V2t=0, gdze vi=2 4+ 2
&y A

lub
(12.5)

Funkcja deplanacji #(x2, x3) jest wigc funkcja harmoniczna.
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Aby wyznaczy¢ naprezenia, wygodnie jest wprowadzi¢ pewna funkcje F(x2, x3), zwana funkcja na-
prezen. Jezeli przyjmiemy, ze
Oy =13 ,}

(12.6)
o;3=—F, .

to funkcja naprezen F(xz, x3) spetnia tozsamosciowo rownanie rownowagi (12.4);.
Réwnanie problemu skrecania otrzymujemy na podstawie wzordow (12.6). Po zrézniczkowaniu row-
nania (12.6); wzgledem x3, a rownania (12.6)2 wzgledem x; mamy:
O123=F,33= Ge'(t,zs - 1),

0132 = Fo= —G6’~(t,32 +1).

Jesli funkcja deplanacji #(x2, x3) jest ciagla wraz z drugimi pochodnymi, to £,23 =232 i po dodaniu
stronami uzyskujemy poszukiwane rownanie skrecania, wyrazone przez funkcje naprezen:
V2F =-2Gé. (12.7)

Jest to rdwnanie rozniczkowe Poissona.
Nalezy jeszcze przeanalizowac¢ warunki brzegowe odpowiadajace temu réwnaniu. Warunki te sa okre-
slone przez warunki na powierzchniach bocznych ograniczajacych pret (wzor (1.75)):

Pi(n) =0 n;.

Pobocznica preta jest wolna od naprezen, wigce pl(” ) = pgn) = pgn) = (. Zatem
p\" =01 m +0ym +03m3 =0,
Py =01 + oyamy + 03y =0,
Py = 01311 + Oa3my + 3313 =0,

Poniewaz w precie pryzmatycznym ny =0, a iy =3/ i n3=—dky / ok (por. rys. 12.2), pozostaje tyl-
ko pierwsze z rownan:

Oy +031n3=0. (12.8)

Rys. 12.2

Z zalezno$ci (12.8) wynika, Ze naprezenia o012 1 013 musza przybieraé takie wartosci, by wypadkowe
naprezenie 71 bylo styczne do konturu przekroju. Warto przypomnie¢, ze w identyczny sposob ustalili-

smy kierunek wypadkowego naprezenia T1 = tx*) w punktach konturu przekroju przy omawianiu dziala-
nia sily poprzecznej (por. wzor (11.7)).
Po wprowadzeniu funkcji naprezen do warunku (12.8) mamy:

*) Tx=ET] = Txy + Tz
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—F:_gl’lz +E2n3 =0

lub
JF  dv N oF o 0
&y & K & '
Lewa strona powyzszego rownania jest pochodna funkcji F = F[xz(c),x3 (c)] wzgledem zmiennej c,
mierzonej wzdtuz linii tworzacej kontur przekroju:
dF _oF & H &
dc &3 &' &Cz ﬂc '
Warunek ten mozna zapisa¢ kroce;j:
R,
dc
gdzie F; oznacza wartosci funkcji F' na konturze przekroju preta. Wynika stad, ze

=0,

F. = const.

Funkcja naprezen musi na konturze przekroju przyjmowac jednakowa wartos¢. Najwygodniej jest
przyjaé, ze brzegowa wartos¢ funkcji £ jest rowna zeru:

F.=0. (12.9)

Rys. 12.3

Warunek (12.9) jest poszukiwanym warunkiem brzegowym funkcji naprezen, spetniajacej rownanie
rozniczkowe skrecania (12.7). Przebieg funkcji naprezen obrazuje rys. 12.3a. Na rysunku 12.3b przedsta-
wiono plan warstwicowy powierzchni F(x2, x3). Rozwazmy jeszcze pewien punkt warstwicy F(x2, x3) =
const. Na krzywej tej przyrost funkcji F jest rowny zeru, tzn.

ar _ o & K &3
dCl_dCz ﬁcl &3 O—bl -

ale
F JF

X, %1 3= 01
3
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skad
O1p _dxy
o3 dxg
Z ostatniej zaleznosci (por. rys. 12.3¢) wynikaja nastgpujace wnioski:

— wektor naprgzenia T1 = 012-€2 + 013-€3 jest w kazdym punkcie styczny do warstwicy F(x2,x3) =
const; warstwice funkcji F' sq wige trajektoriami naprezen stycznych,
— warto$¢ wypadkowego naprezenia stycznego obliczona z zaleznosci

7 =401, + 013 = (F’3)2+(F,2)2

pozwala traktowac to naprezenie jako modut gradientu funkcji naprezen F,
T = |grad (F )|.

Jesli uda si¢ nam wyznaczy¢ funkcj¢ naprezen, mozemy obliczy¢ jednostkowy kat skrecenia
z definicji momentu skrecajacego:

3272:_[(0'13 Xy =0y X3)dA=I(— Foy-xy—F 3-x3)dA =
4 4
= —I F 5 xpdxpdxs _JFB x3dxodxs3.
4 4

Po wykonaniu catkowania przez czgsci oraz uwzglednieniu, ze Fe = 0 otrzymujemy:

,‘272’:2J.F(x2,x3)dA. (1210)
A

Moment skrecajacy rowna sig wigc podwadjnej objetosci ograniczonej powierzchnia F(x2, x3) oraz ptasz-
czyzna przekroju.
Jezeli do rozwiazania stosujemy funkcje deplanacji #(x2, x3), a nie funkcje naprezen F(x2, x3), to waru-
nek brzegowy (12.8) po wykorzystaniu rownan (12.3) prowadzi do zaleznosci:
(22 —x3)ma +it,3+x2)n3:0. (12.11)

Funkcja #(x2,x3) musi by¢ tak obrana, by na konturze przekroju spetniata warunek (12.11). Drugi sposob

rozwiazania problemu skrecania polega wigc na wyznaczeniu funkcji deplanacji #(x2, x3), ktora spetnia
rownanie Laplace'a (12.5) 1 warunek brzegowy (12.11) w kazdym punkcie konturu przekroju.

12.1.2. Skrecanie preta o przekroju eliptycznym
Kontur przekroju preta jest opisany rownaniem:

y2 Z2
(a) BE) + - 1=0,
a” b
gdzie a1 b (a = b) sa glownymi osiami sprz¢zonymi elipsy (por. rys. 12.4).

Rys. 12.4
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Czesé¢ 2 12. DZIALANIE MOMENTU SKRECAJACEGO 6

Zastosujemy funkcj¢ naprezen o nastgpujacej postaci:
y2 ZZ
) F(y,z)=m-| —=—+—-1]|,
2y =m0

gdzie m jest pewna stala. Z budowy wzoru (b) wynika, ze warunek brzegowy na konturze przekroju jest
speliony (F. = 0). Stata m obliczymy przez podstawienie funkcji F(y, z) do rdwnania rozniczkowego
(12.7):

V2F=2m(i2 12) -2G8,
a b

skad
2,2
a* +b?
Wobec tego
242 2 2
ah y© oz
© F(y.2)= -G8 -(— ——]
a? +b* \a? B

Na podstawie wzoru (12.10) otrzymujemy:

2 2
wz:szdA:zGe b . J'dA—_fysz—in' 244 |=
a’+b b
A
2,2
ab 1 1
d) =2GO0—— (A——J -——J )
a® +b? a2 © p? 7
Dla elipsy momenty bezwtadnosci J, i J; oraz pole przekroju wynosza:

Jy=imla, . =imba’,  A=nab,
4 4

co po podstawieniu do rownania (d) prowadzi do zaleznosci:
na’b’
(e) W =———.GO.
a’ +b’
Gdy uwzglednimy wartos¢ iloczynu G 7 obliczona ze wzoru (e), to na podstawie wzoru (¢) otrzymamy
ostateczna posta¢ funkcji naprezen F(y, z) :

__ w7
o F(y,z)——%(a?+b—2—l}
Naprezenia styczne zmieniajg si¢ liniowo. Wynika to z zaleznosci (12.6)
i
o nab>
(®) IF _ 2

=— Y.
= & ma’b
Dosy¢ istotne dla dalszych rozwazan jest to, ze moment skrgcajacy przenoszony przez naprezenia Ty

jest rowny 272 . Taka sama cze$¢ momentu przenosza oczywiscie naprezenia 7. Wniosek ten wynika z
nastegpujacego obliczenia:

2z, )—J' ydA_ﬁ Var=22 5. =Lan

b nab 2
(h)
2z, j zdd=222q0= 2V, Loy
Ta b nab’ 2
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Warto rowniez zwroci¢ uwagg, ze pola kazdego z wykresow naprezen wypadkowych 7, sa zawsze jed-
nakowe
_2W a_ 2 b M
“ " na’h 2 mab® 2 mab’
Najwigksze naprg¢zenia wystepuja wigc w punktach konturu lezacych najblizej srodka cigzkos$ci przekroju
(tzn. w punktach B i D narys. 12.5). Poniewaz a > b, wigc
_2o M

@ |Tx|max - w - W,

b

gdzie W, = nabz /2 1 oznacza tutaj tzw. wskaznik wytrzymalosci na skrecanie.

Aby wyznaczy¢ przemieszczenia, trzeba okresli¢ funkcje deplanacji #(y, z). Funkcje t¢ najwygodniej
obliczymy z jednego z rownan (12.3):

At Ty 27 a’—b*
oI ———=ZtI=———— 2
& GO G énab a”+b
Po scatkowaniu tego réwnania otrzymamy:
2 2
H(y,z)= —az—z'yz“‘ C.
a +b

Stata C wyznaczymy z uwzglednieniem wymagania, by punkty lezace na osi preta nie doznawaty prze-
mieszczen. Inaczej mowiac przyjmujemy, ze o$ preta nie wydtuza sig i nie skraca. Mamy wige #0,0) = 0,
skad C=0.

2 2

a f—
(]) t(y’ Z) = ")z
a +b*
Z réwnania (e) mozna obliczy¢ jednostkowy kat skrecenia:
0= R/
*) G[m3b3 /[ +0? )}
a ze wzorow (12.1) wspotrzedne wektora przemieszczenia:
m=u=0t=— 28 ¥z,
G[ﬂa3b3 /(a® -5? )}
0 U =v=—0-x1x3 = 2 Xz
2 =V ="UAA3 = “XZ,
G[ata /(a4 07 )}
uy=w=0 -xx = 24 Xy
3= W=U"A142 = ’
G[na3b3 /(a?+5? )}

a) b)

D T ®-wypuktodé , (O -wklestoss
2m/adb) ’
el
TX=TX1 | Tx=Txy
B l‘[x‘max = 2’ﬂl/(lIob2) z u=const
r—
z

Rys. 12.5
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Warstwice funkcji u(y, z) sa hiperbolami. Na rysunku 12.5b warstwice oznaczone liniami ciagtymi od-
powiadaja wartosciom dodatnim, natomiast linie przerywane — ujemnym warto$ciom przemieszczen u

O, 2).

Stosownie do wzoru (k) jednostkowy kat skrecenia mozna zapisaé jeszcze inacze;j:

6=—r,
C (12.12)

N

gdzie GJ; jest sztywnosciq skrecania przekro{u, a Jy — tzw. momentem bezwladnosci na skrecanie:
b 44t
i Sy R 5
a“+b° 4An°J, 40,

(12.12a)

przy czym Jp = Jy + J: 1 oznacza tu biegunowy moment bezwladnosci. De Saint--Venant doszedt do
wniosku, ze wzor (12.12a) dla innych ksztaltéw przekroju daje réwniez bardzo doktadne wyniki. Mozna
wigc przyjac, ze sztywnos$¢ na skrecanie jest rowna sa sztywnosci na skrecanie pretow o przekroju elip-
tycznym o tej samej powierzchni 4 i tym samym biegunowym momencie bezwladnosci Jp. Sztywno$¢ na
skrecanie jest wige odwrotnie proporcjonalna do biegunowego momentu bezwladnosci, a nie wprost
proporcjonalna, jak przyjmowali poprzednicy de Saint-Venanta.

12.1.3. Skrecanie pretéw o przekrojach kotowych
i pierscieniowych

Zwro¢my uwage na to, ze dla przekroju kotowego (¢ = b = r) przemieszczenia u(y, z) = 0. Oznacza
to, ze podczas skrecania przekrdj kotowy nie ulega deplanacji. Wzory na naprezenia i kat skr¢cania sa na-
stepujace (rys. 12.6a):

I/ S S ol
X Jb b X max VVS, s N 2 s
4 4 (12.13)
$//4 A T
0=—-, Jy = =——=Jp.
GJ, 4n*g, 2
Wzory (12.13) obowiazujg réwniez dla przekrojow pierscieniowych, przy czym:
JS=Jb=%(R4—r4) omz  W,=J,/R. (12.14)

Dla przekrojow kotowych i pierscieniowych moment bezwtadnosci na skrecanie J; jest liczhowo row-
ny momentowi biegunowemu Jp. Bylo to zrodlem biednego zalozenia w dawniej stosowanych teoriach
skrecania. W przekrojach pierscieniowych — podobnie jak w przekrojach kolowych — nie wystepuje
deplanacja przekroju.

Q) b)

&R
T
e
—
(%))
1
4
o
“0

Rys. 12.6
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12.1.4. Skrecanie preta o przekroju w ksztalcie trojkata
réwnobocznego

Sciste rozwiazania zamknigte mozna uzyskaé jeszcze dla przypadku, gdy przekroj preta pryzmatycz-
nego jest trojkatem rownobocznym. Funkcja naprezen jest iloczynem rownan opisujacych boki trojkata
(rys. 12.7):

(m) F(y,2)=m{\3x—a)(3y-3z+2a)\3y +3z+2a).

b)

B3 y+3z+2a=0

V3y-3z+2a=0
6.

Rys. 12.7

W ten sposob — podobnie jak dla przekroju eliptycznego — funkcja naprgzen zgodnie

z warunkiem brzegowym (12.9) przyjmuje wartosci zerowe na konturze przekroju. Stata m dobieramy
tak, by bylo spetnione rownanie skrgcania (12.6):

% = 18«/§m(y+%j,

FF ( a )
e 183m y——=]|.
&> NG
Wobec tego 2 2
V2F =—f+—f = 36am = -2G6),
dy ok
skad
Gé
(l’l) m= —E.
Z zalezno$ci (12.10) otrzymujemy:
2 5
WZ:ZJ‘FdA = 2mj(ﬁy—a)[(\/§y+2a) —922} dA = _M: G6a* ?3,
A A
wiec
$//4
o 9 = >
(0) Gl
gdzie A
J, =2 “/5, (12.15)
) 5
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Naprezenia obliczymy z zaleznosci (12.6):

®)

Po

(@)

Ty = %: —18m(x/§y—a)z = +G79-(«/§y—a)z,

oF 2 3G 2
Ty Z—EZ —9«/§m[y2+T;l-y—zz) z%(yz +22 —zzj.

podstawieniu zaleznos$ci (0) naprezenia okreslaja sa wzory:

T :wﬂs(ﬁy_a)z — 2 _(V3y-a)-.

(SJ_/S)

) ﬁ( 2+£_y_22j:i(y2+2_0.y_22j
¥ 2a J3 (2a’/5)\" A3 '

Wykresy naprezen stycznych przedstawia rys. 12.7b. Maksymalne napr¢zenia styczne wystepuja w punk-
tach lezacych najblizej §rodka cigzko$ci (punkty 4, B, C):

(r)

Tx max

3
=sz(1,0):£?, w24

3 W S5

N

Naprezenia w narozach sa rowne zeru. Pola wykresow wypadkowego naprezenia stycznego 7, od-

nie

sionych do dowolnej linii wychodzacej ze $rodka cigzkosci przekroju, sa takie same. Dla przyktadu

wzdhuz linii z = 0 pole dodatnich naprgzen

Tx = Tz odlozone na odcinku OA jest réwne polu ujemnych naprezen odtozonych na odcinku OD.

«,
()

Deplanacj¢ wyznacza sig identycznie jak dla przekroju eliptycznego, a odpowiednie rownanie funkcji

z) jest nastgpujace:
'\/3 2 Z2
t(y,z)=—| y"——| -z
(¥,2) o Rl

Warstwice funkcji u(y, z) = 64(y, z) podano na rys. 12.7a.

12.1.5. Obliczanie naprezen i kata skrecania dla pretow
o dowolnym przekroju. Przekroj prostokatny

Dla pretéw o dowolnym przekroju rozwiazanie $cisle uzyskuje si¢ za pomoca szeregéw Fouriera.

Istnieja rowniez przyblizone metody wyznaczania funkcji naprezen lub funkcji deplanacji. Na uwagg za-
stuguje réwniez metoda réznic skonczonych oméwiona w dodatku. Bardzo dobre rezultaty daje przybli-
zona teoria skrecania swobodnego zbudowana na podstawie teorii plyt grubych [12,36]. Poza tym infor-
macji o charakterze rozkladu naprezen dostarczaja analogie btonowa i hydrodynamiczna. Oméwimy je w
p- 12.2.

Z punktu widzenia projektanta istotne jest wyznaczenie najwigkszego naprezenia stycznego |% max |

oraz jednostkowego kata skrecania. Ogodlnie biorac, wartosci te oblicza sig wedtug wzordw:

prz

(12.16)

Tx max

-

I8

0=

2 12.17

Wskazniki wytrzymalosci na skrecanie W oraz momenty bezwladnosci na skrecanie Jg dla roznych
ekrojow zawieraja poradniki i tablice do projektowania konstrukcji. Warunek wytrzymatosciowy po-

lega na spetnieniu nierownosci:
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Ored = ﬁl 7'-x|max = O-dOP’
skad

|Tx |max < 7'-dOP ?

gdzie .
Zdop =773 Odop = 0.6~ Clgop. (12.18)

przy czym Odop 0Znacza naprezenie dopuszezalne przy rozcigganiu (Sciskaniu),
a Tdop — dopuszczalne napr¢zenia przy $cinaniu. Warunek sztywnos$ciowy polega na ograniczeniu mak-
symalnego catkowitego kata skrecenia ¥:

y/:je(s)ds < Wiop (12.19)

N

W praktyce poza przekrojami kotowym i pierscieniowym najczesciej stosujemy prostokatny przekroj
preta, dla ktoérego obowiazuja nastepujace zaleznosci przyblizone:

J, =Lp (n — 0,63+ O’OSZJ,
3 nt
t
X W—ﬂi przy czym n—ﬁ>1
Y 035+m b b~
T T TX max
xy
Tv...
be:
al X
TXZ
vZ
"
Rys. 12.8

Rozktady naprezen ilustruje rys. 12.8, a deformacje preta skrecanego o przekroju prostokatnym —
rys. 12.9. Najwigksze naprezenie styczne wystepuje na konturze przekroju w punkcie 4, usytuowanym
najblizej $rodka przekroju, tzn. w potowie dluzszego boku. Interesujace jest, ze dla 1< //b<1,4513
funkcja deplanacji #(y, z) wykazuje cztery obszary warto$ci dodatnich i cztery obszary wartos$ci ujem-
nych, natomiast dla #/b> 1451 wystepuja — podobnie jak w elipsie — po dwa takie obszary.
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b) h/b>14513

. h .
! *
a) y _J{'\_ T
0
________ - r_
— N \\\ /(— +
\ u= const
z
wklestosd wypuktosé

¢c) 1<h/b<1,4513

12.1.6. Uwagi o skrecaniu nieswobodnym

Jezeli cho¢ jeden przekrdj preta niekotowego pozostaje ptaski, to stan naprezenia w precie skrgcanym
rozni si¢ od podanego w poprzednich punktach i odpowiada skrecaniu nieswobodnemu. Dla ilustracji
omowimy przyklad preta prostokatnego, w ktorym z warunku symetrii przekroj x = 0 pozostaje plaski
(rys. 12.10).
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P
A
7B mt
P m
S s P i) 64|
wlg®
z s =
~Z —
I e 2l o
P oix *m m
S4<0 G0
y *™1—— znaki przemieszczen “u”
—|+ 7dlo skrecania swobodnego
6,00 5Gy<0
z

Rys. 12.10

Aby zapobiec deplanacji, w obregbie przekroju poprzecznego nalezy rozmiesci¢ naprezenia normalne
ox. W obszarach, w ktorych wystapityby wypuktosci, trzeba wprowadzi¢ naprezenia $ciskajace, a w po-

zostatym obszarze — naprezenia rozciagajace. Blizsza analiza tego problemu prowadzi do wniosku, ze
macierz napr¢zen ma wowczas postac:

Oy Ty Ty
o=7, 0 7./

T Ty 0

czyli oprocz naprgzen normalnych oy pojawiaja si¢ naprezenia styczne 7. Zaburzenia stanu naprgzenia,
gdy jeden przekrdj preta pozostaje ptaski, sa najwicksze dla x = 0 i szybko zanikaja w miar¢ wzrostu
wspotrzednej x. Sztywnos$¢ takiego preta na skrecanie jest wigksza niz podczas skregcania swobodnego.

Wplyw skrecania nieswobodnego jest bardzo istotny w przekrojach cienkos$ciennych. Problematyka ta
jest przedmiotem punktu 13.2.

12.1.7. Zaleznosci energetyczne dla skrecania swobodnego

Do okreslenia zaleznos$ci energetycznych wykorzystamy rownania rownowagi

i hipotezg¢ kinematyczna o nieodksztatcalnosci konturu przekroju preta. W przypadku skrgcania swobod-
nego mamy:

I 0;& dV I 012612 + 0916 + 01383 +03,3)dV .

Stan odksztatcenia Wyraza]q Wzory (12.2) wynikajace z przyjetej hipotezy kinematycznej i zwiazkoéw
geometrycznych. Po ich podstawieniu do powyzszej zaleznosci otrzymujemy:
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J. dV IG{O‘U — X3 +613<t 3 +X2 ]dV I J.(—O'12X3 +613X2)dA s +
14 s A

+j9 j(012t,2 +O'13l"3)dA S.
s L4
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym w pierwszej calce jest momentem skrgcajacym, wige

(u) J‘ ."(—0'12'X3+O'13'X2)d14 dS:J‘Q'WS.
s L4

Wykazemy teraz, ze
A

W tym celu naprezenia 012 i 013 wyrazimy przez funkcje naprezen F(x2, x3) spetniajaca warunek
brzegowy F. = 0 na konturze przekroju. Wowczas
J.(Glzt’z + 0-13t’3 )dA = J.(F::), . l"z - F:z . l‘ﬁ)dA :J. F;3 . t,sz - I F;Z . t,3dA

A A A A
Po scatkowaniu przez czg$ci pierwszej z catek otrzymujemy:

J‘F::;l’sz =J‘|:J.F:3 't,de3:|dX2 :j|:Ft2| iji —J‘F'l’23dX3j|dX :—J‘F't’z:;dA,
A A

bo na konturze przekroju
F(xz,xg) =F(x2,x3+) =F, =0.
Podobnie wykazuje sig, ze
—IEZ 3l = j Fet 3pdd = I F-t33dA.

Wynika stad, ze zalezno$¢ (w) jest prawdziwa.
W podsumowaniu stwierdzamy, ze

J'a & dV j:?]z(s) 6(s)ds.
V K

(12.20)

Wzor (12.20) jest stuszny dla preta wykonanego z materiatu o dowolnej charakterystyce fizycznej. Dla
preta liniowo-sprezystego energie sprezysta U mozna wyrazi¢ nastepujacymi wzorami:

:EJ.,’Z”(S)'Q(S)dS, (12.21)
S
L Rl
Ugyp =— ds, bo O=—,
7=3)Gr G, (12.22)
N
1 2
Ug =—IGJS.6 ds. (12.23)

0;E:dV = | -6 ds,

Sktadniki wewngetrznych prac w1rtualnfch okreslaJJah zalezno$ci:
A

S
&&5dV =J'W-eds.

N

(12.24)

Ne—, =
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12.2. ANALOGIE BLONOWA | HYDRODYNAMICZNA

Wyobrazmy sobie ptaska jednorodna btong (np. bankg mydlana) rozpigta na brzegu o tym samym ob-
rysie co przekrdj poprzeczny preta, poddana rOwnomiernemu rozcigganiu R na brzegu i rOwnomiernemu
ci$nieniu p na powierzchni (rys. 12.11). Z rownowagi rzutow sit pionowych dziatajacych na btong otrzy-
mujemy:

pdy dz+R-ﬁdy dz+R-ﬁdy dz =0,
03/2 &2

skad
P13 p

d}Z 2 R
W powyzszym rownaniu rozniczkowym f{y,z) oznacza rzedne powierzchni wygigtej btony. Na brzegu
ugiecia te sa rowne zeru:

(b) Je=0.

(a)

f =const

Rys. 12.11

Porownujac rownanie (@) i warunek brzegowy (b) z rownaniem (12.7) i warunkiem (12.9) na funkcje
naprezen F(y, z) widzimy, ze zaleznosci te sa identyczne, jezeli przyjmiemy, iz f = F oraz p/ R=2G8.
Analogi¢ t¢ zauwazyl Prandt! w 1903 roku. Z powyzszego wyplywa wniosek, ze ksztalt powierzchni wy-
gictej btony jest podobny do ksztattu funkcji naprezen. Konsekwencja tego sa nastgpujace stwierdzenia:

— warstwice funkcji f{y, z) sa trajektoriami naprg¢zen stycznych <y,
— modut naprezenia T w danym punkcie jest proporcjonalny do najwigkszego spadku (gradientu) po-
wierzchni btony,

— moment skrecajacy V7 jest proporcjonalny do objgtosci zawartej miedzy ptaszczyzna przekroju
a powierzchnia btony.

Zastosowanie blony mydlanej rozpigtej na ramce z drutu o ksztalcie odpowiadajacym przekrojowi po-
przecznemu preta pozwala uzyska¢ w sposob doswiadczalny wszystkie niezbgdne informacje dotyczace
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problemu skrecania swobodnego. Metodg tg stosuje si¢ do wyznaczania stanu naprezenia i sztywnos$ci
skrecania pretow o roznych skomplikowanych ksztattach przekroju poprzecznego. W pretach wydrazo-
nych ksztatt blony ilustruje rys. 2.11d. W obszarze wydrazenia powierzchnia blony jest ptaszczyzna
(f= const).

a) b)

ol d)

Rys. 12.12

Bardzo sugestywne sa analogie hydrodynamiczne. Przedstawimy sens jednej
z nich — analogii Greenhilla (1910 rok). Jezeli ciecz idealna krazy ze statym natgzeniem wiru w rurze
o tym samym przekroju co skrgcany pret (rys. 12.12), to z warunku niescisliwosci otrzymujemy:

(©) ERM
natomiast warunek stato$ci nat¢zenia wiru przyjmuje postac:

M

—_— i = const
(d) & >

%

przy czym v i w oznaczaja tutaj sktadowe predkosci w danym punkcie*).
Wprowadzajac funkcje pradu:

(e) & 5 d} 5
spelniamy rownanie (¢), a z rownania (d) znajdujemy:
2 2
) &—f + (?—2 = const.
& k

Predkosci v i w odpowiadaja napr¢zeniom %y, i %.. Na brzegu predkos$¢ krazacej cieczy ma kierunek
styczny do brzegu, tzn. odpowiada warunkowi brzegowemu w postaci (12.9)*). Linie pradu pokrywaja si¢
z trajektoriami naprezen stycznych .

Za pomocag analogii Greenhilla bardzo tatwo mozna oceni¢ jako§ciowy wptyw réznych czynnikoéw na
rozktad naprezen stycznych. Wptyw otworu kotowego na rozktad napregzen stycznych jest taki sam jak
wprowadzenie do strumienia cieczy nieruchomego walca o tej samej Srednicy co $rednica otworu (rys.
12.12b). Naprezenia (tj. predkosci) w punktach C i D sa réwne zeru, natomiast w punktach 4 i B sa bar-
dzo duze. Podobny wplyw ma potkolisty rowek wycigty rownolegle do osi watu. Najwigksze napr¢zenie
styczne wystgpuje w punkcie £. Analogia hydrodynamiczna pokazuje, jak niebezpieczne dla preta
skrecanego sa szczeliny promieniowe, uniemozliwiajace ,,przeptyw” naprezen. Z analogii hydrody-
namicznej wynika wprost, ze naprezenia styczne we wszystkich wypuktych narozach sa rowne zeru, na-

*) Wielkosci v i w mozna traktowaé odpowiednio jako przemieszczenia u i us w jednostce czasu. Wzér (c)
oznacza zatem, ze dylatacja w ptaskim stanie odksztalcenia jest rowna zeru (&« = 0, por. wzor (2.13)). Ze wzoru (d)
wynika, Ze tensor obrotu @ = u,3— 13, ma wartos¢ stata.

*) Poniewaz wydajno$é wiru jest stata, wigc w jednostce czasu przez rozne przekroje przeplywa ta sama ilos¢

cieczy. Thumaczy to stwierdzona wczesniej dla elipsy i trojkata rownos$¢ pol wykresow naprezen 7.
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tomiast w ostrych wklgstych narozach sa nieskonczenie duze (por. punkty F'i G). Znaczy to, ze nawet
niewielki moment skrecajacy spowoduje uplastycznienie badZ peknigcie preta. Naprezenia te mozna wy-

datnie zmniejszy¢ przez zaokraglenie krawedzi (rys. 12.12d). Stosuje sig¢ to powszechnie w ksztattow-
nikach walcowych.

12.3. SKRECANIE SWOBODNE PRETOW CIENKOSCIENNYCH
12.3.1. Profile zamkniete

Profile cienko$cienne dziela si¢ na dwie zasadnicze grupy: profile zamknigte
(rys. 12.13a) i otwarte (rys. 12.13b). Cecha charakterystyczna tych pretow jest to, ze grubos¢ $cianki jest
niewielka w stosunku do pozostatych wymiarow przekroju. Podziat na profile zamknigte i otwarte wynika
z istotnych r6znic w rozkladzie naprezen i charakterze deformacji.

OD L

IrocC

Rys. 12.13

W profilach zamknigtych przyjmuje si¢ w przyblizeniu, ze napr¢zenia styczne 7 na grubosci scianki
si¢ nie zmieniaja. Zatozenie to w sposob naturalny wynika z rozwiazania, uzyskanego dla przekroju
pier§cieniowego o bardzo malej grubosci $cianki, g = R =& (por. p. 12.1.3 i rys. 12.14).

T,gdc

Rys. 12.14

Rozwazmy dowolny przekrdj cienkoscienny przedstawiony na rys. 12.15. Z sumy sit réwnolegtych do
osi x, dzialajacych na element pokazany na rysunku 12.15¢ wynika, ze

Ty, - 81 = Tx, - &2 = Tx(c)- g(c) = const. (12.25)

Zwroémy uwage, ze zaleznos¢ ta w analogii hydrodynamicznej wyraza stata wydajnos$¢ przeptywu niesci-
sliwej cieczy.
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Obliczymy teraz moment skrgcajacy z uwzglednieniem zaleznosci (12.25):

(@) = J. 7. (c)-g(c)-h(c) dec =7, 'gJ‘ h(c) de,

gdzie h(c) jest wysokos$cia elementarnego trojkata o podstawie dc (por. rys. 12.15). Pole tego trojkata
dA. = h(c) dc/ 2. Uwzgledniwszy ten fakt otrzymujemy:

M=27,24.,

skad
R4

T 249

7. (12.26)

przy czym A. oznacza pole ograniczone linia Srodkowa konturu przekroju (rys. 12.15d). Maksymalne na-
prezenie styczne 7 wystepuje tam, gdzie g = gmin. Wobec tego

_wm
Txmax - VV? ’

(12.27)
Ws=2A4." gmin-

Rys. 12.15

Pozostaje jeszcze okreslenie sztywnosci przekroju na skrecanie. Wykorzystamy tu twierdzenie Cla-
peyrona utozone dla preta o dugoscei dx, obciazonego zewngtrznym momentem skrgcajacym U7 (por. rys.
12.15c¢):
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b) %mzem:% J'(r,%/G)dA .

A

Po uwzglednieniu, ze dA = g dc oraz wzor (12.26) na naprgzenie 7 otrzymujemy:

gzLjﬂfzogdc: W[ de
© M 4alPG aGa Y g
skad _
R4 . 2 dc
0=—  adziec J. =44 I , 12.28
GJ, 8 y ¢ Cg(c) ( )

12.3.2. Profile otwarte

Dowolny profil otwarty mozna traktowac jako przekrdj ztozony z n elementow
o ksztatcie wydtuzonego prostokata.

a) b) 9=2a
—F
A +
1 B
ot
Tz ¥;\1 " !
y m‘} T
|t
h>>g “,‘ bt ’
\‘\\‘ 1// L
z
TXZ @
® |

Rys. 12.16

Sprébujemy znalez¢ rozwiazanie przyblizone dla takiego prostokata. Zastosujemy funkcj¢ naprezen
dla elipsy, w ktorej b — oo, przy czym b = h/2 oraz a = g/2 << b (por. p. 12.1.2 i rys. 12.16):

212 2 2 2
. a“h y- oz ) g j
F(y,z)=—1lim| G@ —t—-—1||=-G —=.
@ (r-2) b—»x{ a® +b? [aZ b? ﬂ H(y 4

Tak przyjeta funkcja naprezen spetnia warunek brzegowy tylko dlay = g/2. Dlaz =+/ /2 funkcja

F jest rozna od zera (rys. 12.16a). Niemniej jednak okazuje sig, ze dla odpowiednio duzego stosunku 4/g
btad w naprgzeniach jest znikomy. Ilustruje to wykres na rys. 12.17 (por. Mutermilch, Kociotek [29],
str. 18).
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dokt.

T max
T _Przybl.

XZ max

- big
Rys. 12.17
Obliczymy teraz moment bezwtadnosci na skregcanie Jg:
g ’ g ’
(e) .‘Z7?=2deA=—2G jysz—TIdA =-2G JZ—T-A =
A A
3 2 3
__sGe.|te_& g|= Gghi,
12 4 3
skad .
3
Js=§-h-g . (12.29)
Wobec tego
2 & | 5 g
F=F(y)=-G - |=—— -
% (») =5 A
Naprezenia styczne wynosza:
’ ’ ’ T —E—O T ——a—F—T —ﬁy (12.30)
Xy & > Xz @} X JS > .
a maksymalne napr¢zenia styczne okresla wzor:
20 g W
Tx max 7 'EZJ_'g- (12.31)

N A

Przyblizony rozktad napr¢zen stycznych w wydtuzonym prostokacie obrazuje rys. 12.16b. Nawiazujac
do wzordéw (k) z p. 12.1, zwracamy uwage na to, ze moment skrecajacy przenoszony przez naprezenia 7z
jest rowny tylko 2V7/2. Druga polowg momentu przenosza naprezenia 7y, ktore w rzeczywistosci
pojawiaja si¢ tylko w poblizu krétszych bokow przekroju. Naprgzenia te, stosownie do przyblizonego
ksztaltu funkcji naprezen, przyjmuja wartosci nieskonczenie duze, ale dzialaja na nieskonczenie malym
polu. W efekcie odpowiadajace im wypadkowe tworza nieskonczenie mata parg sit o nieskonczenie
duzym ramieniu. Moment tej pary sit jest jednak skonczony, co wynika z badania symbolu nieoznaczone-
go. Warto$¢ tego momentu jest rowna potowie momentu skrgcajacego, tzn.

J.Z'xy -sz:%%
A

Trzeba doda¢, ze przyjete przyblizenia nie wprowadzaja jednak duzych btedow, jezeli chodzi o sztyw-
no$¢ skrecania wynikajaca ze wzoru (e).
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I h1 1
T _m:;’ :_'191— h
49, S
J |
)
i .
+ = —:L.—:;—::Jg ==I19%
hs '

Rys. 12.18

Dla przekroju sktadajacego si¢ z wigkszej liczby wydtuzonych prostokatow naprgzenia maksymalne w
poszczegdlnych elementach obliczamy wedlug wzoru:
B2 :
(g) Txin..gﬂ l=1: 25

S1

ey 1,

gdzie V7l oznacza moment skr¢cajacy przenoszony przez i-ty prostokat (rys. 12.18).
Wykorzystamy teraz fakt, ze jednostkowy kat skrecania dla kazdego z prostokatow tworzacych prze-
kroj jest taki sam i rowna si¢ jednostkowemu katowi skrgcania calego przekroju ztozonego. Mamy wigc:

0 P, W Py
*) GJsl GJSZ ) GJsi Gan G']S ’
przy czym
n
(i) D= D+ Db+ .. + W+ . + D= M.
i=1
Z zalezno$ci (h) otrzymujemy:
() D= G 1si,

skad
n n

k) M= V=GO J;=GbJ,.
i=1 i=1

Whioskujemy zatem, ze

n n
1 3
Js=2 Ju=32 b g (12.32)
i=l1 i=l1
natomiast z zaleznosci (#) wynika, iz
) =L :ﬁ=G€:const.
J J

Si s
Poniewaz wzor (12.32) jest przyblizony, w zalezno$ci od ksztattu przekroju stosuje si¢ niekiedy mnoznik

poprawkowy a bliski jednosci. Wtedy

1 n
J, = a-EZhi gl (12.324)
i=1

Uwzgledniwszy zalezno$¢ (/) we wzorze (g) otrzymujemy ogolny wzor na obliczenie naprezenia mak-
symalnego w "i-tym" prostokacie
. e

i =& (12.33)

N
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Maksymalne naprgzenie styczne w catym przekroju

Tx max :J_. &max - (12.34)
N
Ze wzoru (12.34) wynika, ze ;
Wy =—". (12.35)
&max

Oznacza to, ze najwigksze naprezenia styczne w profilu otwartym wystepuja tam, gdzie grubo$¢ $cianki g
jest najwigksza.

a)

Rys. 12.19

Na uwagg zastuguje fakt, ze podczas skrgcania swobodnego przekroju otwartego deplanacja jest bar-
dzo wyraznie widoczna. [lustruje to rys. 12.19. W trakcie montazu konstrukcji ztozonej z pretow
cienko$ciennych trudno jest stworzy¢ takie warunki, by byta swoboda deplanacji. Dlatego tez wyprowa-
dzone wyzej wzory tylko w pewnych szczegdlnych przypadkach stuza do oceny wytrzymatosci otwar-
tych pretow cienkosciennych.

12.3.3. Poréwnanie skrecania swobodnego pretéw cienkosciennych zamknietych i otwar-
tych

Bardzo sugestywnym przyktadem ilustrujacym réznice migdzy skrecaniem swobodnym przekrojow
zamknigtych i otwartych jest rura cienkoscienna. Rysunek 12.20a przedstawia profil zamknigty, a
rys. 12.20b — profil otwarty, uzyskany przez rozcigcie rury wzdtuz tworzacej. Na obu rysunkach podano
odpowiedni ksztatt funkcji naprezen F(y, z). Zasadnicze réznice polegaja na:
— charakterze rozktadu naprezen stycznych na grubosci $cianki,
— warto$ci naprezen maksymalnych,
— sztywnosci skrecania przekroju.
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Rys. 12.20

Rozktady naprezen roznia si¢ jakosciowo: w profilach zamknigtych naprezenia na grubosci $cianki sa
stale, a w profilach otwartych zmieniaja si¢ liniowo przyjmujac, warto$ci zerowe w punktach linii §rod-
kowej konturu. W przekrojach zamknigtych najwigksze naprezenia styczne wystepuja tam, gdzie
g = gmin, @ W przekrojach otwartych tam, gdzie g = gmax-

Rozwazmy dwa prety wykonane z rur kolistych o takich samych grubosciach $cianek, przy czym je-
den z pretow ma przekrdj zamknigty a drugi otwarty (rurg przecigto wzdtuz tworzacej). Jesli oba prety
skrecane sa takim samym momentem, to stosunki jednostkowych katow skrecania wynosza:

4o _ s
FORNT0

a stosunki maksymalnych naprezen stycznych:

0 g
& o)

Moment bezwtadnosci na skrecanie dla rury o profilu zamkni¢tym wynosi:

2 4
J§Z) :4143 /(ligdc) _dnrg =21 g,
g 27mr

a rury rozcigtej (profil otwarty)
1 3 1 3 1 3 2 3
J§0)=§E hi'gi :gg E hizgg 2717":§7Z7"g

Odpowiednie warto$ci wskaznikdw wytrzymatosci sa nastepujace:
J(O) 2 2
-5 = 3 g,

(0) 0) 2
Tx - 3{1) aaz 6( = 3(1} .
9 g 63 \g

Jesli na przyktad r/g = 15, to 7)(60) : z-)(CZ) =451 9.9 = g75 (!).Widzimy wigc, ze naprezenia w prze-

kroju otwartym sa kilkadziesiat razy wigksze, a kat skrecenia jest az kilkaset razy wigkszy od odpowied-
nich wartosci dla przekroju zamknigtego.

WP =24, g=2m’g, W=

Wobec tego
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