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9. € N>
DZIALANIE SILY NORMALNEJ

9.1. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE

Przyjmiemy, ze materiat preta jest jednorodny i izotropowy. Jesli ponadto zalozymy, Ze pret jest pry-
zmatyczny, to stuszne sa wzory podane przy omawianiu proby rozciagania i $ciskania dla zakresu linio-
wo-sprezystego. Przyjelismy wowczas hipotezg plaskich przekrojow i zatozenie o pokrywaniu sig¢ gtow-
nych osi naprgzen i odksztalcen z uktadem osi przechodzacych przez geometryczng o$ preta.

Zanim przejdziemy do wzoréw na naprgzenia, odksztatcenia i przemieszczenia, wprowadzimy zamiast

uktadu osi x1, xp, x3 uktad osi x, y, z. Wspolrzedne wektora przemieszczenia ug, up, u3 oznaczymy odpo-
wiednio u, v, w.
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Rozwazymy pret o dlugosci /, poddany czystemu rozciaganiu (rys. 9.1). Oznacza to, ze na dlugosci
preta wykres sit normalnych jest staty, a pozostate sity wewngtrzne sa rowne zeru. Zgodnie z zasada de
Saint-Venanta nie precyzujemy blizej sposobu przylozenia sity N i pominiemy analiz¢ ewentualnych
zaburzen na koncach preta. Zatozymy ponadto, ze o$ preta na lewym koncu jest unieruchomiona, a na
koncu prawym moze si¢ przesuwac tylko wzdhuz osi x. Geometri¢ odksztatcenia ilustruja linie przerywa-
ne narys. 9.1qa, d.

Stosownie do wzordéw (8.1) site normalng definiujemy nastgpujaco:

def
N = I 0,.(y,z)d4, gdzie o, =0y,. 9.1)
A

Definicja ta jest stuszna dla dowolnego prawa rozkladu napr¢zen normalnych gy. Jesli jednak obowiazuje
hipoteza ptaskich przekrojow, a materiat preta jest jednorodny, to ze zwiazkéw fizycznych wynika row-

nomierny rozktad naprezen g, w obrebie przekroju A. Wobec tego g, mozna wylaczy¢ przed znak calki:
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N=0xJ'dA:ax A,
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stad o, = 9.2)

N

Pozostale wspotrzedne tensora naprezenia sa rowne zeru, a stan napre¢zenia zwiazany z osiami x, y, z ob-
razuje macierz:

@, 0 00
c=50 0 0f (9.3)

B0 0 of

Poniewaz osie x, y, z sa glownymi osiami odksztatcen, wigc odksztalcenia katowe sa rowne zeru, a
odksztatcenia liniowe oblicza si¢ ze zwiazkow fizycznych (wzory (4.3)):

g N
£, ==X =—f) 9.4
Sy 04
VN
£,=€, =-VIg, = “EA 9.5
lloczyn EA nazywa si¢ sztywnosciq rozciqgania (Sciskania) przekroju. Macierz € ma postac:
(&, 0 0 O
e=0 -ve, 0 (9.6)
HO 0 -ve

Przemieszczenia obliczymy ze zwiazkdéw geometrycznych. Z hipotezy ptaskich przekrojow wniosku-
jemy, ze wspotrzedna u; = u jest tylko funkcja x. Wobec tego mamy:

& 5 S
* Ox dx Yooy

£, = g, =

_O) _du v _ow
oz

stad:
u=u(x) =J'£xdx +C =N &+,
EA
vEv(p) = [£,dy O = 5 0y (x,2),
EA
wEw(e.p.2) = [+ Calxy) = ey,
EA

State catkowania trzeba obliczy¢ z warunkow brzegowych oraz przyjetej kinematyki odksztatcenia. Naj-
bardziej interesuja nas oczywiscie przemieszczenia u(x). Poniewaz u(0) = 0 (lewy koniec prgta jest unie-
ruchomiony), wigc C1 = 0. Okazuje sig, ze stale C» i C3 tez sa rowne zeru. Ostatecznie otrzymujemy:

u(x,y,z) = u(x) 2% O, B

]

— () =y
v(x,y,2) =v(y) = -V i @,B 9.7
W(x, y.2) = w(z) = —vE—]\; E.E

Pelne wyprowadzenie wzorow (9.7) zawiera podrecznik Piechnika [34].
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Wszystkie podane wyzej zaleznosci sa Sciste tylko dla preta pryzmatycznego. W przypadku pretow o
zmiennym przekroju nie sa spetnione warunki brzegowe dla napr¢zen. Latwo si¢ o tym przekonaé, ukta-
dajac rownania réwnowagi dla elementu potozonego przy krawedzi przekroju (rys. 9.2b). Warunki na

powierzchni (p; = 0jn;) wymagaja, by w poblizu krawedzi preta wystgpowaly rowniez naprezenia stycz-
ne Ty, i normalne o (rys. 9.2¢). Przy tagodnej zmianie przekroju wartosci te sa jednak pomijalnie mate, a

wykres naprezen normalnych Oy jest prawie rownomierny (por. rys. 9.2¢).

Przejdziemy obecnie do zagadnien energetycznych. Obliczymy najpierw wartos¢ calki objetosciowej z
iloczynu tensorow napre¢zenia i odksztalcenia przy dziataniu sity normalnej. Jesli przyjmiemy, ze w kaz-
dym punkcie dowolnego przekroju preta wystepuja tylko naprezenia normalne 0j1 = Gy, to catke t¢ moz-
na zapisac nastgpujaco:

on-s,-j v :Iaxsx av.
v vV

Catke wzgledem objgtosci V' zamienimy na calkg iterowana:

0 0
[oies av =I§[axsx dAgds,
Vv s =4 L

gdzie s jest dlugos$cia preta (moze to by¢ rowniez pret stabo zakrzywiony),
a ds — elementem tuku mierzonym na osi preta.

Gdy obowiazuje prawo ptaskich przekrojow, to odksztalcenie € w obregbie danego przekroju jest state, co
pozwala wylaczy¢ je przed catkg wzgledem A. Zatem:

g g g g
[J/'JijsijdV =[£x EA UXdA%’S =JS'A§/[0di§JS ,

gdzie A = &, i oznacza wydtuzenie wzgledne osi preta.
Calka w nawiasie, stosownie do definicji (9.1), jest sila normalna N. Nalezy podkresli¢, ze definicja ta jest

stuszna dla zupelnie dowolnego rozktadu napr¢zen normalnych oy (s, y, z). Wobec tego

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 2 9. DZIALANIE SILY NORMALNEJ 4

Iaijeij- dv :J-N(S)/\(S) ds. 9.9)
V s

Aby powyzsze rownanie byto prawdziwe, wystarcza tylko, ze jest spetniona hipoteza plaskich prze-
krojow. Materiat prgta moze by¢ nieliniowo-sprezysty lub niesprezysty i w obrebie przekroju niejedno-
rodny. Wielkosci Ni A sa w ogdlnosci zmienne na dtugosci preta.

Obliczymy teraz energi¢ sprezysta U, zmagazynowang wewnatrz preta. Stosownie do wzoru (6.8) oraz
na podstawie wzoru (9.8) otrzymujemy:

Uzl%ayeijgdrfzé‘[m ds. 9.9)

Przy dziataniu sity normalnej na jednorodny, izotropowy pret sprezysty odksztalcenie & = A mozemy
wyrazi¢ przez site N oraz sztywnos$¢ E4 wedlug wzoru (9.4). Wowczas

Uy =+ N—zds ub Uy =+ [(EAN ds (9.10)
NT3)Ea A 2I ' '
S

N
Zaleznos¢ (9.8) stuzy rowniez do obliczenia pracy rzeczywistej sity N na wirtualnym wydhuzeniu A
(por. prawa strona wzoru (3.2)):
Ia,-jg-, av :INde. 9.11)
V s

Podobnie uzyskujemy wyrazenie na prace wirtualnej sity N na rzeczywistym odksztalceniu &, = A:
V s

9.2. NAGLE ZMIANY PRZEKROJU. KONCENTRACJA NAPREZEN

W przypadku naglych zmian przekroju preta przyjecie rownomiernego rozktadu naprezen normalnych
Oy jest juz niewlasciwe. W miejscach zmian przekroju sktadowe naprezen stycznych i normalnych w
pozostatych kierunkach sa znaczne. Na krawedziach otwordw i wcieé¢ powstaja bardzo duze naprezenia
normalne gy (rys. 9.3), wielokrotnie wigksze od naprgzen $rednich, obliczonych dla rownomiernego roz-

ktadu. Obliczenia dla takich pretow nalezy przeprowadzaé na gruncie teorii sprezystosci i plastycznosci.
Wplyw promienia krzywizny zaokraglenia krawedzi w miejscu zmiany przekroju ilustruje rys. 9.35 c.
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Rys. 9.3
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Gdy R = 0 (krawedz ostra), to naprgzenia 0y daza do nieskonczono$ci. Warto o tym pamigta¢ podczas
projektowania konstrukcji. Zmniejszenie naprezen uzyskujemy nawet wowczas, gdy ,,ostabimy” przekroj
przez nawiercenie otwordw na krawedzi zmiany przekroju (por. rys. 9.3d).
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Rys. 9.4

Jezeli material preta jest kruchy, to po osiagnigciu przez naprezenia normalne wytrzymatosci na roz-
ciaganie nastgpuje peknigcie rozdzielcze 1 nagle zniszczenie konstrukcji. Jezeli materiat jest ciagliwy, to
obszar koncentracji naprg¢zen stopniowo uplastycznia si¢ w miarg wzrostu sily (por. rys. 9.4). Widzimy
wigc, ze dla materiatu ciagliwego osiagnigcie przez naprgzenia granicy plastycznos$ci nie oznacza jeszcze

zniszczenia. Jako zniszczenie przyjmuje si¢ osiagnigcie tzw. nosnosci granicznej (N = Np), kiedy nastapi
uplastycznienie catego przekroju ostabionego otworem lub wcigciem. Trzeba jednak pamigtaé, ze pod
wpltywem obciazen dynamicznych materiat ciagliwy zwigksza swa kruchos¢. W tych przypadkach nie-
uwzglednienie koncentracji naprezen moze prowadzi¢ do niespodziewanego zniszczenia.

Na zakonczenie mozemy sformutowac nastepujace uwagi:

— w miejscach naglych zmian przekroju wystgpuje spigtrzenie naprezen, ktore jest grozne dla materia-
16w kruchych lub obcigzonych dynamicznie materialow ciagliwych,

— gdy material jest ciagliwy, to przy statycznym obcigzeniu nast¢puje wyréwnywanie naprgzen,
a zniszczeniu towarzysza widoczne deformacje,

— przekroje ostabione wcigciami (otworami) maja mniejsza zdolno$¢ do przenoszenia obciazen, a o
no$nosci preta decyduje najmniejszy przekroj,

—duze zlagodzenie efektu koncentracji uzyskuje si¢ woéwczas, gdy zmiana przekroju przebiega
W sposob ptynny, a zaokraglenia maja mozliwie duzy promien krzywizny.

Whioski dotyczace gwattownych zmian przekroju maja charakter ogoélny i obowiazuja rowniez pod-
czas dziatania innych sit wewngtrznych.
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Zbiory wypukte

Zbiory niewypukie
5 @Z

Rys. 9.5

X 27

Problem spigtrzenia naprezen wiaze si¢ z pojeciem wypuktosci zbioru. Cecha zbioru wypuklego jest
to, ze odcinek taczacy dwa dowolne punkty zbioru lezy wewnatrz zbioru. Jezeli mozna znalez¢ takie od-
cinki, ktoére nie maja tej wtasnosci, to dany zbior jest niewypukty. Przyklady zbioréw wypuktych i nie-
wypuktych podano na rysunku 9.5. Ogdlnie biorac, koncentracji napr¢zen mozna si¢ spodziewac tam,
gdzie zbior punktow tworzacych cialo jest niewypukty. Do takich przypadkow oprocz otwordw lub weigé
zaliczamy rowniez miejsca przytozenia obciazen skupionych. Wynika to stad, ze obciazenia skupione
przekazywane sa na niewielkich obszarach przez inne cz¢sci konstrukeji (lub narzedzia), tworzace tacznie
z dana konstrukcja zbiory niewypukte.
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