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21. €1
WYBRANE WIADOMOSCI Z MATEMATYKI

21.1. ZAPIS WSKAZNIKOWY | WZOR GREENA-OSTROGRADSKIEGO-GAUSSA

W uktadzie kartezjanskim x, y, z wersory oznaczamy zazwyczaj symbolami:
i, j, k. Duza zwartosc¢ i czytelno$¢ oraz latwo$¢ zapamigtania wzorow zapewnia tzw. zapis wskaznikowy,
w ktorym osie uktadu oznacza si¢ nastgpujaco: x; =x, xo =y, x3 =1z, a wersory e;=1i, eo=j, e3=k. Dla
wskaznikoéw (indeksow) rezerwuje sig¢ litery alfabetu lacinskiego, np. x; (i =1, 2, 3). Stosownie do tej

umowy wspotrzedne wektora A: Ay, A4y, A, oznacza sig przez A1, A2, A3 lub krotko 4;
G=1,2,3).

W przestrzeni tréjwymiarowej bardzo czgsto powtarza si¢ sumowanie od 1 do 3 wzgledem pewnych
wskaznikow. Dlatego — zgodnie z umowa sumacyjna wprowadzong przez Einsteina — opuszczamy znak

sumy w jednomianie, jesli indeks sumowania wystepuje w nim dwa razy. Na przykltad:
3

A= Z Aiei = Alel + A2e2 +A3e3 = Aiei,
i=1

M

1B =1 B +1j3 By + 1383 = Tj; B,
=1
3

~

8pp 2811 +822 +833 =8pp.
1

i
Powtarzajacy si¢ indeks (tzw. wskaznik niemy) mozna oznaczy¢ dowolna litera alfabetu (np.
6pp =08, =98;;).

Pochodna czastkowa wzgledem wspotrzednej x; zaznaczamy przecinkiem na poziomie wskaznika
wedlug wzoru:

0
ox, (O)=0);-
Na przyktad
ou ; 2
6_F:FJ LTk O G
x Ox; 0Ox,0x;

0
p

Tensorem w przestrzeni 3-wymiarowej nazywamy taki obiekt, ktéorego wspotrzedne przy obrocie
uktadu osi x; do potozenia x,, transformuja si¢ wedtug nastgpujacego prawa:
Tp'r'...s' =Ly kQip'Q iy Qs

gdzie a;, = cos(x;,x,) =a,;, aliczba wskaznikow okresla rzad (walencjg) tensora.

ip pli»

Transformacja wektora (tensora I rzedu)
Ay =4ia;,y (=12, 3 p'=1,2",3).
Identycznie transformuja si¢ wspoirzedne punktow:

Xp =X;djp'-

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Dodatek 21. WYBRANE WIADOMOSCI Z MATEMATYKI 2

Transformacja tensora Il rzedu
Gp'q' zcijaip'ajq' (iaj: 1: 27 37 p'aq’: 1'7 2'3 3')
Dodawanie tensorow i macierzy
C:A+B: Ci :Ai+Bi’
P=T+S: Pl:];]+Sl]

MnoZenie tensorow

Gk = 4By,
Bir = Tije Sk »
q):Rl]Ul]’

MpnoZenie macierzy

C =A B: Cl-j=AirB,j,(iz1,2,...,m,j=1,2,...,n, r=12,...,s),

mxn mxssxn

u=D x: yy=D,x,, (i=12,....mr=12,..,s),
mx1l  mxssxl

f= x T z: f=xz, (=12,..,n).

Ixn nxl1

Iloczyn skalarny wektorow

A-B= |A||B|coscp = A4;B;.

Delta Kroneckera
l,i=j,
6.,:e..e.:
v {O,i;tj.

Zamiana wskaZnika za pomoca delty Kroneckera
P = B,
na przyktad
A-B=4;Bje;-e; = Ai(Bjazjj) = A4;B;.

Symbol permutacyjny

0, gdy i=j, i=k lub j=k,
e¢jr =411, gdyi, j, k przedstawiaja permutacje cykliczna liczb 1,2,3
-1, gdy i, j, k przedstawiaja permutacj¢ cykliczna liczb 3,2,1.

lloczyn wektorowy

C=AxB-= eljkelA]Bk
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Jednostkowy wektor normalny do powierzchni §

n=ne| +ne, +n3e3 =n;e;,
|n|= 1, a wspbhrzedne tego wektora sa kosinusami kierunkowymi normalnej do powierzchni S:

n; =cos(n,x;), przy czym n; -n; = n12 + n% +n% =1

Twierdzenie Greena-Ostrogradskiego-Gaussa na zamiang catki powierzchniowej na objgtosciowa:
Jesli w obszarze o objetosci V ograniczonym powierzchniq S okreslone jest pole wektorowe
F(xy,x5,x3), ciagle wraz z pierwszymi pochodnymi, to obowiqzuje wzor:

[F-nas=[divFar
S 14
lub w zapisie wskaznikowym
J.F;-nl- dS=J.F,~J v .
N vV
Twierdzenie to jest stuszne rowniez dla pola skalarnego @ (xy,x,,x3):

ch nde=I®,jdV; (=12, 73).
S V

21.2. 0 WEKTORACH WLASNYCH | WARTOSCIACH WLASNYCH TENSORA
SYMETRYCZNEGO"

Tensor cj; mozna traktowac jako operator liniowy przyporzadkowujacy wektorowi ny wektor m; z tej
samej przestrzeni, stosownie do transformacji:

1

(@) m, =G ,n,.

Jesli wektor m; jest rownolegly do wektora ng, to wektor ny nazywamy wektorem wltasnym tensora Gijy.
W tym przypadku transformacja (a) przybiera postac:

) G jxhy =0 n;j.

Liczbg 6 nazywamy wartosciq wlasnq (gtowna) tensora cji.
Rozwazmy przypadek, gdy oj; jest tensorem symetrycznym, czyli cj; = oy;, a jego skladowe sa

liczbami rzeczywistymi. Roztozymy wektor n; oraz liczbg 6 na czg$¢ rzeczywista i urojona:

n;=Re(n;)+ilm(n;),
© {c =Re(o) +ilm(c), i=+-1
Po podstawieniu (c) do zaleznos$ci (b) otrzymujemy:
6 ji[Re(ny ) +i-Im(ny )] =[Re(c)+i-Im(c)]-[Re(n;) +i-Im(n;)].
Poniewaz wspolrzedne oy, sa rzeczywiste, zachodza zaleznosci:
o jx Re(ny) =Re(o)Re(n;) —Im(c) Im(n)),
o j Im(ny ) = Re(o)Im(n ;) +Im(c)Re(n ;).

Po pomnozeniu pierwszej z tych zalezno$ci przez Im(n;)), a drugiej przez Re(n;) otrzymujemy:

*) Wedtug [52].
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@ {c Jk Re(ng)Im(n ;) = Re(c) Re(n ;) Im(n ;) — Im(c ) Im(n ;) Im(n ),

O jk Im(ny,) Re(n;) = Re(c)Im(nj) Re(nj) +Im(c) Re(n;) Re(nj).

Drugie z powyzszych rownan, dzigki symetrii tensora o, mozna zapisa¢ nastepujaco:

(e) Oy Re(nk)lm(nj )=Re(oc )Im(nj)Re(nj )+ Im(c JRe(n;)Re(n;).

Odejmujac stronami roéwnanie (d); od rownania (e¢) mamy:

1) (o4 —o jx)Re(ny)Im(n;) = Im(c)-[Re (nj)Re (n;)+Im( n;)Im(n;)|
Lewa strona rOwnania (f) jest rowna zeru, bo o; = oj;. Wynika stad, ze:
(2) Im(c) =0.

Wynika stad, ze wartosci wlasne tensora symetrycznego sq rzeczywiste.
Oznaczymy przez n/(cl) oraz nscz) dwa rozne wektory wlasne, a przez ¢; i o, dwie odpowiadajace
im warto$ci wiasne tensora symetrycznego cj. Stosownie do zaleznosci (b) zachodza rownania:

(¢ k}’l( ) =0 I’l(l), ijl’l](cz) 2027252).

Pierwsze z nich mnozymy przez n5.2) , a drugie przez nﬁ.l) i odejmujemy stronami. Prowadzi to do
zaleznosci:
(h) (ij ij)n() (2 )—(G —G )n(l) (2)

Lewa strona tego rOwnania jest rowna zeru, bo 6j; = oy;. Jezeli 61 # 65, to

0 aDn —0.

Wektory wlasne odpowiadajace réoznym wartoSciom wilasnym tensora symetrycznego sq zatem
wzajemnie prostopadie.

21.3. FUNKCJA HEAVISIDE'A | FUNKCJA DIRACA

W praktyce wystepuje wiele funkcji, ktore trzeba definiowac przedziatami. Rozwazmy np. nastgpujaca
funkcje:
0, x<a,

(a) H(x—a)z%-[sgn(x—a)+1]= %, x=a,

1, x>a.

Rys. 21.1

Jest to tzw. funkcja skoku jednostkowego lub funkcja Heaviside'a (rys. 21.1). W punkcie x = a funkcja
H(x—a) jest $cisle biorac nieciagta. Rozwijajac ja jednak w szereg Fouriera dla x = a, zaklada si¢

niekiedy, ze jej warto$¢ — stosownie do wzoru (a) — wynosi 1/2.
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Pochodna funkcji Heaviside'a w tradycyjnym sensie nie istnieje. Pewien poglad na te sprawe daje ana-
liza pochodnej funkcji ciaglej, bedacej przyblizeniem funkcji H(x —a). Rozwazmy mianowicie funkcjg
przedstawiona na rys. 21.2a i zapisang nastgpujaco:

0, x<a-—g,
x—(a—c¢)
) f(x—a)= 2—,a—8<x<a+8,
€
1, x>a+e.

b)
1
X
c) 5
. . X
b a c
Rys. 21.2
Pochodna tej funkcji jest okreslona zaleznos$cia (por. rys. 21.2b):
0, x<a-g,
(c) izf'(x—a)z i, a—-eg<x<a+e,
dx 2g
0, xX>a+e.

Zwroé¢my uwage na bardzo istotna wiasno§¢. Chodzi o to, ze pole prostokata odpowiadajacego
wykresowi pochodnej jest zawsze rowne 1, niezaleznie od wartosci €. W miar¢ zmniejszania ¢ rz¢dna
funkcji f(x—a) rosnie, by dla € = 0 osiagna¢ warto$¢ nieskonczong (rys. 21.2¢). Ten graniczny
przypadek mozemy uwaza¢ za pochodna funkcji H(x —a). Nazywamy ja funkcja Diraca (delta) i
definiujemy nastgpujaco:
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0, x<a,
. - df

) d(x—a)=H'(x—a)=lim~*—=qw0, x=a,
e—0dx

0, x>a.

Funkcjg Diraca mozna sobie wyobrazi¢ jako prostokat o nieskonczonej wysokosci i zerowej szerokosci
oraz o polu rownym jedno$ci. T¢ ostatnia wlasno$¢ mozna zapisa¢ nastgpujaco:

C
(e) IS(x—a)dle, b<a<ec.
b

Druga bardzo wazna cecha funkcji delta jest wlasnos¢ filtracji. Polega ona na tym, ze zachodzi zalezno$¢
(por. rys. 21.3):

0 [3(x-a)-g(x)-dx = g(a)

b
Whasnos¢ filtracji wynika bezposrednio z zaleznosci (e).

g gix)

— j P /Q
\ X .
¥

o | /

& (x-lgk) L
a7
S{x-algla) a
3
X
Rys. 21.3 Rys. 21.4

Wprowadzenie funkcji Heaviside'a i Diraca dalo poczatek tzw. teorii dystrybucji, czyli teorii funkcji
uogoélnionych. Podstawy teorii dystrybucji powstaly juz w drugiej potowie XIX wieku, jakkolwiek
kompletng teori¢ i spdjny aparat pojeciowy zbudowano w latach czterdziestych obecnego stulecia.
Dystrybucje H(x—a) i 8(x —a) pozwalaja w zwarty sposob zapisa¢ i wykonywac¢ catkowanie funkcji
nieciagtych. Na przyklad obciazenie belki z rys. 21.4 mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

q(x) = P-S(x—a1)+q-[H(x—a2)—H(x—a3)].

Praktyczny sens bezposredniego calkowania funkcji nieciaglych poznamy przy omawianiu metody
zaproponowanej przez Clebscha juz w 1862 roku (por. p. 21.4). Uzyteczno$¢ zapisu dystrybucyjnego
mozna roéwniez zaobserwowa¢ przy formulowaniu rownan pracy wirtualnej, tam, gdzie wystepuja
skupione sity lub odksztalcenia.

21.4. CALKOWANIE ROWNANIA ROZNICZKOWEGO
LINIl UGIECIA METODA CLEBSCHA

Metode Clebscha zilustrujemy na przykltadzie belki pryzmatycznej z rys.21.5a. Roéwnanie
rozniczkowe linii ugigcia ma postac:

(@) —EJ-w"'= M(x),
przy czym roéwnanie M(x) jest opisane o$mioma réznymi funkcjami w kazdym z przedzialow: 0-1,

1-2,...,7-8. W kazdym z nich obciazenie belki jest ciagle.
W podejsciu klasycznym nalezaloby rozwiaza¢ osiem rownan rozniczkowych (a), a szesnascie stalych
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catkowania obliczy¢ z warunkow brzegowych i rownan ciaglosci funkceji w(x) oraz w'(x) na granicy prze-
dziatow.

Sens metody Clebscha polega na odpowiednim zapisaniu rbwnania momentéw M(x) w postaci jednej
funkcji. Daje to te korzys¢, ze niezaleznie od charakteru funkcji obciazenia g(x) liczba statych catkowania
odpowiada rzedowi rownania rdézniczkowego (a) i jest zawsze rowna dwa.

Zasady zapisu funkcji momentoéw i sposobu catkowania sa w istocie rzeczy efektem zastosowania
podejscia wlasciwego teorii dystrybucji. Zasady te mozna stresci¢ w nastgpujacych punktach:

a) poczatek uktadu wspotrzednych (x, w) przyjmuje si¢ na lewym koncu belki,

b) wszystkie sktadowe wyrazenia na moment zginajacy w przedziale poprzednim musza powtorzy¢ si¢
bez zmian w przedziale nast¢pnym,

c) wszystkie cztony  wyrazenia na  moment zginajacy powinny zawiera¢é mnoznik

(x—a;)" , gdzie a; oznacza odlegtos¢ poczatku danego przedziatu od poczatku uktadu wspotrzednych, a

n — liczbe naturalna,
d) catkowanie réwnania powinno przebiega¢ bez rozwijania wyrazen w nawiasach wedtug schematu:

_ it
(b) LJ‘(x_ai)ndx:(x a;)
n! (n+1)!
al 32N 12KN/m 24LKN/m BakNm o N
o b ST 2 s 67/"8 y
VES6KN py  Econst IVB=1O6kN
% |
w aFlm
:._ozzinjp i :
O = - — s
QGLTSm | b=-a;az1.5m
~ a=6m K L
7 ag=75m T L
~  am=8m j’
’ Gégm —
"I
b) P c) <.M
a [ x-a a | x-a
X i ‘X
d) q

et
b |
1]
—
e —|
fe—
_—
e

as a, L \q
& 7 +—
X A——=x
e o

m " /rﬂ/f

Rys. 21.5
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Pewnego komentarza wymaga spelnienie zasad b) i c¢). Przy dziataniu sily skupionej mnoznik
(x—a;)" wystepuje w sposob naturalny, gdyz dla x > a; mamy M(x)=—P(x— a,‘)1 (rys. 21.5b). Wpltyw
momentu skupionego My nalezy zapisa¢ w postaci wyrazenia M(x)= Mo(x—al-)o (rys. 21.5¢). Dla

najczesciej wystepujacych obciazen ciaglych wyrazenie na moment zginajacy uktadamy, jak nastgpuje:
— obciazenie rownomiernie roztozone ¢ (rys. 21.5d):

(x—a))’
—-q X 5 alﬁxﬁaz,
(C) M()C)Z . 2 )
)| ma)?
q 2' ‘ q 2' s =up.
— obciazenie trojkatne (rys. 21.5¢e):
3
_ 4o (x=a)” , aj<x<a,,
(d) M(x) ’ .
X)=
3 2 3
g Gma))| L Gea)’ g, o)’
b3 | 2! Y

gdzie b=a, —ay.

Dla x > a5 po lewej stronie kreski pionowej zapisano wyrazenie powtdrzone
z przedzialu poprzedniego. Po prawej stronie kreski pionowej podano wplyw obciazenia
»wygaszajacego”, likwidujacego wpltyw obcigzenia zapisanego w przedziale poprzednim (por. rys.
21.5d,e). Catkowanie w rozwazanej belce przebiega nast¢pujaco:

0! i »2[ 22
_E_].W":56.u _32.u _12.u +12.M _
1! 1! 2! 2!
2 3
-9 64 x-63  (x-79> 64 (x-75°] -9l
24 .72 1 O +64- 2) 0% XTI 06 0
0! 1,5 3! \ 2! 1,5 !
5 6 7
) o I E s ) o N ) o BN G
CE]owO©=C+56.- X" | 3 TV YT X
2 2 31 31
0 2 3
-5 64 x-6)'" (-7 64 (x-7.9"] (x—8)*[
24, 220 LD a2l S ) 06
o, L5 4| 3015 ) 2|
(E ) N C 0 | W C S 1 W 6 ) i
—EJw=Cr+ D+56- 22 =32 _12 B2y S
3 1 4 4
=52 64 x=6°" (x-7.5" 64 (x-7.5°] (x—8)°[
g X)) 02 X0 gy X7 2) 0% WX ) g6, 20
2,15 8| 4 15 8| ),

Na uwage zastuguje fakt, ze stale catkowania C i D obowiazuja dla wszystkich przedziatow, a
wartosci prawych stron w danym przedziale otrzymuje si¢ po uwzglednieniu warto$ci ze wszystkich
poprzednich przedziatéw. Stale catkowania obliczamy z warunkow brzegowych:

w(0) =0, w(8)=0.
Z pierwszego z nich (przedziat 0—1) wynika, ze

—EJw(0)=C-0+ D=0, skad D=0.
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Z drugiego otrzymujemy (przedziat 7-8):

3 3 4 4 2
—EJ-w(8):C-8+56-%—32-%—12-6—+12-4——24-3——

24 24 2
5 4 5
64 2 +64-O’5 +ﬁ-0’5 =0,
L5 120 24 1,5 125

skad C = - 288,9 kN-m2.
Wykorzystujac powyzsze rezultaty obliczymy dla przyktadu ugiecie w punkcie 3 (x = 4 m) i kat

obrotu w punkcie 2 (x =2 m):

3 3 4
A3=W(4)=—L- —288,9-4+56-4—_32.3__12.2_ :709,9’
2 2
(P2=W'(2)=—L~ —288,9+56-2__32.1_ _1928

21.5. CALKOWANIE GRAFICZNE
Rozwazmy catke oznaczona z iloczynu dwoch funkcji ciagtych:

X2
@ 1= [ () ds,

X

gdzie p(x) jest funkcja liniowa, a n(x) jest funkcja nieliniowa zmiennej x. Z rysunku 21.6 wynika, zZe:
P2~ D1
b

(b) p(x)=p; + x.

y pix)

Rys. 21.7
Wobec tego
X2 X2
I=p Jn(x) dx +%J‘x n(x) dx.
X X

Pierwsza z calek przedstawia pole wykresu nieliniowego A4,. Druga catka jest rowna momentowi

statycznemu tego pola wzgledem osi y 1 wynosi 4, -x,, gdzie x, oznacza odlegto$¢ srodka cigzkosci
wykresu nieliniowego od osi y. Catke (@) mozna zatem zapisaé nastepujaco:
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I =p 4, +%xn14n = An(pl + P2 ;pljxn = Anp(xn),

przy czym p(x,) jest rzedna wykresu liniowego dla odcigtej x =x,, okreslajacej potozenie $rodka
cigzkosci wykresu nieliniowego. Ostatecznie uzyskujemy bardzo uzyteczna formule, stanowiaca tresé
tzw. calkowania graficznego i zwanego czasami sposobem Wiereszczagina:

X2
© [ pCom() dx = 4, p(x,).

X1

Aby obliczy¢ calke (a), trzeba zna¢ wzor na pole funkcji krzywoliniowej
1 potozenie $rodka cigzkosci. Wzdr (c) obowiazuje oczywiscie rowniez wtedy, gdy funkcja n(x) jest
liniowa.

W mechanice konstrukcji bardzo czgsto wykresem krzywoliniowym jest parabola drugiego stopnia,
bedaca wykresem momentdéw pochodzacych od obcigzenia rOwnomiernego, ¢ = const. Parabola drugiego
stopnia ma pewna interesujaca wtasnos$¢, ktora warto wykorzysta¢. Okazuje si¢, ze fragment paraboli
odcigty dowolnie poprowadzona cigciwa po ,,wyprostowaniu” daje zawsze parabole o wierzchotku
lezacym w potowie odcinka 4'B' o odcigtej x,, = (x4 +xg)/2 (por. rys. 21.7). Latwo sprawdzi¢, ze pole
takiego odcinka A4, =(2/3)bf", gdzie b jest podstawa, a f wysoko$cia odcinka paraboli.

Wszystkie wyzej stwierdzone fakty wykorzystamy do obliczenia catki z funkcji bgdacej wynikiem
przemnozenia wykreséw podanych na rys. 21.8:

y . )
i 1
/////T/ nix)=parabola II stopnia
a \\\\I\
9
! X
X1 1 X2
it
I b |
1 { q
yy oo .
%—e+%—d ! plx) 1d+§e
e
d
5 d x
:-—M 5 (d+e)
1‘——b/2—'+
2b3 N
Rys. 21.8
; 2 (d+e) ab(1 2\ eb(1, 2
+e a C
dx=—=b —+—(— +—d)+—(—d+— j
@ Ip(x)"(x) L A S CL AL A FLA

X1

Jezeli parabola jest wykresem momentow pochodzacych od obciazenia ¢ = const, to wiadomo, ze
f =qb2 /8. Woéwcezas do obliczenia catki nie potrzeba nawet pisa¢ rownania funkcji momentow.
Funkcje liniowa najwygodniej jest potraktowaé jako sume dwoch trojkatéw. Ten wlasnie sposob przyjeto
przy uktadaniu wzoru (d).
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21.6. METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Metoda roznic skonczonych stuzy do przyblizonego rozwiazywania rownan rozniczkowych.
Zasadniczy sens tej metody polega na zastapieniu pochodnych przez ilorazy réoznicowe.

y ’ ﬁy(x)
/
Ainj

N

]
|
I
&X
i
Yi d
Yisd
Yiq-z

LAx Ax | Ax|Ax

T
x

Rys.21.9

Rozwazmy ciagla i rézniczkowalna funkcje y(x). Pierwsza pochodng funkcji y(x) w punkcie x = x;
mozna w przyblizeniu okresli¢ kilkoma sposobami (por. rys. 21.9):

+
(a) ﬂ zA(ﬂ) :yi+1_yi
dxx:xi Ax/; Ax
(b) Q z(ﬂ) zyi_yi—l
dxx:x Ax i Ax
© dy z(g) _1 (g):(g)‘ _ Vil =Yic1
dxx:xi Ax/;  21\Ax/; Ax/; 2Ax

Wzor (a) opisuje tzw. réznicg prawostronng (,,w przod”), wzér (b) — rdéznice lewostronnag (,,w tyl”) a
wzor (c) — roznicg centralna. Jezeli poprzestaniemy na wyrazeniach liniowych, to zgodnie z twierdzeniem
o wartosci $redniej najlepsze przyblizenie pierwszej pochodnej stanowi roznica centralna. W istocie

rzeczy roznica prawostronna jest najlepszym przyblizeniem nie dla x =x;, lecz dla x =x; +Ax/2.
Podobnie réznica lewostronna jest najlepszym przyblizeniem liniowym dla x = x; — Ax /2.

Najlepsze liniowe przyblizenie drugiej pochodnej wyraza sig nastgpujaco:

d’y
dx?

z{A_zyJ L (ﬂy_(&)_ _int =2+ Yic1
At Ax (A, A (A,

X=Xx; i ! !
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Zaleznosci (¢) 1 (d) tatwo uogo6lni¢ na pochodne dowolnego rzedu (por. np. Pietrzak, Rakowski,
Wrzesniowski [35]):

N | —
VR
g >
S
ERES
N——
+
+
VY
E >
=
<
N—
|
S
Il
[N}
=~
|

2 94 o 0 LAl

22 O
(V)= 5 * 2552 " 5y ™ <Gt

Rys. 21.10

Ogolnie biorac problem najlepszego przyblizenia nie jest jednak tak prosty, jak wskazuja powyzsze
rozwazania. Dotyczy to w szczegolnosci pochodnych czastkowych funkcji wielu zmiennych Iub
ztozonych operatoréw rozniczkowych. Chodzi bowiem o to, by blad przyblizen wszystkich operatoréw
rozniczkowych wystepujacych w réwnaniu rézniczkowym i warunkach granicznych byt tego samego
rzedu. Analiz¢ btedu przeprowadza si¢ na podstawie rozwini¢¢ funkcji w szereg Taylora lub za pomoca
rachunku wariacyjnego.
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Na rysunku 21.10 zestawiono najlepsze przyblizenia liniowe pochodnych funkcji jednej i dwodch
zmiennych wedlug monografii Timoshenki 1 Woynowskiego-Kriegera, [50]. Przyjeto tu, ze siatka
wspotrzednych jest kwadratowa, przy czym Ax = Ay = a.

Dodamy jeszcze, ze w ostatnich latach nastapit znaczny rozwdj metody réznic skonczonych. Siatki
wspotrzednych moga by¢ zupelnie dowolne, a optymalne rozmieszczenie weztow siatki ustala si¢ na
podstawie analizy bledow i charakteru przebiegu funkcji. Nalezy podkreslic, ze metoda roznic
skonczonych, jak kazda metoda przyblizona, daje w pelni wiarygodne wyniki tylko do funkcji
regularnych (bez osobliwosci, nierézniczkowalnosci, nieciaglosci itp.).

q
iddidt bl idls x
2 : !
T a a 3L GLL a |
wi ] T, g
[ﬁq!=1,5q02
M w
%8=2qa?
W WeQ - w0
e
Rys. 21.11

Zastosowanie metody roznic skonczonych zilustrujemy kilkoma przyktadami. Wyznaczymy najpierw
przyblizony ksztalt linii ugigcia belki pryzmatycznej, swobodnie podpartej, obciazonej rownomiernie
(rys. 21.11). Poniewaz uklad jest statycznie wyznaczalny (pole momentdow jest znane), ugigcie w(x)
obliczymy z réwnania rozniczkowego drugiego rzedu:

0 dw_ M)
dx? EJ

przy warunkach brzegowych w(0)=w(/)=0. Belke dzielimy przyktadowo na cztery czgsci
(Ax=a=0,25]) i dla kazdego wezta wewnetrznego uktadamy réwnanie roznicowe:

2
A“w :Wi_1_2Wi+Wi+1=_% i=1,2,34.
2 i 2 EJ’ T

a

Mamy zatem
2
. a 2
i=2: w—-2wy+wy=——-1,5ga",
1 2 3 EJ q

2
. a 2
i=3 wy—-2wy+wy=——-2qa",
2 3 4 EJ q

2
i=4 w3—2ws+ws= —aE—J-l,Sqaz.

Z symetrii zadania wynika, Ze wy = wy, a z warunkow brzegowych, ze w(0) = wy = w(/) = w5 = 0. Wobec

tego otrzymujemy ostatecznie dwa réwnania liniowe na wy i wj:
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2
qa
— 2wy +wy =152
2 3 EJ
2
qa
Wy —w3 =—"—.
2T gy
Rozwiazaniem tego uktadu sa wartosci:
4 4
wy =2,599 ~0,00977. 9
EJ EJ
4 4 4 4
wy =359 —001367.9 ~ 29 _ 013029
EJ EJ 384 EJ EJ

Widzimy, ze maksymalne ugigcie w3 rozni si¢ od wartosci $cislej tylko o okoto 5%. Doktadniejszy wynik
otrzymamy przy gestszym podziale belki.

(
,||, a a ,||, a
=]
1 2 3
Wopt ——— Wo
Wy=0 w3

Rys.21.12

Dla belki wspornikowej z rys. 21.12 obowiazuja warunki brzegowe:
w(0)=0, czyli w; =0,

[ Aw
'(0)=0, cz h(—)
w'(0) i

Wy =W,
=22_"0_0, zatem wo =Wy .
1 2a

Roéwnania roznicowe dla punktow 1 1 2 sg nastgpujace:
W = 2w +wy = 2Pa’ / (EJ),
W —2wy + w3 = Pa’ /(EJ).
Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych réwnania te modyfikuja si¢ do postaci:
wy = Pa’ / (EJ)
— 2wy + w3 = Pa’ | (EJ),
skad
w3 =3Pa’ | (EJ) = % PP /(EJ)=0375P1% / (EJ).

Uzyskany rezultat jest wigkszy od wartosci Scistej o okoto 12%.
(Wanax = 0,333pl" (EJ).

Na zakonficzenie zbadamy skrecanie izotropowego preta sprezystego o przekroju kwadratowym. W
celu uzyskania zadowalajacych rezultatéw nalezaloby wprowadzi¢ bardzo gesta siatke wspotrzednych. Z
uwagi na wylacznie ilustracyjne ujgcie metody réznic skonczonych ograniczymy sig¢ do siatki, w ktorej
wystepuja trzy niewiadome wartosci funkcji naprezen F(y, z). Temat zadania objasnia rys. 21.13. Funkcja
naprgzen musi spelnia¢ rownanie rézniczkowe czastkowe:
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2p_ e v2o0 0
(2) V°F =-2G0, gdzie V- = 7+ —
oy° oOx

przy warunku brzegowym na konturze przekroju prgta F.=0. Objetos¢ bryly zawartej migdzy
ptaszczyzna przekroju a rzednymi funkcji F(y, z) jest zwiazana z momentem skrecajacym T zaleznoscia

h V==90,
(h) 2
a naprezenia Ty i Ty, Wynosza:
) T _oF T _oF
R P oy :
b-4a L
4 5 6 5 ’\l.
-+ 7 < 0 9
-+ 5 : .-\2 { 3 i ;-1;-—4 5———-
ol |
y Y | ] ! ! _ _lh=4a
TN T AT B
a mZaunal
L | } I A d5—
T A mc °
e, -0 ~
4 5 5 4 | \\\\
N | ~o
3_ B N
F3‘
Z
Rys. 21.13

Na rysunku 21.13 uwzgledniono wtasnos¢ symetrii funkcji F(y, z) wzgledem osi uktadu wspotrzgdnych i
uwidoczniono rzedne Fi, F; i F3. Wartosci brzegowe, stosownie do warunku F,. = 0, sa rowne zeru: czyli
F4=F5=Fg=0. Niewiadome warto$ci F, Fp i F3 obliczymy z rownan roznicowych utozonych dla

wewngtrznych punktow przekroju preta (punkty 1, 2 1 3). Réwnania te sa nastgpujace (por. rys. 21.10 i
rys. 21.13):

punkt 1: 4F3 —4F1=—-aq,
punkt 2: 2F3+ 2Fs—4F)=—aq,
punkt 3: 2Fy+ F1+ Fg—4F3=—q,

gdzie o = 2G9a2.
Po uporzadkowaniu tych réwnan oraz uwzglednieniu, ze Fs5 = Fg =0, otrzymujemy uklad réwnan
liniowych na wartosci F1, F> 1 F3:
— 4}71 + 4F3 =-,
—4F2 + 2F3 =—-,
Fi +2F2 - 4F3 =—Q.
Rozwiazaniem tego uktadu sa wartosci:

9 11 7
F=—a, Fh=—oa, F=—ada.
7 26 08
Obliczymy teraz objgtos¢ V wystepujaca we wzorze (h). W tym celu kazdemu punktowi wewngtrznemu
przypiszemy pewna powierzchnig. Przyjmiemy, ze beda to kwadraty o boku a i §rodku wypadajacym w
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danym wezle siatki wspotrzednych. Przydziat powierzchni zaznaczono liniami przerywanymi. Zaktadamy
dalej, ze w obrgbie powierzchni przypisanej kazdemu punktowi rzedne funkcji naprezen sa state. Catko-

. . y . . , 2. g it}
wita objetos¢ bedzie zatem suma iloczynoéw pola podstawy a1 wysokosci ,,stupka” Fi:

() Vzaz(Fl+4F2+4F3):%9ﬁ.
Po podstawieniu obliczonych wartosci F1, £ 1 F3 otrzymujemy:
az(g+ﬂ+ﬂ)a = lm’
8 16 8 2
skad
(k) o =2G0a’ =L2.
14,74a

Bezposrednio z zaleznosci (k) mozna obliczy¢ przyblizona warto§¢ momentu bezwtadnos$ci na skrecanie,
gdyz:
Go- M __ M
Jg  295a

czyli

4
J,=295a" = 29,5(%] =0,1156%.

Poniewaz warto$¢ doktadna J; = 0,141b4, wiec btad uzyskanego rezultatu sigga 18%.
Maksymalne napr¢zenie styczne wystepuje w punkcie 6:
OF F-F5
T =1.,(02a)=—=——-=2-,

max Xy ( ) P 2u
Napotykamy tu na istotna trudnos$¢, bo nie znamy wartosci F3. Dla jej wyznaczenia nalezy ekstrapolowaé
funkcje F(y, z) poza kontur przekroju preta, korzystajac
z tego, ze rownanie rozniczkowe problemu skregcania (g) jest stuszne rowniez dla punktu 6:

_4F6 +2F5 + F3 + F3v =—-Q,

skad (F5s = Fg =0)
1
F3v =—Q —F3 = —gs(l.
Wobec tego
1 (7 15)OL _ 1,3750

T = —+—
max
2a

& 8

Stosownie do wzoru (k) wspdtczynnik o mozna wyrazi¢ albo przez jednostkowy kat skrecenia 6, albo
przez moment skrgcajacy 99T . W pierwszym przypadku otrzymujemy:

a

1375-2G0a” _ 2,75GOb

0)] Tmax = = 0,688 GOb,
a
w drugim:
1,375-97t  1,375-64 9N m
(m) Tmax = = 3

147503 1475 B3 0168b°

Warto$¢ wynikajaca ze wzoru (/) jest mniejsza od wartosci Scistej tylko o okolo 1,4%
(Tmax = 0.878G0b ). Wykorzystanie tego wzoru jest jednak uwarunkowane znajomoscia $cistej warto$ci

jednostkowego kata skrgcenia. Wzor (m) prowadzi do warto$ci wigkszej od wartosci $cistej az o okolo
20% (Tmax= N /(0,208b3)). W celu polepszenia wynikow nalezy wprowadzic’ duzo gestsza siatke.
Wplyw zmniejszenia oczek siatki jest jednak stosunkowo maty. Swiadczy o tym np. warto$é
Jg = 0,147b4, obliczona dla oczka a=5b/12 (21 niewiadomych !), w dalszym ciagu obarczona dosy¢
znacznym btedem (4,2%).
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21.7. METODA NEWTONA-RAPHSONA

Metoda ta jest uogdlnieniem znanej metody Newtona na przypadek uktadu réwnan nieliniowych.
Sens metody Newtona-Raphsona wyjasnimy na przyktadzie uktadu dwoch réwnan nieliniowych, zapi-
sanych nastepujaco:

@ {g1(x1:x2) =0,

g2 (x1,x2)=0.

Chodzi o obliczenie pierwiastkow xik i x;, wyznaczajacych jeden z punktow przecigcia si¢ krzywych

g1 1g, . Proces obliczania sktada si¢ z kolejnych iteracji (przyblizen). W metodach iteracyjnych kluczo-
wym zagadnieniem jest okreslenie ,,recepty” na polepszenie poprzedniego przyblizenia. Zalozymy zatem,
ze przyblizone wartosci pierwiastkdw wynosza x; ix, . Poszukujemy przyrostow Ax; i Ax, , ktore doda-
ne odpowiednio do warto$ci x| 1x, dadza w wyniku wartosci blizsze rozwiazaniu $cistemu. Przyrosty te
obliczamy, korzystajac z rozwinig¢ funkcji gy(xy +Ax;, Xy +Axy) 1 g5 (X7 +Axp,xy +Axy) W szereg
Taylora. Jesli poprzestaniemy jedynie na sktadnikach liniowych tego szeregu oraz bedziemy jednoczesnie
wymagac spetnienia uktadu réwnan (a), to otrzymamy:

®) {g1(x1 +Ax,xp +Axp) = g1(x1,x2) + g11(x1,X2)Axy + g1 2(x1,X)Axp =0,
& (X1 +Axy,xp + Axy) = go(x1,x0) + 82,1(x1,%2)Axy + g2 5 (X1, X7)Axy =0,
gdzie
8j :%g;’ i,j=12.

Zaleznosci (b) tworza uktad dwoch rownan liniowych o dwoch niewiadomych Ax; 1 Ax, :
{gl,l Axy+ g1 Axy =g,

(©)
821 Ax1+ 80 Axp =—g5.

Rozwiazaniem tego uktadu sa wartosci:

—81'82,21T8 812
811822812821 ’
81°82,182"81,1
811822812821 '

Ax) =

@
A)Cz =

Ogodlnie biorac, metoda Newtona-Raphsona w n-tej iteracji wymaga rozwiazania uktadu rownan li-

niowych na przyrosty niewiadomych Axl-(") , a recepta na polepszenie wyniku ma postac:

(e) xl-(”H) = xl-(") + Axi(”), i=12,...,m,

gdzie m jest liczba niewiadomych.
Zbiezno$¢ metody i liczba iteracji zalezy w istotny sposob od przyjecia pierwszego rozwiazania ba-
zowego, czyli tzw. punktu startowego o wspotrzednych xfo) ,xgo) , ...x,(no).

Metodg Newtona-Raphsona zilustrujemy przyktadem liczbowym. Rozwazmy uktad réwnan:

" {gl(xl,x2)=3x12+x%—4=(),
2
g2(x1, %) =xi —2x, =0.
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X
2
g3 54=0 ,
gz-x1—2x2=0
Pl X0 (o)
ng) /* 1172 )
“““ P13,%)
%
X1

Rys. 21.14

Funkcja gy(x1,x,)=0 przedstawia rownanie elipsy, a funkcja g,(x7,x,)=0 — réwnanie paraboli. Po-
*

szukujemy jednego z dwoch punktow P , w ktorym przecinaja si¢ obie krzywe (rys. 21.14). Wspotrzedne

tych punktow obliczone w sposob Scisty wynosza: xf ==+1,10050 i x; =0,60555.

O tym, ktory z powyzszych punktow bedzie wyznaczony metoda N-R, decyduje przyjecie punktu star-
towego. Jesli przyjmiemy, ze xl(o) =11 xéo) =0,70, to otrzymamy punkt P. lezacy w pierwszej ¢wiartce

uktadu wspoétrzednych xy, x,. Pochodne funkcji gj i g, obliczamy na podstawie rownan (f):

811 =06x1, 812 =2x), g1=2x1, &2 ="2,

natomiast przyrosty Axj i Ax, na podstawie rownan (d).

A oto kolejne przyblizenia:

{9 =1,00000; x{? =0,70000; g =-051, g, =-04,
81,1 =6, gip= 14,
g1=2, g0 =-20,

AV =0,10676, AxSY =-0,09324,

D = 110676, x{) =0,60676; g =004291, g, =0,1140,
g1 =6,64056, g1, =121352,
21=2,21352,  g,=-2,0,

Ax{D =-0,0062, Ax) =-0,00121,
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Dodatek

) =1,10056; x{2) =0,60555; g =0,00039, g =0,00013,
81,1 =6,60336, g1, =121110,
821=220112, gy, =-20,

Ax{?) = -0,00006, Ax{?) =o0.

Trzy przyblizenia prowadza do rozwiazania pokrywajacego si¢ w ramach przyjetej doktadnosci z rozwia-

zaniem doktadnym:

x3) =] =1,10050,
x$3 = x5 =0,60555.

Alma Mater
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