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1. € N>
STAN NAPREZENIA

1.1. SILY POWIERZCHNIOWE | OBJETOSCIOWE

Rozwazmy ciato o obje¢tosci V) ograniczone powierzchnia Sg, poddane dziataniu sit bedacych w row-
nowadze (rys. 1.1). Rozrézniamy tutaj dwa rodzaje sit:
— sity powierzchniowe,
— sity objgtosciowe (masowe).
Poniewaz rozpatrywane ciato jest z zalozenia ciagle, na jego powierzchni mozna wydzieli¢ nieskon-
czenie mate elementy dSy, a z jego objgtosci nieskonczenie mate elementy dV.

Site powierzchniowq dziatajaca w danym punkcie na element dS( okreslamy jako wektor pdSy. Skoro
wielko$¢ pdSy przedstawia site, wspotrzedne wektora p musza by¢ wielkosciami wyrazonymi w jednost-

kach sity na jednostke powierzchni, np. [kN/rnz]. Wektor p nazywa si¢ czasami gestoscia sit powierzch-
niowych.
Przyktadami sit powierzchniowych moga by¢ parcie cieczy na cialo w niej zanurzone lub sity oddziaty-
wania gruntu na mur oporowy.

Sile objetosciowq dziatajaca w danym punkcie na element dV{y okreslamy jako wektor GdVy. Wynika

stad, ze wspotrzedne wektora G sa wyrazone w jednostkach sity na jednostke objgtosci, np. [kN/mS].
Wektor G nazywamy gestoscia sit objetosciowych. Przyktadem sit objetosciowych moga by¢ sity cigzko-
sci lub sity bezwladnosci, ktére sa proporcjonalne do masy i odpowiednich przyspieszen. Dlatego sily
objetosciowe czgsto nazywa sig rowniez sitami masowymi.

1.2.WEKTOR NAPREZENIA

Pod wplywem sil powierzchniowych i masowych ciato ulegnie odksztalceniu.
W konfiguracji odksztatconej wydzielimy myslowo z ciala objeto$¢ V ograniczona powierzchnia S (rys.

1.2). W ten sposéb ciato zostato podzielone na czg$¢ I o objgtosci Vi czgs¢ 11 o objgtosci Vy — V. Na po-
wierzchni kontaktu tych czgsci wystapia sity wzajemnego oddziatywania. Ciaglo$¢ osrodka pozwala
przyjac, ze rozktad tych sit na powierzchni S lezacej wewnatrz ciala jest rowniez ciagly. Poza tym, sto-
sownie do trzeciej zasady Newtona (zasada akcji i reakcji), wiadomo, ze w kazdym punkcie odpowiadaja-
ce sobie sity odniesione do czesci I i 11 sa liczbowo rowne, ale przeciwnie skierowane.
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Rys. 1.2

Rozpatrzmy teraz pewien element pola dS, styczny do powierzchni S w punkcie B. Przez n oznaczymy
wektor normalny do powierzchni S w tym punkcie. Na element dS dziataja wypadkowa sita dF i wypad-
kowy moment dM, bedace odpowiednio wynikiem redukcji sit wzajemnego oddziatywania, rozmiesz-
czonych na elemencie dS. Wielkos¢

£0(gy= 1im 2F =9F (1.1)
AS-0AS dS

nazywamy wektorem napreZenia w punkcie B, odniesionym do plaszczyzny o normalnej n.

Latwo zauwazy¢, ze omowiona w p. 1.1 gestos¢ sit powierzchniowych jest po prostu wektorem napre-
zenia na powierzchni ograniczajacej cialo.

Zgodnie z rys. 1.3 wektor napr¢zenia mozemy roztozy¢ na dwie sktadowe: normalna c() i styczna
(") do elementu dS o normalnej n. Obliczenie tych sktadowych objasniono w p. 1.6.

Wzor (1.1) definiuje wektor naprezenia, bedacy wynikiem wystgpowania elementarnej sity wypadko-
wej dF. Podobnie mozna by zdefiniowa¢ wektor wynikajacy z wystgpowania elementarnego momentu
wypadkowego dM:

M py= im 22 =412
n(B) i e S (1.2)

Dla odro6znienia od wektora naprezen ,,sitowych” () symbol u(”) oznacza tak zwany wektor naprezen
smomentowych”. Zarowno f(n), jaki u(”) sa funkcjami polozenia punktu B na powierzchni dS oraz kie-
runku o normalnej n do powierzchni Sy w tym punkcie.

W wigkszosci przypadkow granica stosunku AM/AS jest rowna zeru, co pozwala catkowicie pomina¢
istnienie naprg¢zen momentowych. Wniosek ten wydaje si¢ oczywisty, jesli uwzglednimy fakt, ze wymia-
ry elementu powierzchniowego dS sa nieskonczenie mate, a zatem ramiona sit wewnetrznego oddziaty-
wania na tym elemencie daza do zera. Naprezenia momentowe powinny by¢ jednak uwzglednione wtedy,
gdy gradienty sit dF w danym punkcie sa bardzo duze. Moze si¢ wowczas okazaé, ze granica stosunku
AM/AS istnieje i jest rozna od zera. Podobna sytuacja zachodzi, gdy z wymiarami elementu powierzch-
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niowego AS nie mozna zmierza¢ do zera wobec skonczonych wymiaréw czastek lub ziaren ciata rzeczy-
wistego, traktowanego jako osrodek ciaglty. Mamy wtedy do czynienia z ciatami o pewnej mikrostruktu-
rze, w ktorych odrzucenie naprezen momentowych moze prowadzi¢ do istotnych btedow.

Uwzglednienie napr¢zen momentowych wymaga uogolnienia klasyfikacji sit dziatajacych na ciato
oraz wprowadzenia dodatkowych wewngtrznych stopni swobody przy opisie kinematyki osrodka. Uogdl-
niona w ten sposob teorig osSrodkow ciagtych sformutowali bracia Cosserat juz w 1909 roku.

W dalszych rozwazaniach, stosownie do klasycznej koncepcji osrodka ciaglego, pominiemy wplyw
napr¢gzen momentowych. Na niektore konsekwencje przyjecia modelu osrodka Cosseratow zwrdcimy
jednak uwage w nastgpnych rozdziatach.

1.3. STAN NAPREZENIA W PUNKCIE

Przyjmiemy obecnie, ze polozenie badanego punktu jest ustalone. Jesli teraz bedziemy zmienia¢ we-
wnatrz ciata nachylenie elementu powierzchniowego dS przechodzacego przez ten punkt, to okaze sig, ze
zmianie podlega¢ beda rowniez wspolrzedne wektora naprgzenia. Jezeli potrafimy okresli¢ wektor napre-
zenia dla dowolnego danego wektora normalnego n, to méwimy, ze znamy stan napreienia w punkcie.
Powstaje pytanie, co jest niezbedne do okreslenia stanu naprgzenia. Okazuje sig, ze stan naprgzenia w
punkcie jest znany, gdy znane sa wektory naprezenia dla trzech réinych plaszczyzn przechodzacych
przez badany punkt. Ze wzgledow rachunkowych wygodnie jest, jezeli sa to trzy wzajemnie prostopadie
ptaszczyzny uktadu kartezjanskiego. Osie takiego uktadu oznaczamy zazwyczaj przez x, y, z (zapis trady-
cyjny) lub — co bardzo uprosci wszystkie wzory — przez xj,x;,x3 (zapis wskaznikowy), przy czym

X1EX, X Ey,x3 =z.

W dalszych rozwazaniach tej czesci bedziemy stosowaé bedziemy drugi sposéb oznaczania, jednakze
pewne wyprowadzenia i wzory zapiszemy rowniez sposobem tradycyjnym. Utatwi to Czytelnikowi z
jednej strony zapamigtanie podstawowych formut, z drugiej zas pozwoli na konfrontacje wynikow z pod-
recznikami, w ktorych stosuje si¢ zapis tradycyjny.

Wszystkie rozwazania odnosza si¢ do prawoskretnego uktadu wspotrzednych. W zapisie wskazniko-
wym wspolrzgdne wektorow oznaczamy podobnie jak wspotrzedne punktow, natomiast wersory, czyli
wektory jednostkowe i, j, k oznaczamy odpowiednio przez e, e,, e;. Dla przyktadu zapiszemy wektor

A w sposob tradycyjny i wskaznikowy:

— zapis tradycyjny A=4dyit+tdj+4k,
3
— zapis wskaznikowy A = A4je| + Ayey + Azes = Z A4;e;.
i=1

W zapisie wskaznikowym przyjeto wigc, ze:

AIEAx’ A2 EAy, A3 EAZ’

elEi, e2Ej, e3Ek.

Przejdziemy obecnie do wyprowadzenia wzordw na obliczenie wspdlrzednych wektora naprezenia

£ przyporzadkowanego ptaszczyznie o danym nachyleniu, okreslonym jednostkowym wektorem nor-
malnym n.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 1 1. STAN NAPREZENIA 4
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Rys. 1.4

Rozpatrzmy element czworos$cienny, przedstawiony na rysunku 1.4 znajdujacy si¢ w stanie rownowa-
gi po odksztatceniu. Element ten jest wycigty w otoczeniu badanego punktu. Ciagto$¢ osrodka pozwala
przyjaé, ze elementarny czworo$cian ma nieskonczenie mate wymiary. Interesuje nas wektor (1) dziata-
jacy na $ciang ABC o polu dS i nachyleniu okreslonym wektorem n:

3
n =me; +n2e2 +n3e3 = anej .
J=1
Z uwagi na to, ze wektor n ma dhugos$¢ rowna jednosci, miedzy jego wspotrzednymi zachodzi zwia-
zek:

n? +n3 +n3 =1. (1.3)

b)

nfcos(n,x3)

X

A dS3cos(nx3)dS

Rys. 1.5

Zatoézmy, ze w badanym punkcie znamy stan naprgzenia, okre§lony przez trzy wektory naprezen
£ , f @) , f S dzialajace odpowiednio na $ciany dSj, dS,, dS5, prostopadle do ptaszczyzn uktadu. Pola
ds; (j =1,2,3) obliczamy ze wzorow (por. rys. 1.5a):

dS) =cos(n,x) dS, O
dS, =cos(n,xy) dS, E (1.4)
dS; = cos(n,x3) dS. H
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Rys. 1.6

Zwrdé¢my uwage na to, ze j-ta wspoirzedna wektora n rowna si¢ kosinusowi kata zawartego migdzy wek-
torem n a osia x; (por. rys. 1.5b) :

n; =cos(n,x;), j=12,3. (1.5)
W zwiazku z tym réwnania (1.4) mozna zapisaé krocej:
de:n]dS, j:1,2,3.

Wektory naprgzenia f () (/ =1,2,3), dzialajace na Sciany dS; zapiszemy nastgpujaco (rys. 1.6):

3 O
D _ _
1) =0y 1e) +075e; +073e5 —Z oy¢;, U

L O

i=1 5

2) 2 =
f( = 02161 +02262 +023e3 = Z O-zl'el',D (16)

=1 0

3 [l

3) _ _ O

1O = g31e) + 03305 +03303 —Z aSiei’%

=1

gdzie o0y (i,j=1,2,3) oznacza j-ta wspdlrzedna wektora naprezenia i, Umawiamy si¢ zatem, ze

pierwszy indeks i oznacza ptaszczyzng (tzn. indeks normalnej do plaszczyzny), a indeks j — kierunek
dziatania sktadowej (tzn. numer osi wspoirzednych, do ktorej jest rownoleglta dana sktadowa). Wynika
stad, Zze naprezenia normalne sa rownowskaznikowe (071, 055, 033 ), a naprezenia styczne réoznowskaz-

nikowe (023, 037,031, 013, 012, 021) .
Wyjasnimy jeszcze przyjete tutaj zasady znakowania naprgzen O, ij - Dodatnie napreienia normalne

maja zwroty zgodne ze zwrotem normalnej do plaszczyzny, tzn. wywotujq rozcigganie. Znakowanie na-
prezen normalnych, jak widaé, nie zalezy od przyjetego uktadu osi wspotrzednych. Nie zachodzi to jed-
nak w przypadku naprgzen stycznych: na plaszczyznach dodatnich dodatnie napreienia styczne majq
gwrot zgodny ze zwrotami osi uktadu wspotrzednych, na plaszczyznach ujemnych dodatnie napreienia
styczne majq zwrot przeciwny do zwrotu osi uktadu. Znak ptaszczyzny okresla zwrot wektora normalne-
go; jesli jest on zgodny ze zwrotem odpowiedniej osi uktadu, to ptaszczyzna jest dodatnia, w przeciwnym
razie ujemna. Na rysunku 1.4 ptaszczyzny 1, 2 i1 3 sa ujemne, zatem zaznaczone naprgzenia styczne sa
dodatnie, gdyz nie sa zgodne ze zwrotami osi uktadu wspotrzednych. Omoéwione wyzej znakowanie jest
znakowaniem matematycznym. Znakowanie inzynierskie, stosowane wylacznie w zadaniach dwuwymia-
rowych (plaskich) omoéwimy w p. 1.8.

Dla obliczenia wspotrzgdnych wektora 1(n) wykorzystamy réwnania rownowagi rzutow sit na osie
X1, Xy 1 x3.Suma rzutéw sit na o x; w rozwazanym czworoscianie przedstawia si¢ nastgpujaco :

£Mds + %Gl dSy dx) ~ (01,dS| +0,,dS, +03,dS;) = 0.
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Na podstawie zaleznosci (1.4) otrzymujemy

fl(n)dS + %Glnl ds dxl - (0'1 1 ds +0,11my ds +031n3 dS) =0,

skad S = oy +oymy + 03y - %Glnl dxy.

Jak wida¢, sktadnik zawierajacy wplyw sit masowych jest mata wielkos$cia wyzszego rzedu i moze by¢
pominigty. Ostatecznie rownanie rownowagi rzutdéw sit na o x| prowadzi do zaleznosci:
3
n) — —
™M =aym +oym +oyny =y o).
J=1

Analogiczne rownania uzyskujemy przy rzutowaniu sit na pozostate osie x» 1 x3. Komplet poszukiwanych
roéwnan przedstawia si¢ nastepujaco:

3 O
n) — —_

fl( ) =0y +0ymy +0o3 3 _Zajlnjv B
J=1 0
3

n) — —_

S = a1m +0ymy +03oms —Z 02150 (1.7)
= O
j=1

O
3 0
n) — —_

S = ay3m + 0y +033my -z Oj3n;. [

j= H

Roéwnania (1.7), tzw. warunki we wngtrzu ciata, mozna zapisac jeszcze krocej:
3
n) — L -
A )_Zoj,-nj, i=1,2,3. (1.7a)
J=1

Zalezno$¢ (1.7a) wykorzystujemy najczesciej do wyrazenia wspotrzednych wektora gestosci sit po-
wierzchniowych p przez naprgzenia 0j; wystepujace we wngtrzu ciala. Poniewaz na powierzchni ciata

p=f" zatem

3
pi = Zaﬂl’lj (17b)
ja

Warunki (1.7b) nosza nazwg warunkéw na powierzchni. W zapisie tradycyjnym wspotrzedne 0j; oznacza
si¢ nastepujaco :

011 =0y, 012 =0y, 013 =Ty,

021 =Ty 02250y, 023 =1y;,

031 =Tz, 032 =Tz, 033 =0;.
Warunki na powierzchni w tym zapisie przyjmuja zatem postac (por. [43, 49]):

P =0y cos(n,x) T, cos(n, y) +T cos(n,z),.5
p)(,”) = Ty, cos(1,X) +0 ), cos(n,y) +T, cos(n,2),0 (1.7¢)

O
pgn) =T, cos(n,x) +T,, cos(n,y) +0, cos(n,z). H
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Z rownan (1.7) wynika, ze stan naprezenia jest okreslony, gdy znamy 9 wspolrzednych O;; w danym
ukladzie osi x;, x,, x3. Wspotrzedne te mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

o 012 013 B — plaszczyzna [ do x1,
G = [Uji] =21 922 O3 — plaszczyzna [1do x», (1.8)
31 03 0338 — plaszczyzna [1do x3.

Obiekt opisany zaleznoscia (1.8) ma dziewig¢ sktadowych tworzacych tzw. tensor naprezenia (macierz
napre¢zenia). Wobec tego zaleznos$ci (1.7) nazywamy niekiedy zaleznos$cia wektor-tensor.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, mozemy stwierdzi¢, ze stan napreienia jest jednoznacznie
okreslony przez tensor napreienia. Whasnosci i definicjg tensora naprgzenia omowimy w dalszych punk-
tach tego rozdziatu.

1.4. ROWNANIA ROZNICZKOWE RO_WNOWAGI.
SYMETRIA TENSORA NAPREZENIA

W poprzednim punkcie 1.3 badaliémy, jak zmienia si¢ wektor naprezenia po zmianie kata nachylenia
plaszczyzny dla ustalonego potozenia rozpatrywanego punktu. Obecnie okreslimy warunki, jakie musza
spelnia¢ skladowe stanu naprezenia 0 po zmianie pofozenia badanego punktu. W tym celu ponownie
wykorzystamy rownania rownowagi rzutow sil na poszczegdlne osie zapisane jednak dla innego elemen-
tu.

X3

\
/ X2

Rys. 1.7

Rozwazmy ciato poddane dziataniu sit powierzchniowych i masowych bedacych w rownowadze (rys.
1.7). Pod wplywem tych sit wystapia naprezenia wewngtrzne a ciato si¢ odksztalei, czyli z konfiguracji
pierwotnej przed obcigzeniem (na rys. 1.7 — linia przerywana) przejdzie do konfiguracji aktualnej po ob-
cigzeniu (na rys. 1.7 — linia ciagta). W konfiguracji aktualnej w otoczeniu punktu B wycinamy myslowo
prostopadtoscian o bardzo matych wymiarach dx1, dx;, dx3. Wydzielenie tak matego elementu catkowicie
wypelionego materia jest mozliwe wobec zatozenia ciaglos$ci materiatu.

Zbadamy réwnowage elementarnego prostopadtos$cianu, ktory w powigkszeniu przedstawia rys. 1.8.
Prostopadloscian jest obciazony sitami objgtosciowymi GdV, a na wszystkich $cianach sitami wzajemne-
go oddziatywania migdzy kostka i pozostala cze$cia ciata. Na $cianach niewidocznych (ptaszczyzny

ujemne) wystgpuja sktadowe stanu naprezenia w badanym punkcie 0. Na $cianach widocznych (plasz-
czyzny dodatnie) wystepuja odpowiednie sktadowe powigkszone o przyrosty d0;; wynikajace ze zmiany
wspotrzednych o wartosci dx;. Przyrosty te sa rowne zeru tylko w tym szczeg6lnym przypadku, gdy stan
napre¢zenia jest jednorodny (tzn. taki sam w kazdym punkcie badanego ciata).
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Ulozymy réwnanie sumy rzutdéw sit na jedna z osi, np. na os$ x3:

Rys. 1.8

- 023dX3dx1 +(023 +d023) dX3d)C1 - Ul3dedX3 +(013 +d013) ded)C3 -
- U33d)€1d)€2 +(G33 +d033) dxlde +G3d)€1d)€2d)€3 =0,
a po redukcji wyrazow podobnych:
d023dX1dX3 +d013dX2dX3 +d033dx1dx2 +G3d)€1d)€2d)€3 =0.

Obliczymy teraz odpowiednie wyrazenie na przyrosty naprezen. Zauwazmy, ze wszystkie wspotrzedne
tensora naprezenia w przypadku ogolnym sa funkcjami polozenia, tzn. 0y = 0;;(x1,x2,x3) . Wobec tego

przyrosty tych funkcji sa rowne pochodnej czastkowej wzgledem odpowiedniej wspotrzednej x; razy

przyrost tej wspotrzednej dx;. Poniewaz przyrost d0p3 wynika ze zmiany wspolrzednej x,, wige

o
d023 = 4 23 de.
2
W podobny sposob otrzymujemy:
d013 = 0;;13 dxl , d033 = ddo-x33 dX3 .
1 3

Po podstawieniu tych wyrazen do rozwazanego rownania rownowagi mamy:

9933 gy +9913 qy +9933 gy +Gav = o,
Oxy Oy O3

gdzie dV = dx1dxydx3.
Ostatecznie po podzieleniu przez dV uzyskujemy réwnanie rozniczkowe czastkowe:

00'13 +C?O'23 +0033 +G3 _
o Ovn O

3 50'3

lub Z dxj .

j:l J

+G3 =0.

Rezultat ten mozna tatwo uogodlni¢ na pozostate rownania rzutéw przez zmiang odpowiedzialnego wskaz-
nika. Wystarczy tylko zamiast indeksu 3 napisa¢ indeks danej osi. Tak wigc sumowanie rzutow sit na po-
szczegblne osie rownolegle do osi uktadu wspotrzednych prowadzi do réownan rozniczkowych rownowa-
gi o nastegpujacej postaci:
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0011 +0021 +(90'31 +G1 =0, S
o O, O g
90y, 00y 003 +G, :OE (1.9)
&y O Ok 0
O
00'13 +00'23 +50'33 +G3 =0 0
dy O O 0
3
lub 9,6 = i=1,2,3 (1.9a)
z G. =0,
o o, l
3
albo S 01+ G = 0. i=1,2,3, (1.9b)
j=

gdzie przecinek na poziomie wskaznika oznacza pochodna czastkowa zgodnie z nastgpujaca umowa:

dx3

Rys.1.9

Réwnania (1.9) przedstawiaja warunki, jakie musza speilnia¢ wspotrzedne tensora naprezenia
0;(x1,xp,x3) po zmianie pofozenia badanego punktu. Funkcje 0j; — jak wida¢ — nie moga by¢ dowolne.

Interesujace jest, jakie wlasnosci tensora naprezenia wynikajg z pozostatych warunkéw roéwnowagi, a
mianowicie z sumy momentow wzgledem trzech osi. Obliczymy przyktadowo sum¢ momentow wzgle-
dem osi rownoleglej do x, i przechodzacej przez Srodek cigzkosci elementarnego prostopadtoscianu. Na
rysunku 1.9 zaznaczono tg o$ oraz te sktadowe stanu naprg¢zenia, ktore nalezy uwzgledni¢ w réwnaniu
momentow. Otrzymujemy rownanie:

dx dx dx dx
(013 +d013)dx2dx371 ‘Ulsdxzd%?l +(03) +d oy )divid, 73 +031dxidxy 73 =0.

Po podzieleniu tego rownania przez dx;dx,dx; otrzymujemy:

1 1
O3 +—d0Oj; = 031 +—d0O7;.
13 > 13 31 > 31
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Czesé 1 1. STAN NAPREZENIA 10

Sktadniki doj3/2 1 doy;/2 sa matymi wielko$ciami wyzszego rzgdu, ktére mozna pomina¢. Suma

momentow wzgledem osi rownolegtej do x; prowadzi wigc do bardzo waznej zaleznosci:

O13 =031

Sumy momentéw wzglgdem osi roéwnoleglych do x; 1 x3 daja odpowiednio: 0y3 =03,

oraz Oj, = 0y . T¢ wlasno$¢ tensora naprgzenia mozna zapisac¢ krotko:

O-l'j':aji’ i,j=1,2,3
lub w postaci macierzowe;j: (1.10)
c=o'.

Symbol T oznacza tutaj znak transpozycji macierzy. Na podstawie zaleznosci (1.10) méwimy, ze tensor
naprezZenia jest symetryczny, tzn. wyrazy macierzy naprgzenia sa symetryczne wzgledem gtéwnej prze-
katnej. Z fizycznego punktu widzenia oznacza to, ze napreZenia styczne na plaszczyznach wzajemnie
prostopadlych i prostopadle do krawedzi przeciecia tych plaszczyzn sq rowne (por. rys. 1.10).

Rys. 1.10

Widzimy wigc, ze sposrod 9 wspotrzednych tensora naprezenia tylko 6 jest niezaleznych. W celu zde-
finiowania stanu napr¢zenia wystarczy zatem podaé jedynie wyrazy lezace powyzej glownej przekatnej
macierzy napr¢zenia. Z symetrii tensora napr¢zenia wynika, ze macierz naprg¢zenia G jest rOwna swej

.. T
transpozycj1 O :

011 O 013% 011 01 0310
_ - T _
C= 21 Oxn Opp=oc = %712 0 O3nQ (1.11)
31 03 0330 B3 023 0330

Doda¢ warto, ze zaleznosci (1.9) 1 (1.10) mozna rowniez wyprowadzi¢ z rownan rownowagi dowolne-
go fragmentu ciata albo z zasady zachowania pgdu i zasady zachowania momentu pedu.

W podsumowaniu nalezy stwierdzi¢, ze sktadowe stanu naprg¢zenia nie moga by¢ dowolne; musza
spetniaé réwnania rézniczkowe réwnowagi wewngtrznej (1.9) oraz wykazywaé symetri¢ wzgledem
glownej przekatnej. Ostatnie stwierdzenie jest stuszne jedynie w przypadku, gdy pominiemy naprezenia
momentowe. W osrodku Cosseratow oprocz tensora naprezen sitowych 0j; wystgpuje rowniez tensor na-
prezefi momentowych ff;. Rownania rownowagi (1.9) zachowuja wowczas swa postaé, a odpowiedni-
kiem zalezno$ci (1.10) sa rownania, z ktorych wynika, ze tensor naprg¢zen sitowych Oj; nie jest syme-
tryczny.
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Czesé 1

1.5. TRANSFORMACJA SKLADOWYCH STANU NAPREZENIA.
DEFINICJA TENSORA

Przyjmijmy, ze w uktadzie osi x1, xp, x3 dany jest tensor napr¢zenia ¢ o wspotrzednych gjj Obroci-

my teraz ukfad osi do nowego potozenia x;, x5, X3, przy czym poczatek obu ukladow jest wspdlny (rys.
1.11). Elementowi prostopadtosciennemu wycigtemu myslowo w uktadzie obréconym bedzie odpowia-

da¢ tensor naprg¢zenia ', 0 wspotrzednych O, .

a) 633
X3
X3
\ X 637
\ Sa1 /1oy
X1 G
13 —=8,,

X

Zadanie, jakie sobie stawiamy, to okreslenie skladowych ' za pomoca danych sktadowych . Osie
uktadu wspotrzednych xp, xp, x3 tworza z osiami xj,xp,x3 katy, ktorych kosinusy kierunkowe

i =cos(x,,x;) przedstawiono w tablicy (por. W.Nowacki [32]):

ap
X1 o) X3
X an ar anrs
X! ar azn ans
X3 aszq asn aszs

Poniewaz cos(~=¢) = cos$, wige a,; =g,
ZwréciliSmy juz uwagg na to, ze wspolrzedne wektora o dtugosci jednostkowej sa rowne kosinusom

katéw zawartych migedzy wektorem jednostkowym a osiami uktadu. Zatem elementy kazdego wiersza
tablicy mozemy traktowac jako wspoirzedne wektorow jednostkowych lezacych kolejno na osiach
Xy, Xy, X3 . Sa to po prostu sktadowe wersorow nowego ukladu wspotrzednych ey, ey, ey (por. rys.
1.12). Wersory te zapisane za pomoca wersorow uktadu nie obroconego (pierwotnego) przyjmuja postac:

3
e.=a.,e *ta.e, +a,e; = Z a.e.,
=
3

a — —
(a) e, =a,e ta,,e, ta,.e; =) a,e,

i=

3
e, =aye ta,e, ta,.e,= Za3,l.ei,
i=

Alma Mater
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lub w postaci macierzowe;j:
Loy app a3
®) e'=Ace, gdzie A = %@1 ar,p a3 E
Bi31 a3 a33f
Macierz A jest macierza transformacji wspotrzednych. Dodajmy, Zze macierz ta nie jest symetryczna, bo
ap; # aj . Oznacza to po prostu, ze AT¢A. Uwaga ta jest istotna przy wykonywaniu obliczen za pomoca

kalkulatorow umozliwiajacych wykonywanie operacji macierzowych.

X,
, 3
N3
\
N
\
A\ . ///le
e —
B \\ 3 ////
K /,”_9.2‘
= X
%, ! ) 2
'_.l
[
!
% !
1 fx1.
Rys. 1.12

Poniewaz wersory e, sa do siebie prostopadte, ich iloczyn skalarny jest rowny zeru:
(C) ey Bzr = 0, €y E:;r =0, €3 Blr =0 .
Mnozenie skalarne kazdego z wersorow przez siebie daje z kolei kwadrat ich dtugosci, czyli jedynke:
(d) ey @1/ =1 €y mz/ =1; €3 By =1.
Po podstawieniu do rownan (c) i (d) wzoréw (a) na wersory w uktadzie obréconym otrzymujemy 6 nieza-
leznych réwnan wiazacych kosinusy kierunkowe dip i=12,3 p'=1,2'3"):

3
apv,-al-k- = 5p'k' 5 p',k' = 1’,2',3'
i=1
lub w postaci macierzowe;j: (1.12)
AAT =1,

gdzie O, jest symbolem Kroneckera, zdefiniowanym nastepujaco (por. dodatek):

0 e 0 0 o0
vy ]

Jesli powyzsze postgpowanie zastosujemy do wyrazenia wersorow e; przez wersory €, (odpowiednie
wspotrzedne wystepuja wowcezas w kolumnach tablicy), to otrzymamy nastgpujace rownowazne zalezno-
Sci:
3'
apap; = &y, i,j=123 lubATA=1. (1.12a)
k‘:ll

Réwnan (1.12) jest 9, przy czym rozniacych si¢ od siebie jest tylko 6. Rownania (1.12) nie uwzgledniaja
przemienno$ci wzglgdem mnozenia, tzn. przyktadowo obok rownania e, [é3 =0y3 pojawia sig rowna-

nie ey [, =03y = Oy13. Sa trzy takie dodatkowe rownania. Zatem sposrod dziewigeiu wartosci kosinu-
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sow tylko 3 sa niezalezne (9 kosinusow — 6 rownan = 3), bo wzajemny obrot uktadu opisuja 3 niezalezne
wartosci katow.

Przypomnimy teraz pewna wlasnos¢ wynikajaca z definicji iloczynu skalarnego, stosowana przy rzu-
towaniu wektora na dany kierunek: rzut wektora B na kierunek okreslony wektorem jednostkowym n
rowna sig iloczynowi skalarnemu tych wektorow (rys. 1.13). Rzut wektora B na kierunek n wyraza wzor:

3
B [0 =[B|[jh| =[B| I [dos$ = Z Bin;.
i=1

/X1‘

*q

A |

Rys. 1.13

Wspotrzedne punktow przy przejsciu z jednego ukladu do drugiego transformuja si¢ tak samo jak
wspotrzedne wektorow. Dla przyktadu wzory transformacyjne dla plaskich uktadow wspotrzednych,
przedstawionych na rys. 1.14, maja postaé:

xp = xp c08(xy, Xp) + x5 €08(xp, Xp) = X141y +xpapy,

X1 = X1 008(x1, Xp1) +x) €OS(Xp,Xp1) =Xjayy +Xpa0

Wzory te mozna uzyska¢ natychmiast, jesli np. wspotrzedna x; potraktujemy jako rzut wektora
X = xje; +xpe, na kierunek x;, opisany wektorem jednostkowym o wspotrzednych rownych a;1 apy.

Analogiczne wzory transformacyjne mozemy napisa¢ dla przypadku przestrzennego (tréjwymiarowe-
g0):

3 0
Xy =apxy tappxy tapzxy = Z ar; Xi B
i=1 0
2 B
Xy =apnXxy tayorxy tarszxy = Zdzvixi,m (113)
i=1 O
0
3
_ _ 0
X3 = azixy tazypxy tayzxz = z 43 Xi ]
i=1 B
lub w bardziej zwartym zapisie:
3
Xp = Z apix;, (k' =1,2",3),
i=1
a w zapisie macierzowym: (1.13a)

x' =AX

W tym miegjscu warto wprowadzi¢ jeszcze dalsze uproszczenie zapisu. Wielokrotnie juz do tej pory
uzywaliSmy znaku sumy trzech sktadnikow. Zwréémy uwage, ze sumy te dotyczyty tych wskaznikow,
ktore powtarzaly sie dwukrotnie. W takich przypadkach dla skrdcenia zapisu bedziemy pomija¢ znak
sumy™. Jest to tzw. konwencja sumacyjna wprowadzona przez Einsteina. Wzory transformacyjne (1.13)
zapiszemy wigc nastgpujaco:

*) Jezeli jednak nie chcemy sumowaé, to wskazniki powtarzajace si¢ dwukrotnie ujmujemy w nawiasach. Na

przyktad wyrazenie: Pgyu(ky oznacza tylko iloczyn dwoch liczb Py i uy (por. np. p. 5.1).
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Xp = dpiX; p' =1,2',3;i=1,2,3,

Xp = dpyXy, p'=1,2"3;r=12,3.

(1.13b)

Widzimy, ze wskaznik, wzgledem ktérego sumujemy, moze by¢ oznaczony dowolna matq litera alfabetu
lacinskiego. Jest to tzw. wskaZnik niemy. Pozostate to wskazniki Zywe.

Identyczne wzory stosujemy przy transformacji wspolrzgdnych wektorow. Na przyktad wektor B o
wspotrzednych By, B,, B; ma w ukladzie obréconym wspoélrzedne By, By, By, ktore obliczamy na pod-
stawie WZorow:

By=ag,B,; §=1,2.3;1=1,2,3 lub B'=AB. (1.14)

Podobna zalezno$¢ obowiazuje przy wyrazeniu wspotrzednych w uktadzie pierwotnym przez wspotrzed-
ne w uktadzie obréconym:

B =a,.B.; i=1,2,3;r=1,2.,3 lub B=ATB". (1.14a)

Powr6¢my do problemu transformacji wspotrzednych tensora naprezenia. Przyjmijmy, ze jedna z osi
uktadu obroconego — np. 0§ xy (por. rys. 1.15) — pokrywa si¢ z wektorem normalnym n. Oznacza to, Ze
n; = a;y . Wowczas zgodnie z rownaniami (1.7a) wyrazajacymi zalezno$¢ wektor-tensor otrzymujemy:

2) _ _ _
Ji7l = 0un; = 0jay = Opayy +0yayy +03a3)

X2

Rys. 1.15

W celu obliczenia wspotrzgdnych wektora naprg¢zenia na $cianie 2' (tzn. Oy, Oy 1 Oyi3) trzeba ko-

lejno rzutowa¢ wektor 2o wspolrzednych fl-(z') na kierunki osi xy, xp1 1 x3:
, 3
— rzut wektora £ na o Xp: Opp = Zfl-(zv)a,-lv = fl-(z')al-lv ,
i=1
, 3
— rzut wektora %) na 0§ Xpii  Oppr = Zfi(z')aiz' = fi(z‘)aizv ,

i=1

3
2! , [ '
— rzut wektora £ na o X3: Opz = Zfi(z)aﬁ' = fi(z)a,g' .
i=1

Pamigtamy tu, ze wektory jednostkowe odpowiadajace tym osiom maja wspotrzedne a;p,a;,a;3 .

Po przyjeciu w tych wzorach, ze fi(z') =0 a y, otrzymujemy:
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3 3
Oy = Z 0jia a1 =0d a7,
J=1i=
Oy =0ax4a;7,
O3 =0, 2a;3
lub 0y =0 id oy gdzie j,i=1,2,3 oraz p'=1,2"3
Uzyskany wynik tatwo mozna uogoélni¢ na pozostale ptaszczyzny prostopadie do osi xy' oraz x3:
Orp' = 0jid jrdip's
03, =0ia;3a,,.
Otrzymane wyzej rownania mozna przedstawic¢ jednym wzorem:

Opp =0 apay . ji=1,2,3 k', p'=1,2,3. (1.15)

Jesli zamienimy wskazniki nieme i oraz j, to
O-k'p' =O-l'jal'k'ajp' =ak'io-l'jajp', l,] =1,2,3; k',p'=l',2',3'. (11561)

Wzory (1.15a) sa poszukiwanymi wzorami transformacyjnymi skladowych tensora naprezenia przy
obrocie uktadu wspotrzednych.
Wzory (1.15) mozna roéwniez wykorzysta¢ do transformacji z uktadu obroéconego do pierwotnego:

O-ij =Gk~p-ak~iap-j =a,-k~0k-p-apvj. (1.15b)

Do transformacji sktadowych tensora naprezenia wygodnie jest uzywac¢ operacji macierzowych. W
tym przypadku wykorzystamy drugie postacie prawych stron wzorow (1.15a) i (1.15b), przygotowane do
zapisu macierzowego. Wynika z nich, ze:

c'=AcAlorazo=AT c'A. (1.15¢)

W celu lepszej ilustracji wzoru (1.15a) obliczymy ,,rgcznie” wspolrzedna 0,4, pamigtajac o konwen-
cji sumacyjne;j:
Oy3y =0;a;pa ;3 =(sumujemy wzgledem wskaznika 7)
=000 30 70,0000 30 TO5,0300 30 =
= (sumujemy kolejno kazdy sktadnik sumy wzgledem wskaznika j)=
=0paipary t0papaxy top3apa3y +
+031a2a13 +0ppapar3 +03ap2a33 +
+031a3pa13 T 032a32d23 +033a32433 -

Przejdziemy obecnie do definicji tensora. Zestawmy prawa transformacji wektora i tensora napr¢zenia
przy obrocie uktadu wspotrzednych:

— prawo transformacji sktadowych wektora B.. = B;a;,,

— prawo transformacji sktadowych tensora O p = 0jQid jpy -

W budowie obu wzoréw widzimy duze podobienstwo: po prawej stronie wystepuja iloczyny wspotrzed-
nych pierwotnych i kosinuséw kierunkowych osi obroconych. Roznice sa tylko iloSciowe (inna liczba
wskaznikow 1 mnoznikow kosinusowych). Mozna sobie wyobrazi¢ wielkos$ci o trzech, czterech i wigcej
wskaznikach, transformujacych si¢ wedtug podobnego prawa:

Cp'r's',...,t' =Gk, 1%ip'A jrQfg' s AJg - (1.16)

Wszystkie wielkosci wielowskaZnikowe, ktorych sktadowe przy obrocie osi uktadu transformujq sie
zgodnie ze wzorem (1.16), nazywa sig tensorami.
Mamy wigc tensory pierwszego rzedu (wektory), tensory drugiego rzedu (np. tensor napr¢zenia) itd. Rzad
tensora okresla liczba wskaznikow. Z kolei liczba wspotrzednych takiego uogolnionego tensora wynosi
m", gdzie m jest wymiarem przestrzeni (u nas m =3), a n jest rzedem tensora (np. wektor ma 3! =3
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wspohrzedne, tensor naprezenia 32 =9 wspotrzednych). Wezmy pod uwage jakas wielko$é skalarng @
(np. gestos¢, temperaturg). Przy obrocie uktadu osi w danym punkcie skalar nie zmienia swej wartosci,
czyli prawo transformacji skalara ma posta¢: @' = @. Skalar mozna wigc traktowac jako tensor rz¢du ze-

ro; liczba wspotrzednych okreslajacych skalar 30-1. Pojecie tensora stanowi wigc uogodlnienie wielkosci
fizycznych. Naleza do nich m.in. tensor odksztalcenia i tensor statych sprezystosci. Momenty bezwtadno-
$ci figur ptaskich i bryt sa rowniez tensorami.

Na przyktadzie tensora napr¢zenia omowimy specyficzne wlasnosci tensorow symetrycznych drugie-
go rzedu. Odwotamy si¢ do nich przy omawianiu dalszych zagadnien.

Na zakonczenie tego punktu podamy kilka uwag na temat uzywanych opiséw matematycznych. Po-
rownujac zapis wskaznikowy oraz zapis macierzowy, mozna doj$¢ do wniosku, ze macierzowe ujecie jest
bardziej przejrzyste, pokazuje ogolna strukture wzorow i jest tatwiejsze do zapamigtania. Okazuje si¢
jednak, ze zapis wskaznikowy jest bardziej uniwersalny, pozwala bowiem w prosty sposob operowac
obiektami wielowskaznikowymi oraz zawiera informacje szczegélowe o wewngtrznej strukturze analizo-
wanego wzoru, niedostgpne w zapisie macierzowym. Przejscie z zapisu wskaznikowego do macierzowe-
g0, jesli jest ono wykonalne, nie nastrecza kltopotdéw, natomiast odwrotna droga jest czasami dosy¢ cierni-
sta.

1.6. NAPREZENIA GLOWNE

Skoro na podstawie wzorow transformacyjnych (1.154) mozemy w danym punkcie obliczy¢ wspot-
rzg¢dne tensora dla dowolnego uktadu osi prostokatnych, to zachodzi pytanie, czy mozna dobra¢ takie kie-
runki osi uktadu, by naprgzenia styczne na $ciankach elementarnego prostopadtoscianu byty rowne zeru.

W takim przypadku wektor naprezenia f(n) pokrywa si¢ z kierunkiem normalnej do ptaszczyzny (por. rys.
1.16), czyli

fW=on, i=1273

gdzie 0= |t(n)| oznacza dlugos¢ wektora naprezenia. Z drugiej strony z zalezno$ci wektor-tensor (1.7)
wiemy, ze

f;(n) = Ujinj, 1= 1, 2, 3.

X1

Rys. 1.16

Poréwnujac prawe strony obu wzoréw otrzymujemy poszukiwany warunek znikania naprezen stycznych:
On; =0 ji” j

lub ajlnj —on; = O, i :1,2,3.

Rozpiszemy powyzsze rownania dla kolejnych wartosci wskaznika i wykonujac sumowanie wzgledem
wskaznika j:
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(011 —0)ny +Oyyny +031n3 =0, [
O1om +(0pp —0)ny +03pn3 =0, [ (1.17)
0131y + 031y +(033 —0)n3 =0,

przy czym wspotrzedne wektora normalnego n, jak wiemy, spetniaja rownanie:
nh=mn; =n +n3 +n3 =1. (1.18)

Roéwnania (1.17) 1 (1.18) tworza uktad czterech rownan o czterech niewiadomych »;, ny,n3 oraz O.
Grupa réwnan (1.17) stanowi uklad jednorodnych réwnan liniowych ze wzgledu na wspdtrzedne
ny,ny 1 ny. Uklad taki ma rozwigzanie niezerowe tylko wowczas, gdy wyznacznik utworzony ze wspol-

czynnikow uktadu jest rowny zeru. Otrzymujemy wowczas tzw. problem wartosci glownych tensora na-
prezenia:

01170 0y 031
012 022 -0 032 =0.
O13 073 O33-0

Po rozwinigciu wyznacznika uzyskujemy algebraiczne rownanie Il stopnia ze wzgledu na o, zwane
rownaniem charakterystycznym lub wiekowym (sekularnym):

o’ -10*+Lo-1; =0, (1.19)
gdzie wspotczynniki I, I, I3 okre$lamy ze wzorow:

I(o) =01, +0y +033 =0,

Oy, Oyl |01, O3 |01, O 40;'"1
Lie)="2 78401 93 o Oz :7(%(0” ‘Uzyazj)» (1.20)
O3, O33| 031, 033 |Oa1, Op| 00y, 2
011 912 013

[3(6) = det[(r] =071 Oy 033
031 O3 033

Rownanie (1.19) ma 3 pierwiastki 0, 0,, 05. Mozna wykaza¢ (por. dodatek), ze przybierajq one zawsze
wartosci rzeczywiste, jesli macierz napreZenia jest symetryczna. Pierwiastki te, rzecz jasna, nie moga by¢
zalezne od przyjgtego uktadu osi wspotrzednych. Oznacza to, Ze proporcje poszczegolnych wspotezynni-
kow rownania III stopnia musza pozostawac takie same. Poniewaz wspotczynnik przy najwyzszej potg-
dze powinien by¢ réwny jednosci, to pozostale wspoélczynniki réwnania (1.19), czyli
l,(o),l,(o),l,(c), dla kazdego dowolnie przyjetego uktadu osi musza przyjmowac takie same warto-
$ci. Dlatego wspotczynniki /,(o),/,(o),l,(G) nazywamy niezmiennikami glownymi tensora napre-
Zenia. (Wektor, jako tensor pierwszego rzedu, ma tylko jeden niezmiennik; jest nim dlugos¢ wektora).
Pierwiastki rownania wiekowego (1.19) 0y, 0,, 03 nazywamy wartosciami glownymi tensora naprgze-
nia lub napreieniami glownymi.  Czgsto wartoSci gtowne porzadkujemy w ten sposob, ze o =
max (01,0,,03), a Oy = min (0y,0,,03); naprezenie Oy przyjmuje warto$¢ posrednia. Napr¢zenia

01, 071, Oyp hazywamy uporzqdkowanymi napreZeniami glownymi.

Pozostaje jeszcze wyznaczenie kierunkdéw osi odpowiadajacych poszczegdlnym naprgzeniom glow-
nym. Kierunki te, tzw. kierunki gtdowne tensora naprgzenia lub osie naprezen glownych, okreslone sa
przez 3 wektory jednostkowe n(D), n), n®. Kazdy z tych wektoréw odpowiada innej wartosci gtoéwne;.
Cheac obliczyé¢ np. wspotrzedne wektora n(2), podstawiamy 0, do dowolnych dwoch réwnan uktadu
(1.17) oraz dolaczamy do nich réwnanie (1.18). Otrzymujemy 3 roéwnania o 3 niewiadomych
NORNCRNOS
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2 2 2) —
(011 _0'2)}11( ) +0'21ﬂ§ ) +O'31ﬂ§ ) —O,

a13nf>) + 0y + (033 =0y nf?) =0,
2 2 2
4-[ ngz) =1

+
Z tego uktadu obliczamy wspotrzedne normalnego wektora jednostkowego okreslajacego ptaszczyzng, na
ktora dziala naprezenie 0,. Analogicznie wyznacza sig pozostate wektory n(D) i n(®). Mozna wykazaé, ze
osie glowne opisane wektorami n(1), n(2), n(®) sq do siebie prostopadte. Osie gtéwne w badanym punkcie
mozna wigc utozsamia¢ z pewnym prostokatnym uktadem osi wspolrzgdnych. Pozwala to na duze

2|+ n?

uproszczenie rozwazan i rachunkéw. Zwrdéémy uwage na to, ze wspotrzedne nl-(k ) (k=1,2,3) musza
zatem spetnia¢ warunki ortogonalnosci, analogiczne do rownan (1.12), tzn.:
n®m? =nl-(k)nl-(l) = Oy, i,k,1=1,2,3.

Odpowiadajac na pytanie postawione na poczatku tego punktu stwierdzamy, ze przez dobranie odpo-
wiedniego uktadu osi dowolny stan naprezenia mozna zawsze sprowadzi¢ do stanu odpowiadajacego
dziataniu trzech naprgzen normalnych 0y, 0,, 03 na trzy wzajemnie prostopadte plaszczyzny (rys. 1.17).

Macierz napr¢zenia okreslaja wowczas tylko 3 wspotrzedne:

w 0 00
o = %) 0'2 0 E
B 0 o3
a) X3 b) n®
O33
O
| 32
O3 O23
O3 /I__..Gzz
G,/ *2
012 21
O11

n" G,

X1 n®

Rys. 1.17

Liczba informacji potrzebnych do okre$lenia stanu naprezenia wynosi w dalszym ciagu 6, poniewaz
oprocz trzech wartos$ci Oy, 0y, Opyp trzeba zna¢ potozenie glownych osi naprgzen, okreslone przez 3 katy.

Niezmienniki tensora naprgzenia musza by¢ takie same dla kazdego uktadu wspotrzednych, rowniez
dla osi glownych. Zgodnie ze wzorami (1.20)

I, =0, =0| +0, +03 =const, E
§|al-j| H

12 = =0,05 0301 +070, =const, [] (1.21)
90 pp O
_ _ _ g
I3 = |Uij| = 0,0,03 =const. g

Zalozmy teraz, ze uktad osi wspolrzednych xi, x,, x3 pokrywa sig¢ z osiami naprgzen glownych. Ob-

liczmy napre¢zenia normalne G(n) 1 styczne 1:(”), dziatajace na dowolna ptaszczyzn¢ o normalnej n. Stan

napr¢zenia w uktadzie osi gtownych opisuja wzory:

011 =0y, 0Oy =0y, 033 =03 0Op3 =03 =0 =0.
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Z warunkéw (1.7) obliczymy wspotrzedne wektora f(n):

S = ayn,,

fl(n) = ony, fz(n) = Ojpny, f3(n) = Oj3n3.
Naprezenia normalne 0 otrzymujemy, rzutujac wektor i(n) na kierunek n:

™ = [y = fOn 4 (D 4 (g + el + ayn + ognd.

1

Napre¢zenia styczne obliczymy ze wzoru Pitagorasa :

<M = \/‘f(n)z_(c(n))zj
gdzie
2 2 2 2
|f(n) :‘fl(”) +‘f2(”) +‘f3(”) = of'n{ +07nj +o3n3.

Bardzo sugestywna interpretacj¢ wzorow transformacyjnych (1.15a) oraz wartosci gtéwnych stanowia
tzw. kota Mohra. W celu wykreslenia tych kot obieramy prostokatny uktad wspotrzednych o, 7. Na osi @
odkladamy wartos$ci uporzadkowanych naprgzen gtéwnych oy, oy, Oy 1 zakre$lamy kola o promie-
niach:

1 1 1
= (UI - 0111), = (UI - UH), = (UH - UIH)-
2 2 2

W rezultacie otrzymamy trzy wzajemnie stykajace si¢ kota (rys. 1.18). Wykazuje sig, ze wspotrzedne
punktéw obszaru zakreskowanego na rys. 1.18 odpowiadaja wszystkim mozliwym kombinacjom napre-
zen normalnych i stycznych dla wszystkich ptaszczyzn przechodzacych przez badany punkt. Dowod po-
prawnosci konstrukcji kot Mohra oraz inne szczegodty mozna znalezé w wielu podrecznikach (np. Stani-
stawskiego [43], Jakubowicza, Orlosia [20], Krzysia, Zyczkowskiego [26]). Konstrukcje kota Mohra dla
ptaskiego stanu naprezenia omowimy szczegétowo w p. 1.8.
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|- 45°

Rys. 1.19

Z konstrukcji kot naprezen dla przypadku przestrzennego wynikaja dalsze wlasnosci tensora napreze-
nia, ktére podamy bez dowodu:
— 0y jest najwigkszym, a Oy najmniejszym ze wszystkich mozliwych naprgzen normalnych wystepuja-
cych w danym punkcie,
— ekstremalne naprezenia styczne wystepuja na ptaszczyznach nachylonych pod katem 45° w stosunku
do plaszczyzn glownych. Wartosci tych naprezen roéwnaja si¢ promieniowi najwigkszego kota
Mohra (rys. 1.18 i rys. 1.19):

| = =%m (1.22)
max 2 ’ ’
a napre¢zenia normalne na tych ptaszczyznach:
oy +0
Or) = % (1.23)

1.7. ROZKLAD TENSORA NAPREZENIA NA AKSJATOR | DEWIATOR

Kazdy symetryczny tensor drugiego rzedu mozna roztozy¢ na dwie czesci (por. takze rys. 1.20):

0, = 0‘15.0) + q§d>, (1.24)

gdzie

1
of?) = 000 5 Oy = 5(011+022 +033) = —1).

y

W | =

W wyrazeniu tym O l(jd) jest dewiatorem, a O lg.o) aksjatorem. Sktadowe tych wielkosSci przedstawiaja ma-

cierze:

[Ty O 0% %711‘00 o2 013 %

_ o _
o] = %) o) 0 5 ’UIS') =g % O0»n-0y 03 [
B 0 oo H o3 03,  033-0pH

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 1 1. STAN NAPREZENIA 21

SEE! So S33-G
G32 G32
63i 6 3 /631 623
622 GO [ C-322 - 6O
Sz = —— + 13
Gz [0 B21
Sy 1 ,/60 611'60
&) (d
6LJ = 6(.] + G‘J
Rys.1.20

Aksjator, zwany rowniez tensorem kulistym, odpowiada wszechstronnemu rozciaganiu (Sciskaniu)

Srednim naprezeniem normalnym 0y. Aksjator jest wigc okreslony tylko przez jedna warto$¢ gy. Cecha
charakterystyczna dewiatora jest natomiast zerowanie si¢ pierwszego niezmiennika:
(d) = 5d) L 5d) 4 5(d) -
Iy = oy 0y o3y = (1.25)
= 011 =00 +0y =0 033 0y =0y +0p +033 3¢y 0.

Dewiator ma wobec tego 5 niezaleznych wspolrzednych, bowiem 6 liczb o l-g-d) musi spetia¢ dodatkowo

warunek Il(d) =0.

Roztézmy jeszcze tensor naprezenia zapisany w osiach gtdéwnych (por. [32]):

w, 0 00O w9 o o O
- o, d (d) =
[al-j]—%) gy O D+m) 05, Odg
Poniewaz Il(d) =0, wiec U%) = —Ul(fl) —Uggl). Wobec tego:

D o o O F@D o (O 0

@ -8 @ oo @) -

laz'j =0 gy 0 O=00 -0 00+ S) 033 0O
0

0B ]

Widzimy stad, ze dewiator naprezenia mozna roztozy¢ na dwa szczegélne przypadki plaskiego stanu na-
prezenia; sg to przypadki czystego scinania. Oméwimy je blizej w p. 1.8.
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= €0) (d)
161 S 6o=6y 6;-Gy=86y,
|
(o) o)
_Tg’f o 15078 G S0=643
= +

0 22
_ () ()
Gy = S + / Sy \
45° 5
: ) 4
T Ll C33 . / @
N\ A?Ti)v Gl S
-6 T
)
Rys. 1.21

W posumowaniu stwierdzamy, ze kazdy stan naprezenia mozna rozlozy¢ na aksjator, czyli wszech-
stronne rownomierne rozciqganie (Sciskanie), oraz na dwa czyste scinania, ktérych suma daje dewiator
(por. rys. 1.21). Trzeba doda¢, ze rozklad dewiatora na dwa czyste $cinania nie jest jednoznaczny, gdyz
mozna go dokona¢ kilkoma sposobami.

1.8. PLASKI STAN NAPREZENIA

Ptaski stan naprezenia zachodzi wowczas, gdy w kazdym punkcie osrodka
na wszystkich ptaszczyznach o tym samym wektorze normalnym sktadowe wektora napr¢zenia sa rowne

zeru. Jesli przyjmiemy, ze ptaszczyzny te sa prostopadle do osi x3, to 03; = 0, a pozostate sktadowe tenso-
ra naprezenia nie zaleza od x3. Przykladem takiego stanu jest stan naprezenia w cienkiej tarczy obciazone;j
sitami lezacymi
w plaszczyznie tarczy (x1, xp) i rownomiernie roztozonymi na jej grubosci (rys. 1.22). W takim szczego6l-
nym przypadku naprezenia 031, 033 1 033 sa w przyblizeniu rowne zeru na catej grubosci tarczy. Tensor
napr¢zenia ma wowczas postac:
[0y, 01 00
— - 0
G —[UU] = %721 (003 OD N (126)
HO 0 Of

a wszystkie sktadowe 0j; sa tylko funkcjami x1, x5.

a) X By,
i *2
r'—;‘h ‘ 621
G
§u_' N 12_Gﬂ
Sz
Sn
1622
i -
)|
X1
Rys. 1.22
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W ptlaskim stanie napr¢zenia wzory na niezmienniki sa nast¢pujace:

I} =0y t 0y, 0

|

_911 O12| _ 2 U
I = =010 — 073,00 (1.27)

031 Ox 0

I3=0. H

Wobec tego rownanie charakterystyczne, stuzace do obliczenia wartosci gtownych (1.19), upraszcza sig
do postaci:

3 2 _
o’ = (o9 +op)o” + (011022 ‘0122)0 = 0.

Pierwiastki tego réwnania — jak tatwo stwierdzi¢ — wynosza :

Ul E +
o +0 -0
= 112 2 @JHZ 22g+0122, o3 = 0. (1.28)
UzH

Réwnania transformacyjne 0y, = 0y;a;a ;7 warto zapisa¢ nieco inaczej. Po uwzglednieniu na podsta-

wie rys. 1.23, ze
ajp =cosP, ajy =-sing,

arp =sing, apy =cos@,

mamy:

Oy = 0ja;pajy = 0yjaypa p +0paxpa e =0yappayy +0paypay +

JT
+0y1a31a1 ) +0p0ay 1y =01 cos” @ +207 singcosd +0 sin> P,

Opnr = 0jiaipa jpr = 0y ja1pa jy + 03 jarya oy =0p1a1pa1y +0pagpdyy +
+0y1axya1y +Oppayyayy =0 sin® § =207, sind cosd +0; cos™ P,

Oy = 0jajpajy = 0ya1pay 03 axpajpr =011apay +0pa1pazy: +

+0y1ay1a1y +0paypayy = =0y singcosp +01;(cos” § ~sin> @) +
+ 0y, sin@ cosd .

A X2

D) X
Rys.1.23

Wprowadzenie funkcji kata podwojnego:

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 1 1. STAN NAPREZENIA 24

- +
sin2¢ = %, coszd) = ﬁ, 2sing cos¢ =sin2¢

prowadzi do wyniku:
opp = I ;022 + 911”92 cos2¢ +0, sin2@,
axrzaﬂzoﬂ-—QJ_Uﬂcma¢—ausm2¢, (1.29)
Oy = —% sin2¢) + 0y, cos2¢.

Z trzeciego rownania (1.29) widzimy, ze Oy =0, gdy ¢ =¢:

2012

tg2¢) =———=——.
011~ 0

(1.30)

Kat ¢ okresla potozenie gldwnych osi naprgzen.

W praktyce inzynierskiej bardzo uzyteczne jest stosowanie wspomnianej juz wczesniej konstrukcji
kota Mohra (1887 rok). Pelna przydatnosc tej konstrukcji wymaga jednak wprowadzenia inZynierskiego
znakowania napreen stycznych. Notacje inzynierska opracowano z mysla, by zasada znakowania — po-
dobnie jak dla naprgzen normalnych — byla niezalezna od przyjetego uktadu wspotrzednych. Wedtug tej
zasady dodatnie naprezenie styczne dziata na wycigty element konstrukcji zgodnie z ruchem wskazoéwek
zegara (rys. 1.24b). Znakowanie napr¢zen normalnych pozostaje bez zmian (,,+” rozciaganie, ,,— $Sciska-
nie). Dodac trzeba, ze znakowanie inzynierskie ma sens #ylko w ptaskim stanie napr¢zenia.

a) AXZ b) LJ ‘l

15& 169
LY 1 Tyx>0
S Tyy<O
T T
— )(1 -
Rys. 1.24

W celu odroznienia obu zapisow w notacji inzynierskiej wprowadzamy uktad osi x, y, a naprezenia —
zgodnie z rys. 1.24 — oznaczamy nastgpujaco:

0,=0,, 0,=0yp, Ty, ="0), T,=10,. (1.31)

y

Stosownie do tych oznaczen rownania (1.28), (1.29) 1 (1.30) przyjmuja postac:
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o
@ _ 910, DUBx‘UyEZH)% . 0y=0, (1.32)
0 2 o2 0 ¥
0,5
o.+to, O,-
Op = X 5 24 Y cos2¢ —T,,sin2¢, O
O
o.to, O,-
O = r - Y cos2¢ +T,,8in2¢ , E (1.33)
2 0
-0y . O
Ty = sin2¢ +71,, cos2¢, E
2T
tg2¢y = ———2—. (1.34)
o, -0,

Koto Mohra wykorzystuje sig na ogét do rozwiazania nastgpujacego zadania:

W przyjetym uktadzie osi x, y dane sq napre¢zenia Oy, Oy i Oy, Wyznaczy¢ naprezenia Oy i Ty
dzialajqce na plaszczyzne o normalnej pokrywajqcej sie z osiq x', nachylong pod kqtem ¢ w stosunku do
osi Rozwiazanie tego zadania za pomoca kota Mohra (rys. 1.25) przebiega, jak nastgpuje:

1) przyjmujemy prostokatny uktad osi g, T,
2) zaznaczamy punkt 4 o wspotrzednych 0Oy, Ty,
3) zaznaczymy punkt B 0 wspotrzednych oy, Ty = —Ty,,

4) znajdujemy $rodek kota Mohra (punkt C) jako punkt przecigcia odcinka 4B z osia O,

5) zakreslamy okrag o promieniu AC = CB,

6) punkt A4 rzutujemy poziomo (tj. rownolegle do osi 0) na przeciwna strong kota

1 otrzymujemy punkt 0, bedacy poczatkiem uktadu osi x, y (0$ x rownolegla do osi g, 0§ y réwnole-

gta do osi 1),

7) z poczatku uktadu xy wyprowadzamy o$ x’ nachylona pod katem ¢; punkt przecigcia prostej x' z

kotem (punkt D) ma poszukiwane wspotrzedne Oy, Ty .

Naprezenia na plaszczyznie prostopadlej do drugiej osi uktadu y' sa wyznaczone przez wspotrzgdne

punktu E: 0y, Tyx = —Tery.

6 1
1l
yi 3,6
1 Y \\ \ [ yt
' \ - -tyx
9* ‘J \\./ - =1 \Txy
\ \ Tax’ ! \ ,-76)‘-
\ \ Yx \ ""
\ v N —
Du 6)(:\“ AD \\ lrxy‘ X Xl
N A 1T |\ )
. X ¢ —
T,
\ 3
\
\ .
Gy ' E -G
l\ ,"C
| £
x|
G )
f 1
\l -
-
£ B e
65'

Rys. 1.25

Wyznaczanie naprezen i kierunkow gléwnych za pomoca kota Mohra (rys. 1.26):

1) wykonujemy czynnos$ci z poprzedniego zadania (p. 1 + 6),
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2) kierunki gtéwne 1 i 2 odpowiadaja punktom, w ktorych 7= 0; sa to punkty F(0y, 0) i G(0, 0).
T

'42'(61" 62) /)(~
Yy

S,

Rys. 1.26

Z rysunku 1.26 na podstawie znanego twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym stwierdzamy, ze
plaszczyzny najwigkszych naprezen stycznych sa nachylone pod katem 45° w stosunku do osi naprezen
gtéwnych. Z tatwoscia odczytujemy tez inne wlasnosci tensora naprgzenia, przytoczone wczesniej przy
omawianiu ogdlnego, tréjosiowego stanu napr¢zenia.

Podczas wyznaczania ekstremalnych naprezen stycznych w plaskim stanie naprezenia trzeba pamigtac
o tym, ze naprgzenia glowne musza by¢ uporzadkowane.
W ogdlnosci moga wystapi¢ 3 przypadki przedstawione na rys. 1.27.

Rozwazmy obecnie kilka szczegdlnych przypadkoéw stanu naprezenia.

Dwukierunkowe réownomierne rozciqganie (rys. 1.28)
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011=03 =0,033=0, 05 =03 =03 =0.

W tym przypadku tym na plaszczyznie x|, xp kierunkéw glownych jest nieskonczenie wiele, a
Tmax =0 /2.

© AT
Tmax=36
\ /
E— ——>% //’ ~\\\ I /

\\ // \ I~
e 7N

Rys. 1.28

Wszechstronne rownomierne rozciqganie (dzialanie aksjatora)
O1) =0y =033 =0,0)3 =0p3 =03; =0.

Aksjator naprezenia nie wyréznia zadnego kierunku. Dla kazdego uktadu osi wspdlrzedna aksjatora jest
taka sama, a Tqyg, = 0 (rys. 1.29). Stad wniosek, ze o kierunkach gléwnych tensora decyduje tylko dewia-
tor.

© /G {AT

6 < - \ /
- T N Y
/6 B L S
e / ‘\_ \'\‘
) / \

Rys. 1.29
Czyste Scinanie
011=01 =0, Oy =0y =-0, 033=0 =0, 01p =03 =031 =0.

Z kota Mohra (rys. 1.30) wynika, Ze na ptaszczyznach nachylonych pod katem 45° w stosunku do
ptaszczyzn napre¢zen glownych naprgzenia styczne wynosza:

natomiast naprezenia normalne na tych ptaszczyznach okresla wzor:

01 +t0m
2
Na zakreskowany kwadracik dziataja wigc #ylko naprezenia styczne. MoOwimy wowczas, ze wystgpuje w

G(T) = =0.

nim czyste Scinanie. Latwo zauwazy¢, ze 1| = Oy, = 0. Wnioskujemy stad, ze czyste Scinanie ma wia-
snosé dewiatora.
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Rys. 1.30
Jednoosiowe rozciqganie
011=01 =0, 0y =033=0p =0y =0, 0y =03 =031 =0

Przypadek ten ilustruje rysunek 1.31.
Zapamigtajmy, ze najwigksze napr¢zenie styczne przy osiowym rozciaganiu wynosi /2.

t‘ﬂ y!
\ b o2 *e
S G X
—-— s y4 4
45° 7 ‘ 7 |&2
“/
/% '4?\ ° .s

rm
L&.‘)
N
KON
xY

Rys.1.31

1.9 PRZYKLADY"

Przyktad 1

W danym punkcie stan naprezenia jest okreslony przez tensor o wspoirzednych:
011 = 1000 MN/m2, 012 = 300 MN/m2, 013 = =600 MN/m?2,
0>7 =500 MN/mz, 073 =100 MN/mz, o33 =-300 MN/m?2.

Wyznaczy¢ wektor naprezenia () na ptaszczyznie okreslonej normalng n = 3 e+ 3 e +§ es3.
Rozwiagzanie
Tensor naprezenia jest zobrazowany macierza [0y] i rys. 1.32.

01000 300 -6000
_0 O 2
0 =0 300 500 100D [MN/m~].
H600 100 -300H

Wspohzedne wektora () okreslimy bezposrednio z warunkéw (1.7h):

*) Duzo przyktadéw zawiera podrecznik [28].
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=0, (=1203)

W naszym zadaniu:

Wspotrzedne jednostkowego wektora normalnego spetniaja zaleznosé (1.3):

oo B -3 B -

i=1 fi(n) = ajlnj = Ull”l + 021}12 + U317’l3 =
= 10()0&3 + 300% - 600% = 667 MN/mz,
i=2 3" = 0jn; = Opm + Oppny + Oxpny =
= 300[% + sooﬁ3 + 100% = 567 MN / m?,
i=3 fi" = 0;3n; = Oy + Opmy + Oy3ny =

= —600&3 +10()E—?F3- —300% = —433 MN/m?.

X3

300
i 100

/%600 /1100

1000/1‘m 300/ — X,
600

Rys. 1.32 Rys. 1.33

X, X

Zaznaczymy jeszcze $lady plaszczyzny i obliczone wspolrzgdne wektora naprezenia. Jesli dana ptasz-
czyzna odcina na osiach ukfadu krawegdzie o dlugosciach ki, ky, k3, to migdzy tymi wartoSciami
a wspotrzednymi ny, n,, ny zachodzi zalezno$¢ (rys. 1.33):

nlkl = n2k2 = l’l3k3.
W naszym zadaniu mamy

(2/3)k1 :(2/3) kz,(z/?)) k2 =(1/3) k3, Sthkl =k2 =k, k3 =2k.

Rezultaty obliczen ilustruje rys. 1.34.
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-~

T

A
3

Rys.1.34

Na zakonczenie przyktadu obliczymy sktadowe normalna o i styczna 7. Wspolrzedna o jest rzutem
wektora f(0) na kierunek n, czyli iloczynem skalarnym tych wektorow:

o=t m = + V0, + "0y =667 %ﬁ +567 %t 433 % =678 MN/m”.

Wspotrzedna T obliczymy ze wzoru Pitagorasa:

r= \/‘f(”)z -o?,

przy czym ‘f(”) :J f = /6672 +567% +(~433)2 =977 MN/ m?.

Zatem T = V9772 -678% = 703 MN/m?.

Kat miedzy kierunkiem f() a wektorem normalnym n okresla zalezno$¢:
ng" = ‘f(") cosp = O, stad @ = arccos(678/977) =46,04°-

Wielkosci g, 1, ¢ ilustruje rys. 1.34b.

Przyktad 2
Dany jest stan naprezenia 0y;(x1,x,x3):
E_J'lexz 5x§ 0o O
0 5 0
[UU] = |jX2 0 2X3EL

Sprawdzié, czy w kazdym punkcie sa spelnione rownania rézniczkowe rownowagi, jezeli wspotrzedne sit
masowych okreslaja funkcje :

Gl = _13X2, G2 = _2, G3 =0.

Rozwiazanie
Roéwnanie rozniczkowe rownowagi okresla wzor (1.9b):

aji,j+Gi=O (1:1,2,3)

Po rozpisaniu tego wzoru mamy 3 réwnania:
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i=1 0y, +0y12 0313 Gy =0,

[=2: 0131 0, 033 +G =0,

=3 013 +0y3, +0333 +G3 =0.
Na podstawie macierzy naprezenia 0 ;; odczytujemy:

011 = 3x1xy, 0y, =0,

012 =0y =5%), O3y =093 =213,

o013 =031 =0, 033 =0.

Obliczymy pochodne czastkowe wystepujace w rownaniach rownowagi:

Jo Jdo
_00, _ _00, _ _
O, = =3x,, 05, = =10x,, O35~ 0,
1 2
Jo
_ _ _00; _
012,1 _Oa 022,2 - 0’ 032,3 - Ox _2’
3
0, =0, Oy, =0, 035 =0.

Po podstawieniu powyzszych rezultatow oraz funkcji G; do rbwnan rownowagi otrzymujemy:
i=1 3x, +10x, +0 —13x, =0,
i=2:0+0+2 -2 =0,
i=3 0+0+0+0 =0.
Stwierdzamy wige, ze funkcje 0y;(x,x2,x3)oraz gestos¢ sit masowych G;(xy,x,,x3) spetniaja w

kazdym punkcie warunki rbwnowagi.

Przyktad 3
Stan naprezenia w danym punkcie jest opisany macierza ¢ odniesiona do uktadu osi prostokatnych x|,

Xp, X3:

02 -2 00
o ] O
o=loy|=g2 3 o
50 0 -3F

Wyznaczy¢ wspotrzedne macierzy o’, zwigzanej z uktadem osi obroconych xj, xp1, X3, opisanych

macierza transformacji [ay;]:

o, L _ 10
g 2 +2p
[a] = nl 1 1p
02 2 20
%L _1 _lg
D\/E 2 20

Rozwiazanie
Sprawdzimy najpierw, czy wersory w ukladzie osi obroconych spetniaja warunki ortogonalnosci

(1.12):
aik‘ |]ll~pv = 6kvp| .
W tym celu trzeba wymnozy¢ przez siebie i zsumowa¢ odpowiednie wiersze macierzy [ay;]:
k'=p'=1" (mnozymy pierwsza kolumng przez siebie):
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1 1
Oy =a;a,, *ayaytaga;, =0+ @\/_Eg + Eﬁg =1,

k'=1, p'=2" (kolumna 1' X kolumna 2'):
1 1 1 1
n = 1 =a;raiy Yarpany rarpazn ZOEI—-F—EII--F— @——Qz 0,
Oy = Oy =ayyary +taspayy tazpaz, 5 5 5

k'=1', p'=3" (kolumna 1' X kolumna 3"):

k'=2', p'=2'" (kolumna 2' X kolumna 2'):
o —D1ﬁ+%g+%lg-l
22 EEH > )

'=2", p'=3" (kolumna 2'x kolumna 3'):

e~ B

k'=p'=3 (kolumna 3' X kolumna 3"):

010 1@2 @ 1 g
= N + + — =1.
=i 8 e
Warunki ortogonalnosci sa zatem spelione. Spelnione musza by¢ rowniez warunki ortogonalnosci wer-
sorow w uktadzie nie obroconym. Sprawdzenie polega tutaj

na wymnozeniu kolumn macierzy [axi]:  ayap; = 9;. Wzajemne potozenie obu ukladow wspolrzed-

nych ilustruje rysunek 1.35.
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Do wyznaczenia macierzy ' o wspotrzednych 0y, wykorzystujemy wzory transformacyjne (1.15a).

Opp = 04 jpy =
~O1j %k jp F O j2kd jp + 033k jp =
=0napdip tOppapazy t013a a3y +
tO001a) a1y +002a24ay T 03a0 A3, +

tO31a3p0a1p T 03203000 p +033a3,0a3 -

Poniewaz 013 =03 =031 =03 =0, zas$ 01 = 2,012 = —2,022 =3, 033 = -3, wiec
ok'p' =2a1kva1pv _2a1kva2p' _22kva1pv +3a2k'611p' _3a3kva3pv. Wobec tego:

oy = 2(6111')2 —2aypayy —2aypapy +3(a21) 3(“31')2

2 Dl L1
=200 2[(1'\/_ 2%/:[04-3%5 3 E

Oy =2aypajy —2aypaxy —27pa1y +3axpaiy —3azpazy =

EL)

1 11 1 1 1
=2mg——2md—2g—g—+3g—d—3g—@—§ 11213,
V2 2 22 V22 202
Op3 =2appayy —2ajpaxy —2rapy +3axpary —3azpazy =
0 .1 | ]
=2[ﬂ)% —2[(1)# 2[-1—[% +3EI—EII——3EI—E@»—§:3,1213,
28 N A

Oy —2(‘112) —2aypayy —2ayyayy +3(a22')2 —3(a32')2 =

E%lfg—zmg—w%g 3%@2 ~0,4142,

Oy3 =2aypayy ~2aypaxy —2ypayy t3axyary —3azyazy =

oy ieop 884 k-
B

O33 = 2(6113')2 —2ayj3ayy —2apyary +3(az3')2 ‘3(033')2 =
RTINS
-2[%\55 2&[%&?3% 3o =24142

Poniewaz 0y, = wigc macierz ¢’ przyjmuje postac:

pvk!’

0o L1213 3,12130

[ok.pv]:c':a,lzm 04142 -1 g

B.1213 -1  24142F

Potwierdzeniem poprawnosci otrzymanego rezultatu bgda identyczne wartosci niezmiennikéw stanu
napre¢zenia. Dla macierzy ¢ mamy:
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=2+3-3=2,

L= %P ulr THo 9646 (2) 02) =3
270 -3 o -3 - T

-2 3
2 -2

L=[-2 3 0=2B03)+2)00+=2)00-080~«3) (2 02 2 0a=6.
0 0 -

Dla macierzy ' otrzymujemy:

I1=0-04142+2,4142=2,
0412 -1 [ | 0 31213 | 0 11213

12 =
L1213 —-04142

=2 -31213% -1,1213% =3,
-1 24142 [31213 24142

0 L1213 3121
I,=11213 -04142 -1 |=00(-0414)[24142+(-]) 11213312132 (041422
31213 -1 2414

—(041423,1213 - (1) @-1) D-2,414211213 =—6.

;

Rezultaty obliczen ilustruje rys. 1.36, na ktorym uwidoczniono kostki napr¢zen
w obu uktadach.

a) b)
%3
I ¢30
‘. 20
! /L 20
20 1l __ 4| .
// XZ
7 F20
X, #
. Rys. 1.36
Przyktad 4

Dany jest tensor naprezenia o wspotrzednych:

o1 =100 MN/m>, 015 =30 MN/m>, 073 = =60 MN/m”,

Oy =50 MN/m>, Oy =10 MN/m>, 033 = =30 MN/m”,
(1 MN/m2 = 10 kG/cm?2).

Wyznaczy¢ wartosci i kierunki gtowne tensora.
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Rozwiazanie
Tensor naprezenia zapiszemy w postaci macierzy:

100 30 —60
[a,-j]z 30 50 10| [MN/m?].
—60 10 -30

Obliczamy niezmienniki (wzory 1.20):
Iy =071 +0y, t033 =120 MN /m?,
I = 05,033 ~ 033 + 011033 ~0f3 +07103 —0py = —4100(MN/m*)?,
[3= 01100033 +201,003031 =0 073 =01 B33 ~ T3 01 = 349000(MN / m*)>.
Roéwnanie charakterystyczne (1.19):
g’ —1102 +1,0-13 =0.

Poszukujemy pierwiastkow rownania III stopnia. Réwnanie o postaci (por. Bronsztejn, Siemiendiajew

[6]):

ax3+bx2+ex+d=0
ma 3 rozwigzania:

b .
xi:yi_g @ =12,3),

przy czym charakter rozwiazania zalezy od warto$ci wyrdznika D:
2
. b b d 3ac-b
D = g% +p°, gdzie ¢ = @;g——é+_, p:ac—z.
a 6a”- 2a 9a

Jesli:

D < 0,to rownanie ma 3 pierwiastki rzeczywiste,

D > 0,to rownanie ma 1 pierwiastek rzeczywisty i 2 zespolone,

D = 0,to rownanie ma 2 pierwiastki rzeczywiste w tym jeden dwukrotny.

Przy wyznaczaniu warto$ci gtdéwnych tenora napr¢zenia wyrdznik D jest zawsze mniejszy od zera.
Woéwczas dalsze obliczenia przebiegaja wedlug nastepujacych wzorow :

r = sgn(q)\/m, cos(3w) = %,
r

¥ = =2rcosw, y, =2rcos(60° —w), y3 =2rcos(60° + 0.
W naszym zadaniu mamy:
_ 3L -1 _ 2,2
p= == -2967 (MN/m*)~,
=HAH A 5 2 ggs500 (MN/m?)3 D =g? +p° = 2,53 T'O(MN /m?)°;
=53 6 3 ( m°)"; D =q" +p° =2, ( m°)";
b _ 11 _ _ 2 —
—=-—=-0p =40 MN/m", sgn(g) =4,
3a 3
r=+10|-2967| =54.47 MN/m*, cos(3w) =L =0,176347 - w =26,614°,
r
v, =—2054,47 [¢0s(26,614°) = -97,4MN/m°,
v, =2034,47 [80s(60° —26,614°) = 91,0MN/m?,
y, =2034,47 [30s(60° +26,614°) = 6,4MN/m?2.

Nieuporzadkowane naprezenia gtéwne wynosza:
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01 =y +0y = 97,4 +40 = 57,4 MN/ m?;
0y = y5 0y =91,0 +40 =131,0 MN / m?;
03 = y3 +0) =6,4 +40 =464 MN / m>.
Po uporzadkowaniu (07 = 0y = Oypp) otrzymujemy poszukiwane wartosci gtowne:
0, =0, =131,0MN/m?, oy =03 =464 MN/m?, oy =0y = 57,4AMN/m?.
kierunki gtowne mozemy wyznaczy¢ z rownan (1.17) 1 (1.18):
(011 =) + oy + 03113 =0,
O1om + (02 — )y +033m3 =0,
O3 + Oy3my +(033 —0)ny =0,
nlz +n% +n§ =1.

Do wyznaczenia ktoregokolwiek kierunku gtownego wykorzystamy pierwsze dwa rownania oraz
rownanie czwarte. Wprowadzimy pomocnicze niewiadome A, i A5:

n n
/\2 _2’ A3 = _3
m m

Po podzieleniu pierwszych dwoch rownan przez n; otrzymujemy uktad dwoch rownan o dwoch nie-
wiadomych Ay i Az :

(07142 +03143 =0 -0y

(@)

Oy = 0)hy +03pA3 = 013,
B’\z :[(a —011)032 +0), MrB]/W

@3 =[—a122 +(o -oy1)(o —022)]/W

gdzie W =0,,03, +031(0-0p).

(b) skad

Z czwartego rownania obliczymy 71:
1
(©) n o= te—,
V1+25 +A3
co pozwala wyznaczy¢ pozostate wspotrzedne n5 1 n5:

(d) ny = Ayny,

Podstawiajac we wzorach (b) kolejno 0 = 0y, 0 = Oy oraz 0 = Oy otrzymamy wspotrzedne
n @ (D).

I’l3 = /\37’[1.

”1( nl(H), nén), ngH) oraz nfm), ngIH)’ ngm). Wyniki obliczen zestawiono w tablicy:

> n2 > n3 >
9, A A3 n ny n3
[MN/m™]
I 131,0 0,3270 | -0,3524 | —=0,9012 | —0,2947 | 0,3176
I 46,4 -4,5446 | -1,3796 | 0,2060 | —0,9364 | —0,2842
III =574 -0,5003 2,3730 0,3812 | -0,1907 0,9046
Sprawdzamy ortogonalnos¢:
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din =n® @M = nl(I) Eil(H) + nél) Eign) +n§1) mgn) = -0,00005 =0,
Bim :nl_(l) Gli(m) =n1(1) Ebl(m) +n§1) m5111) +n§1) mgm) =0,00004 =0,
B = n( D = nl(n) @1(111) + nén) @éﬂl) + ngn) Ejgm) =0,00001 =0,

2 2 2
o =n @Y =nM" +n{D" +n{D" =0,99998 =1,
2 2 2
S =”z'(H) mli(ﬂ) =n1(11) +n§11) +n§11) =1,0000506 =1,

2 2 2
6III,HI — nl(III) EZ(III) :nl(III) +n§III) +n§III) =0,99998 =I.
Naprezenia glowne ilustruje macierz naprgzenia:

31,0 0 00O

_u O
c=q0 464 05

50 0 -574F

Dla kompletu sprawdzimy jeszcze wartosci niezmiennikow. Obliczymy je obecnie

w uktadzie osi gtownych:

11 =131,0+46,4-57,4=120 MN/mz.

I, = 46,4-(=57,40 + 131,0(=57,4) + 131,0-46,4 = 4104 = -4100 (MN/m?2)*,

I3 = 131,0-46,4-(=57,4) = 348900 = 349000 (MN/m?2)’.

Graficzng ilustracj¢ tensora wyj$ciowego oraz usytuowanie kierunkow gltownych i kostke naprgzen

gtéwnych przedstawia rys. 1.37.

a)

30 1460
10

gt
.
30 .

30
X2

'\00

60
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Przykitad 5

Roztozy¢ tensor naprezenia z przyktadu 4. na aksjator i dewiator. Obliczy¢ wartosci gtowne dewiato-
ra. Okresli¢ ekstremalne naprezenia styczne.

Rozwigzanie
Rozkladu na aksjator i dewiator dokonujemy w nastgpujacy sposob:

0100 30 —-600]
o] = 030 50 10 oo=1L = 120 — 4onmN/m2,
33
60 10 -308

@0 0 00 D60 30 —-600]

_ O 0, O 0
lo5] = o 40 o7+ 530 10 10y
Ho 0 408 F60 10 -709

[o3]

Obliczamy niezmienniki dewiatora:

[0150) + [al(jd) .

1D =60+10-70 =0,
1% =1010-70) ~102 +60 [0-70) «( 60)* 460 [0 307 =890(MN/ n?)?,
1% =6010¢-70) +30 [0 [(-60) 2 —(-60)” [0 307 170) 40° B =57000(MN/ >,

Wartos$ci gtowne dewiatora wyznaczamy z zaleznosci:

(d) (d)
p= IT = %393& =-2967 (MN/m ) q= 17 =28500 (MN/m )

Zwrdéémy uwage na to, ze obliczone wyzej warto$ci sa identyczne z warto§ciami obliczonymi dla ten-
sora wyj$ciowego (por. przyktad 4).

7(d)
Poniewaz 1 = G(()d) =0,
3

wiec
Ul(d) =y, = 97,4 MN / m? =Gl(ff) =0m ~0op,
a(d) =

O.(d) —

¥ = ILOMN/m? =0® =gy -q,

=y3= 64MN/m* =0 =0y -0,.
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iz

Poniewaz wszystkie wspotczynniki w uktadzie czterech rownan, z ktéorego wyznacza sig kierunki
gtéwne, sa takie same jak w tensorze pelnym, wigc i kierunki glowne dewiatora sq identyczne
z kierunkami glownymi tensora pelnego (por. przyktad 4). R6wno$§¢ wspotczynnikéw wynika z definicji
dewiatora:

d d) _ —

01(1) _0( ) —011 00 (0 0-0) —0-11 U,
d d) _

02(2)_0( )—022 _0,

O'gg) _U(d) =033 —O0.

Podzialu dewiatora na dwa czyste Scinania dokonamy w gtownych osiach naprezenia:

91,0 0 00 ®,0 0 oJm O 00

@] -0 t_0d _ g O
[a,.j ]_Do 64 0 =00 910 OF 974 05
B0 0 -9748 BO 0 0B M 0 -974F

d)y| — (d n(d
[0,5-) - [017() + l%( )],

Tensory sktadowe Ui'j(d) i Gl’}(d) przedstawiaja dwa czyste $cinania.

Tak wigc pelny tensor z przyktadu 4. mozna w osiach gtownych naprgzen przedstawié¢ jako sume ak-
sjatora (wszechstronnego rozciagania) oraz dwoch czystych Scinan. Ilustracja tego stwierdzenia jest rys.
1.38.
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\\wtensor petny
N
N

AN

\
dewiator \\

91,0

Rys. 1.39

Rysunek 1.39 przedstawia kota naprg¢zen dla dewiatora (linie ciagte). Linia przerywana zaznaczono
polozenie najwigkszego kota Mohra odpowiadajacego tensorowi pelnemu z przyktadu 4. Analizujac wy-
niki przyktadow 4. i 5. widzimy, ze najistotniejsze cechy stanu naprgzenia opisuje dewiator. Decyduje on
o kierunkach gtéwnych i wartosciach maksymalnych naprezen stycznych. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze z
fizycznego punktu widzenia poza naprg¢zeniami glownymi istotne sa maksymalne naprgzenia styczne.
Wartos$ci naprezen stycznych wystepujace przy rozkladzie dewiatora na dwa czyste $cinania przytacza si¢
jedynie ze wzgledoéw pojeciowych; wartosci te nie maja zadnego sensu fizycznego.

Przyktad 6
Dany jest ptaski stan naprezenia okreslony w uktadzie osi xj, xo nastepujacymi sktadowy-
mi: 077 = 200 MN/ m?, Ojp =051 =-100 MN/ m?, 0y, =300 MN/ m? .Wyznaczy¢ napr¢zenia giowne,

maksymalne naprezenia styczne i potozenie osi naprezen gldownych za pomoca metod analitycznej
i wykreslnej (koto Mohra).
Rozwiazanie

W metodzie analitycznej napr¢zenia gtowne obliczamy ze wzoru (1.28):

o), = 2004300 i\/gzooz—wog +(~100)* = 50 + 2692,

2
0,=50+269,2 =3192MN/m?, 0, =50 —269,2 = 2192MN /m?, 03 =0.

Sprawdzamy warto$ci niezmiennikow:
I, =0,,+0,, =—200+300=0, +0, =3192-2192 =1000MN/nt,
1, =0, [@,, —0;, =(-200)300—(-100)° =0, [@, =3192[(-2192) =—7000@QMN/nt )*.
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Uporzadkowane naprgzenia glowne wynosza:

oy =0, =3192MN/m?, oy =03 =0, Oy =0, = 2192MN/m?.

Na podstawie wzoru (1.22) obliczamy T,,.:
T = ()] _20-111 - 319,2 —(—219,2) - 269,2 MN/mz,
oraz O = 9 -;011[ 2319272192 50,0 MN / m?.

Potozenie osi glownych okresla kat ¢ (wzor 1.30):
2012 - 2(_100)
011~01p -200-300

= 04, ¢y = % = 10,9°.

tg2¢y =

300
¥

&, = 320 MN/m?

z% Ty = 270 MN/m”
| = 50MN/m?

L/Gm

50 MN/m?
2 270MN/m?
Podziatka: 100 MN/m" \ 200 mn
0
Rys. 1.40

W metodzie wykreslnej postuzymy si¢ kolem Mohra przedstawionym na rys. 1.40 (opis konstrukcji
tego kota znajduje sig¢ w p. 1.8).
Zgodnie z inzynierska zasada znakowania napr¢zen mamy:

0, =0y, ==200MN/m?,0, =0, =300 MN/m?,

Y
T,, =-013 =100MN/m?, T, =0y =100 MN/m”.

Z rysunku odczytujemy:
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01 =320 MN/m?, 0, = 200 MN / m?, ¢, =11°,
Tmax =270 MN/m?,0(7) =50 MN / m”.

Na podstawie kota Mohra stwierdzamy, ze kat @ jest zawarty miedzy
osia x 1 osia 2 (tzn. kierunkiem napr¢zenia 0») lub osia y a osig 1 (kierunkiem napr¢zenia 0p). Obowiazuje
tu nastgpujaca zasada:

—gdy 011 > 05y, t0 @ jest katem pomigdzy osiami (x, 1) lub (v, 2),
—gdy 071 <0y,,t0 @y jest katem pomigdzy osiami (x, 2) lub (v, 1).

Przyktad 7

Dany jest ptaski stan naprezenia okreslony w ukladzie osi xy, x, nastgpujacymi sktadowymi:
g1 = =200 MN/mz, Oy = —400 MN / m2, 012 =071 =150 MN / mz.

Wyznaczy¢:
— napre¢zenia gtdwne, maksymalne naprezenia styczne i polozenie gtownych osi naprezen,

— tensor naprezenia w uktadzie osi obroconych o kat ¢ = < (x1, x1r) = 40°.

Rozwiazanie

W uktadzie osi x1, x7 stan naprezenia przedstawia macierz G:

200 150 00
0

o=0 150 =400 OMN/m?].
5 0 0 of

I, = =200 =400 = -600MN / m>,

I, = (-200) [[-400) =150> =57500(MN /m?),?
’ 2 2

0y = =300 +180,3 = -119,7 MN / m®> =0y,

0, = -300 -180,3 = 480,3 MN/m2 =0y, O3 =071 =0.
Macierz napre¢zen w uporzadkowanych osiach gtownych ma postac :

m 0 0 O
o= -1197 0 HMNm’].
B 0 -48030

Sprawdzamy niezmienniki:
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1;=0-119,7 =480,3 = 600 MN / m?,
I, =(~119,7) [0-480,3) =57 491 (MN/m?)? =57 500 (MN / m?)?.

Maksymalne napr¢zenie styczne:

Tmax = O-I _20-111 - 0_(_;80’3) = 24072MN/m2’
o = DHom o 079803 h05 MN 2.
2 2
2
& =-4803MN/m
‘\\_‘;{n=-119,7MN/m2 o T

k%a-' 61;3

Potozenie osi gtéwnych:

2050 56,3
2

@29y = ———"— = 15; ¢y = = 28,15°.

~200-(—400)
Poniewaz 011 > 0y, wige @ jest katem pomigdzy osia x a osia 1.

Przejdziemy do wyznaczenia tensora napr¢zenia w uktadzie osi obroconych o kat ¢ = 40°. Wykorzy-
stamy tu wzory transformacyjne w postaci (1.29):

O, =0pp =— 2002_ 400, 200 _2( ~400) [Bos(2 [30°) +150 Bin(2 30°) =
= =300 + 17,4 +147,7 = -1349 MN/m?,
0, = Oy = 300 ~17,4 —147,7 = 4651 MN/m?,
- T)va' :01’2' :M EIHSOO +150 508800 = _98,5 +26 = _72,5 MN / Il’l2

Niezmienniki sa nastepujace:
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I, = -134,9 —4651 = 600 MN / m?,
I, = (~134,9) [1465,1) —(=72.,5)%> =57 486 (MN/m?)? =57 500 (MN / m?)?.

Macierz napre¢zenia w uktadzie osi obroconych przybiera postac:

41349 =725 00O

o' = 0-725 -4651 05[MN/m’]
g o R

Ilustracja obliczen zawartych w tym przyktadzie jest rysunek 1.41.
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