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11. €« A
DZIALANIE SILY POPRZECZNEJ

11.1. ZALEZNOSCI PODSTAWOWE
11.1.1. Obliczanie naprezen

Rozwazymy dziatanie sity poprzecznej O, na pret pryzmatyczny przedstawiony na rysunku 11.1. Z
rownowagi tego preta wynika, ze sita poprzeczna nie moze wystgpowac samodzielnie, gdyz zawsze musi
jej towarzyszy¢ zmiana momentu zginajacego o wektorze prostopadlym do wektora sity poprzeczne;.
Whiosek ten wyptywa rowniez z zaleznosci rézniczkowej (por. wzoér (14.25)):

Q,=—=. (11.1)

M, 40, M
¢! Y
X C|Xl QZ

2 INEERICIRENR;

W rozwazanym przypadku musza wigc wystapi¢ zarowno naprezenia styczne Ty, jak i normalne Oy,
wynikajace z dziatania momentu zginajacego M,. Przyjmujemy zatem, ze jedynymi sitami wewngtrznymi

sa ;1 M), i stosownie do rOwnah definicyjnych (7.1) otrzymujemy:

0
Q.= I T.dd, Q= I T,,dA =0, E
4 4 E
M, =Iaxsz, MZ=—J'0xydA =0, 0 (11.2)
A A E
N=J'adi =0, M :I(rxz -1, @)d4 =0.0
A A H
Macierz naprgzen w pierwszym przyblizeniu mozna przedstawic nastgpujaco:
W, 0 1.0
0 0
c=n0 0 0R (11.3)

E‘ZX 0 0 a

Na wstegpie trzeba stwierdzi¢, ze Sciste obliczenie wspotrzednych tensora naprgzenia w przypadku
dowolnego ksztattu przekroju preta jest bardzo trudne. Jesli jednak znamy rozktad naprgzen normalnych

Oy, to dobre przyblizenie mozna uzyskaé, analizujac rownowage pewnych fragmentow preta.
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Rys. 11.2

Zatozmy, ze osie y i z sa gtdwnymi osiami bezwladnosci przekroju i zbadajmy réwnowage elementu
przedstawionego na rys. 11.2¢. Utozymy rownanie rownowagi sit réwnolegltych do osi x. Przyrost
napr¢zenia normalnego dd, musi by¢ zrownowazony sita pozioma wynikajaca z naprezen stycznych 7,
dziatajacych na pole o wymiarach b dx (por. rys. 11.2¢):

Up, 0
(a) Idadi = EJ’ szdy%ix.
4 g5 H

Symbolem A’ oznaczono tutaj zakreskowana czgs¢ przekroju na rys. 11.2a. Z teorii zginania pretow pry-
zmatycznych podanej w p.10.1.2. wynika, ze:

M,(x)

y
gdzie z1 (z £ z1 < zy) oznacza odlegto$¢ badanego wtokna od osi y. Przyrost naprezenia dg, wynikajacy
ze zmiany wspotrzednej x

(b) Oy =0x(x,2)) = 4,

dax i = dMy(x)

©) do, = Fldy =, BL .
ox X Jy Jy
Uzyskany wynik podstawimy do réwnania (a):
Dbl(z) [l 0 0
O 0
(d) 0 szdymix = % ZldA %x.
Ho, H O7a O

Calka wystgpujaca po prawej stronie wzoru (d) jest momentem statycznym pola A’ wzgledem osi y, przy
czym jego warto$¢ zalezy od wspoirzednej z. Wielko$¢ t¢ oznaczymy przez S)(z):

S,(2) =Iz1 dA. (11.4)
i
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Na podstawie zaleznosci (d) otrzymujemy:
b (2)
f _ 005,

J
—bp(z) y

T,.dy

zX

(11.5)
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Rys. 11.3

Ze wzoru (11.5) nie mozna jednoznacznie okresli¢ napr¢zen T,,. Zazwyczaj zadowalamy si¢ $Srednig
wartoscia tego napr¢zenia T,, na aktualnej szerokosci przekroju b(z) (por. rys. 11.2a):

n 0.5,

= =50 )sz ly 702) (11.6)

Macierz naprezen (11.3), w ktorej 7., jest okreslone wzorem (11.6), przedstawia w sposob Scisty stan
napre¢zenia jedynie w precie liniowo-sprezystym o przekroju prostokatnym. W tym przypadku (rys. 11.3)

b Ok 1k Mok e L0 _ b
Sy(z)—b% ZE% 5[% Z%E%E Z% Jy—E,

co po podstawieniu do wzoru (11.6) prowadzi do rezultatu:

_ . _ o b zgﬂ
(@) T, =Ty %M@% £ .

Wykres naprezen jest paraboliczny, a najwigksza wartos¢ T, wystgpuje w Srodku cigzkosci przekroju*).

*) Warto dodag, ze wzor (e) mozna latwo wyprowadzié z rownan rézniczkowych réwnowagi osrodka ciagtego
(1.9) przy wykorzystaniu warunkow brzegowych (1.75).
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Wzor (11.6) stosuje si¢ rowniez do innych ksztattow przekroju. W przypadkach tych pojawiaja si¢
dodatkowe naprezenia T,,. Wniosek ten wynika z rownan na powierzchni ograniczajacej pret. Wybierzmy
punkt B lezacy na pobocznicy preta o przekroju kotowym (rys. 11.4). W punkcie tym wspotrzedne wek-
tora naprezenia sa rowne zeru, tzn. p; = 0;; n; = 0 (i = 1, 2, 3). Wykorzystamy pierwsze z tych rownaf (i
=1):

Opm +0gmy +031n3 =0.

Poniewaz ny = n, =0, ny = ny, = cos 0o, n3 = n, = sinadg ,wigc
Ty COSA + Ty sindp =0,
skad

Tx

— — Y
y = Totely =T, El—Z SZ. (11.7)
C

Kat ag jest katem miedzy osia z a styczna do konturu przekroju. Wzor (11.7) wskazuje na to, ze wypad-
kowy wektor naprezenia stycznego na plaszczyznie o normalnej wspotliniowej z osia z, T, =Ty, + Ty,
jest zawsze styczny do konturu przekroju. Zaleznos¢ (11.7) rozszerza si¢ rowniez na wewngetrzne punkty
przekroju; dla naprezen T, przyjmuje si¢ wzor (11.6), a zamiast kata ag wprowadza si¢ kat o (por. rys.
11.4). Wéwecezas
S, (z S, (z
Txy:_sz()mga:_sz()Gy '
Jy, b(z) Jyb(z) z.~z

Wobec powyzszego stwierdzamy, ze dla przekrojow nieprostokatnych macierz napr¢zen w rozwazanym
zadaniu ma bardziej ztozona postac:

(11.8)

(O Ty Txz B
o=, 0 03
E’Zx 0 0 a

Dobry poglad na stosowane do tej pory przyblizenia daje rozwiazanie dla liniowo-sprezystego preta
pryzmatycznego o przekroju kwadratowym, podane przez Jakubowicza i Ortosia [20]. Wektor sity po-
przecznej (), pokrywa si¢ z przekatna kwadratu (rys. 11.5). Dokladne wartosci naprezen

Ty 1 Ty, wywolane przez sktadowe Q) i 0,1, mozna wyznaczy¢ ze wzoru (e). Nastepnie, korzysta-
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jac z zasady superpozycji i dokonujac obrotu uktadu wspotrzednych, otrzymuje si¢ wzory na naprezenia

Ty 1 Ty
z
0] Ty ="To EV?’
a
0 2 2+22 O
© r.=rom -2 )g
B a B

gdzie a jest bokiem kwadratu, a Ty =30, / (2a2 )i oznacza maksymalne naprezenie styczne w przekroju
prostokatnym. Wzory (f) i (g) sa $ciste. Latwo mozna sprawdzié, ze sg spelnione zard6wno roéwnania roz-
niczkowe rownowagi i warunki na powierzchni preta, jak i rownania nierozdzielnosci odksztatcen. Ze
wzorow (f) 1 (g) wynika, ze w narozach przekroju naprgzenia sa rOwne zeru, a na aktualnej szerokosci
przekroju b(z) naprezenia styczne nie sg roztozone rownomiernie.

Rys. 11.5

Omowimy jeszcze inny sposob szacowania wartoSci naprezefi Ty, ROwnanie sumy rzutow sit na os x
dla elementu zakreskowanego na rys. 11.6 prowadzi do zaleznosci:

Ehd(Y) E
(h) do, dA=p J’ T,y dzdx.
A Bi(» H

Postepujac analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzoru (11.6), otrzymujemy:

hy () 0
(i) j Ty d2 =255, (0),
g (») Y

gdzie S)(y) jest momentem statycznym pola zakreskowanego 4" wzgledem osi y. Wzor (i) moze stuzy¢
do obliczenia naprezenia Sredniego Ty, na wysokosci A(y):

ha ()
s
Ty =—— Irxydz=% ) (11.9)
) )T
4
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Zalezno$¢ (11.9), cho¢ stuszna, jest bezwartosciowa dla przekrojow wypuktych, ktorych osia symetrii
jest 0§ y. Wowczas bowiem Sy(y) = 0 i $rednie naprezenia T, sa zawsze rowne zeru. Przykladem takiego
przekroju jest rozwazany wyzej przekrdj kotowy lub kwadratowy, w ktorym wyznaczone na innej drodze

naprezenia styczne Ty, maja wartosci porownywalne z naprezeniami Ty.

T
" Xy
A / GX / Gx +d5x
| — */
= PV -
c My //)/ Xy O -
SR e Ol S
< % Qz v -
L / —
ez - :
Y &b +Q—i-
il
Rys. 11.6

Omowiony tutaj sposob szacowania naprezef Ty, daje jednak bardzo dobre rezultaty w przekrojach
cienko$ciennych, powszechnie stosowanych w budownictwie metalowym. Dla ilustracji przeanalizujemy
naprezenia Ty, 1 Ty, Wystepujace w przekroju dwuteowym (rys. 11.7). Do obliczenia naprgzef Ty, stosu-
jemy wzor (11.6). Wykres tych naprezen wzdluz osi z ma charakterystyczny ksztalt kapelusza (rys.
11.7b). Pokki przekroju przenosza tylko niewielka czgs¢ sity poprzecznej, poniewaz naprezenia T, s tam
bardzo mate. Dlatego w praktyce projektowej bardzo czgsto przyjmuje sig, ze cala sile poprzeczna prze-
nosi $rodnik, przy czym rozktad naprezen T, jest rtOwnomierny (por. rys. 11.7¢):

=&=const. (11.10)

$r

T.XZ

We wzorze (11.10) Ag = bh i oznacza pole srodnika. Wzor ten stuzy roéwniez do kontroli obliczen we-

dhug wzoru (11.6). Rzeczywisty rozklad naprezen T,, wzdhuz osi I-I ilustruje rys. 11.6¢. Silne koncentra-
cje naprgzen wystepuja na poziomie potaczenia potek ze srodnikiem. Efekt spigtrzenia napr¢zen mozna
ztagodzi¢ przez zaokraglenie wklegstych narozy przekroju mozliwie duzym promieniem krzywizny. Po-
wierzchnie boczne przekroju dwuteowego sa z reguly wolne od naprezen stycznych. Z symetrii tensora
naprezenia wynika wige, ze w kazdym punkcie konturu przekroju sktadowe naprezen stycznych prosto-
padte do konturu sa rowne zeru. Uzasadnione jest zatem uproszczenie polegajace na calkowitym pomi-
nigciu tych sktadowych w obrebie catego przekroju cienko$ciennego.
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al b) c) d) e)
Tz (1-1) Txz= %z‘ ‘Q@] Ty

Ag ;

S— -
} L
— |
- Ad {

_>b7 / -( d)
¥ Spietrzenie wg (1) ol fé}
naprezen {§=0)

Rys. 11.7

Naprgzenia Ty, w potkach przekroju oblicza sig z réwnowagi elementow odcigtych plaszczyzna
y = const (por. rys. 11.7a). Rozwazymy jeden z tych elementow,

np. element dolny. Zaktadamy, ze naprgzenia Ty, na grubosci pofki sa roztozone rownomiernie, i otrzy-
mujemy wzor analogiczny do zalezno$ci (11.9):

@ OS50

R 11.11
xy Jylj ( )

gdzie S;i (v) oznacza moment statyczny zakreskowanego pola 47 wzgledem osi y.

< o

.
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Wobec tego
. d, ~_ . HB_ MH _t[]
0] Sy(y)_tHE y% 2H

skad wida¢, ze naprezenia sz sq liniowa funkcja wspolrzgdnej y. Odpowiednie naprezenia w polce gor-
nej T§y = —T‘jy, bo Sf (») = —S;i (»). Srednie naprezenia T,, sa, rzecz jasna, rowne zeru. Wykresy na-

prezeh Ty, przedstawiono na rys. 11.7e. Dla =b/2 <y < b/2 wzér (11.11) traci sens.

Na podstawie wzorow (11.6) i (11.11) mozna przekona¢ sig, ze dla dwuteownikow walcowanych
maksymalne naprezenia Ty, sa okofo 3+5 razy mniejsze od najwigkszych naprezent,; .

Ze wzgledu na zlozony stan naprgzenia wystepujacy przy dzialaniu sity poprzecznej, ktorej towarzy-
szy z reguty moment zginajacy, sprawdzaniu warunku wytrzymalosciowego trzeba poswigci¢ nieco wig-
cej uwagi. Poglad na t¢ sprawg daje analiza warto$ci naprgzenia zastgpczego Oreq W przekroju dwute-
owym. Na rysunku 11.8 przedstawiono przebieg naprezen stycznych i normalnych oraz wykresy napre-
zen zastgpczych Oreq | obliczonych wedtug hipotezy HMH. Analizujac ten rysunek widzimy, ze najwigk-
sze naprgzenia wystepuja w punktach 4, B, C i D oraz w migjscu potaczenia $rodnika belki z potkami
(wtdkna a—a i b—b). Poniewaz przyjelismy, ze srodnik przejmuje tylko naprezenia Ty, a potki tylko napre-
zeniaTy, wige obliczenie naprezenia zastgpczego przebiega jak dla plaskiego stanu naprezenia,

a warunek wytrzymato$ciowy ma postac:

Opeq =\ O2 +372, (11.12)

gdzieTy oznacza w zaleznosci od badanego punktu naprgzenia Ty lub Ty,

11.1.2. Obliczanie odksztalcen

Odksztalcenia €13 = & oraz €3 = &, spowodowane wylacznym dziataniem sity poprzecznej Q; obli-
cza si¢ bezposrednio ze zwiazkow fizycznych dla materiatu liniowo-spgzystego:

1 7., O
ng:_yxz :ﬁ’
226 % (11.13)
_1 o _Iy Qg
B =3 Ve S50

przy czym wyraznie wigksze sa tutaj odksztalcenia &,;.

Macierz odksztatcen dla tacznego dzialania sity poprzecznej Q. i momentu zginajacego M, ma wigc
postac:

Dgx ‘Exy Exz 0

_ % _ O
E= %)y VE, 0 7 (11.14)

@zx 0 - Ve, E

Wartos¢ & obliczamy ze wzorow (10.15).
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11.1.3. Obliczanie przemieszczen

Przemieszczenia wywotane przez sile¢ poprzeczna sa na ogél bardzo mate. Ograniczymy si¢ tutaj do
okreslenia wptywu sily poprzecznej na ugigcie preta. Rozwazmy deformacje odcinka belki prostokatnej

o dlugosci dx, spowodowane tylko dziataniem sity poprzecznej Q.. Powierzchnig tego odcinka (tzn. pro-

stokat ABCD) podzielimy my$lowo na elementarne kwadraty o boku dx.

a) b) c) x d) e)
3
4 B C 5B i B
. N\ i EZB
o
AN g T
fﬂ o' QZ ~
i R I 1 " Exzma 0
] -1 o L"dg:"f’dw Pdx
Qz ﬁ le
' -
* A
. b O, LIs A D
Rys. 11.9

Najwigksze odksztalcenia postaciowe elementow, stosownie do wykresu &, (rys. 11.9¢), wystepuja w

sasiedztwie osi cigzkosci przekroju. W miarg¢ oddalania si¢ od tej osi odksztalcenia &, maleja, by we
wioknach skrajnych osiagna¢ wartosci zerowe, a wydzielone tam myslowo elementy sa w dalszym ciagu

kwadratami. Wobec powyzszego stwierdzamy, ze pierwotnie ptaski przekrdj belki wygina si¢

w ksztalcie litery S (por. rys. 11.9d). Jezeli przyjmiemy, ze po deformacji punkty AB leza nadal na linii
pionowej, to w efekcie koncowym odnotowujemy wzgledne przemieszczenia sasiednich cigciw 4B i CD,

okreslone pewnym katem f3 (rys. 11.9¢). Gdyby odksztalcenia €., na wysokosci przekroju byly stale, to
kat B rownalby si¢ katowi 2&,,. W ogdlnym przypadku 0 < 3 < 2¢&,,. Powstaje pytanie, jak okresli¢ kat £.
Najbardziej uzasadnione jest ustalenie tego kata na podstawie rozwazan energetycznych. Zgodnie z

twierdzeniem Clapeyrona dla uktadow liniowych przyjmiemy, ze praca sily poprzecznej Q, (traktowanej

jako sita zewngtrzna) na przemieszczeniu dwg = 3 dx ma by¢ rowna energii sprezystej zmagazynowane;j

wewnatrz rozwazanego odcinka belki. Zadamy wiec, by:
1 - 1 -
Q- [Bldx= gzoysym w4,
0

skad
(k) I &5 dA=0.p.
W naszym przypadku
0, By = 013 s + 03y By =27, By, =220 ZSyDgl_z Sy
ij L& = 013 L3 + 031 L3y =21 16y, I be%m yoers
y
Wobec tego
()
0 @m-@I;
b*(2)

Ze wzoru ([) otrzymujemy wyrazenie na sredni kqt Scinania:
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_ O
=i, (11.15)
gdzie
2
= A Isz(z) (11.16)
b= (z)

Wspolczynnik k jest bezwymiarowy i zalezy od ksztahu przekroju. Dla prostokata wynosi 1,2, a dla
przekrojow dwuteowych waha si¢ od 2,4 (dla I 80) do 2,0 (dla I 500). Wyznaczenie wartosci £ dla do-
wolnych przekrojow dwuteowych jest dosy¢ ktopotliwe. Jezeli jednak akceptujemy rownomierny rozktad

naprezeh T, w przekroju Srodnika, T,, =0, / 4g, to

(m) B=2¢,. S e O
G GAy GA g

Z poréwnania tego rezultatu ze wzorem (11.15) wnioskujemy, ze
A

(I’l) = 7

ST

Wartos$ci obliczone ze wzoru () sa nieco wigksze od wartosci obliczonych z kryterium energii.
W celu uwzglednienia wptywu sity poprzecznej na ugigcie skorzystamy ze wzoru (11.15):

dw,
_Wo _ 0,
(0) R= dx  GA =

Calkowite ugigcie jest suma ugigcia wy(x) wywolanego przez moment zginajacy M, oraz ugigcia wo(x),
wywotanego przez site poprzeczna Q,:

w(z) = wyr(x) +wo(x). (11.17)

Roéwnanie rozniczkowe funkcji wys(x) ma postaé:

’r M}’
) WM(X)=—EJ :

y
a na podstawie rownania (o) mozna napisa¢ (EJ = const):

!I — Q k -
) w'o(x)=B'(x)= e oA ) :
Po dodaniu stronami réwnan (p) i () otrzymujemy:
" n n DMy q D
w'(x) = wys(x) +wo(x) = —@ETy +&k% (11.18)

Roéwnanie (11.18) jest rownaniem rozniczkowym linii ugigcia preta pryzmatycznego uwzgledniajacym
wplyw sit poprzecznych. Wplyw ten jest na ogdt niewielki; przyjmuje sig, ze jest on istotny jedynie dla
belek grubych, gdzie stosunek wysokosci belki / do jej rozpigtosci / jest wigkszy od 0,2. Nalezy zwrocié
uwage na to, ze uwzglednienie wplywu sit poprzecznych na ugigcie oznacza odstapienie od hipotezy
Bernoulliego; przekroje nadal pozostaja plaskie, lecz nie sa prostopadte do wygictej osi belki. W konse-
kwencji warunki brzegowe dla utwierdzenia sa nastepujace (por. rys. 11.10):

(s) W(0)=0, w/(0)= B<0>-Qx(‘2uc

Dla innych sposobow podparcia roznice w formutowaniu warunkéw brzegowych nie wystepuja.
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Rys. 11.10

W celu zilustrowania wptywu sil poprzecznych na ugigcie rozwiazemy dwa zadania stosujac metode

obcigzenia krzywiznami.

W pierwszym zadaniu wyznaczymy ugigcie wspornikowej belki prostokatnej o szerokosci b i wysoko-
Sci A (rys. 11.11a). Material belki charakteryzuja dwie stale sprezystosci £ i v, przy czym v =1/3. Ob-
ciazenie belki fikcyjnej odpowiada prawej stronie rownania (11.18):

e M) g0 E

EJ GA
al b)
T Hiixqm ~ i 1P
O e e
Ll ¥ L e 2
‘ p y y
) . Pl
! G’lm =y 4
:) @ HI @’f ]H ]I
(w)ss
M qz \\ _El_(_ Pl
"~ » éH T GA - 2E)
[ il
2,

M\
ERREN

K

qGA G'GA

/i’* ,B(O):quk_A
w ~'th 7

N le AN[1 + 1,07(%)2]

Rys. 11.11

(11.19)

Jako obciazenie g(x) nalezy rozumie¢ wszystkie sily (czynne i bierne) obciazajace belke, a fikcyjne
schematy statyczne przyjmuje si¢ zgodnie z rys. 10.17. Maksymalne ugigcie belki:

2 2
(t) A=my=2"nd Fo-9"ud
2E] 2 3 S8EJ 3

4 m+4%
2 GA

G4 2

m-4k dp.

Wzor (f) ulozono z wykorzystaniem wzordw na pole i potozenie §rodka cigzkosci paraboli II stopnia (por.
dodatek). Po uporzadkowaniu i uwzglednieniu, ze G = E /[2(1+V)] =3E /8 oraz k=1, 2, otrzymujemy:

4 4 O O
@ podl +4kEJ§: ql D+1,07%gﬂ
B

8EJ 12GA 8EJ 7
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Sktadnik 1,07EJh/l)2 opisuje wplyw sit poprzecznych. Jesli na przyktad 4/l = 0,10,
to przyrost ugigcia stanowi 1,07% wartosci ugigcia spowodowanego przez moment zginajacy. Dla A/l =
0,20 wptyw ten sigga 4,28%.

Drugie zadanie dotyczy belki swobodnie podpartej z rys. 11.11b. Dla przekroju prostokatnego
i identycznej warto$ci wspotczynnika Poissona maksymalne ugigcie
w potowie rozpigtosci belki

o a=Pddf 1dR, Pkgc_P_ﬁEmgﬁgé

4EJ 2 4 48EJ H

Wplyw sit poprzecznych na ugigcie jest tutaj 3 razy wigkszy niz w z zadaniu pierwszym.

11.1.4. Zaleznosci energetyczne

Problem energii poruszono juz w p. 11.1.3. Zgodnie z podanymi tam wynikami mozna napisac, ze:

_[UijfijdV :IQ(S)B(S) ds, Q0=0.. (11.20)

)

Jezeli pret jest liniowo-sprezysty, to energie sprezysta U wyraza sig nastgpujacymi zalezno§ciami:
U=%J'Q(s)ﬁ(s) ds, (11.21)
S
2
Up = S A bo 3= 9 (11.22)
2 (GA / k) (GA/ k)

Ug =—[(GA/ k) (B> ds. 11.23
B 2I( ) [B” ds (11.23)

Wyrazenie GA/k wystepujace w powyzszych wzorach nazywamy sztywnosciq scinania przekroju.
Zgodnie ze wzorem (11.20) sktadniki wewnetrznych prac wirtualnych maja postac:

J’ 0,8 dV = J’ O(s)B(s) ds , (11.24)
V s

chje,-j dv :J'Q(s)ﬁ(s) ds . (11.25)
V s

11.2. SCINANIE W BELKACH ZLOZONYCH

Naprezenia styczne maja bardzo duze znaczenie w projektowaniu tzw. belek zlozonych. Rozwazmy
najpierw belkg drewniana. Poniewaz wymiary przekroju poprzecznego takich belek sa ograniczone $red-
nica pnia, wigc dla wigkszych obcigzen jestesmy zmuszeni zastosowac belke ztozong z dwoch lub trzech
belek o mniejszych wysokosciach (rys. 11.12). Obciazenie luzno ulozonych na sobie belek sktadowych
wywotuje deformacj¢ uktadu przedstawiona na rys. 11.12b. Obie belki przylegaja do siebie, jednak
wzdhuz powierzchni kontaktu ulegaja wzglednym przesunigciom. Efekt jest wige taki, jakby kazda belka
pracowata oddzielnie. Aby w petni wykorzysta¢ wlasnosci wytrzymatosciowe celowe jest potaczenie obu
belek w taki sposob, by zlikwidowa¢ wzajemne przesunigcia w plaszczyznie potaczenia. W tym celu sto-
suje si¢ kliny z drewna twardego umieszczone jak na rys. 11.12¢. Kazdy z klindéw musi przejaé sitg po-

zioma H. Silg t¢ mozna uwazac za wypadkowa napr¢zen stycznych 7., obliczonych jak dla belki jednoli-
tej 1 dziatajacych na pole o wymiarach b-e, przypadajace na dany klin. Bardzo sugestywne jest wprowa-
dzenie pojecia tzw. sily rozwarstwiajqcej tg, czyli sity poziomej przypadajacej na jednostke dtugosci bel-
ki wzdhuz ptaszczyzny potaczenia:
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S
fR=T, :QZ . (11.26)

y

a)
P
X
d) e
S
7

e) *“—* 6

Rys. 11.12

Jesli klin "i" ma przyjmowac sit¢ pozioma H; dla x; < x < x;4+1 (rys. 11.12¢), to
Xi+1
(@) Hy = [ip() dx.

X

W rozwazanym zadaniu z rysunku 11.12 sity H; sa takie same dla kazdego klina i wyraza je wzor:

() H:eG%:L@,
"B

Wyznaczona warto$¢ sity H jest punktem wyjscia do dalszych obliczen belki ztozonej. Trzeba tu
sprawdzi¢ wytrzymatos$¢ klina na bezposrednie $cinanie, wytrzymatos$¢ belek sktadowych na docisk kli-
noéw oraz $cinanie tych belek w ptaszczyznie y —y. Potaczenie belek klinami pozwala traktowaé belke
ztozona jako belke jednolita. Trzeba jednak pamigtaé, ze belka zlozona jest ostabiona wcigciami na kliny,
co uwzglednia si¢ przez przyjecie w obliczeniach momentu bezwtadnosci przekroju netto (przekroéj zakre-
skowany na rys. 11.12¢).

gdzie & jest catkowita wysokoscia belki.
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a) b)

z Rys. 11.13

Podobne obliczenia prowadzi si¢ dla belek ztozonych wykonanych z innych materiatow, np. dla belek
stalowych. Najczes$ciej mamy do czynienia z obliczaniem polaczenia pasa ze Srodnikiem w blachowni-
cach (rys. 11.13). Jezeli stosujemy potaczenie na sruby lub nity, to najwigksza sita rozwarstwiajaca przy-
pada na tacznik poziomy C. Przy obliczaniu tej sily nalezy przyja¢ moment zakreskowanej czgsci prze-
kroju na rys. 11.13a. Laczniki 4 i B projektuje si¢, przyjmujac moment statyczny pasa wzgledem osi y
(por. rys. 11.13b).

11.3. STAN NAPREZENIA W BELKACH OBCIAZONYCH POPRZECZNIE

Do tej pory przy ustalaniu stanu naprezenia przyjmowali§my, ze obciazenie belki g(x) jest rowne zeru.
Wplyw tego obciazenia oszacujemy dla belki prostokatnej przedstawionej na rys. 11.14. Jesli belka jest

niewazka, to obciazenie g(x) na powierzchni z = zg = — h/2 wywoluje naprezenia normalne 0, = —¢(x)/b,

natomiast jesli z =z, = h/2, to 0, = 0. Na podstawie rOwnania rozniczkowego rownowagi

(@) g ;=0
oraz wzoru (11.6) na naprezenie styczne 073 1 analizy warunkow brzegowych otrzymuje si¢ zaleznos¢:
0
1
033=02=q(x) DZD EZ (11.27)
Przebieg funkcji o ilustruje rys. 11.14.
91x)
™
' I A
- !
:
)
!
Rys. 11.14
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Wobec powyzszego macierz naprezen przy zginaniu poprzecznym ma postac:

O, Ty Ty E
o=d,. 0 0F (11.28)
gzx 0 O-Z E

Latwo sig¢ przekonaé, ze napre¢zenia O, sa zazwyczaj bardzo male (okoto 1+2% wartosci oy )
i pominigcie ich nie wplywa w istotny sposob na warunek wytrzymatosci i sztywnos$ci konstrukcji. Uwa-
ga ta nie dotyczy obcigzen skupionych, w odniesieniu do ktorych sposob przekazania sit na belkg wyma-
ga odrebnej analizy. W uzupelieniu dodamy jeszcze, ze praktyczna przydatno$¢ wzoru (11.27) jest zni-
koma. W praktyce przyjmuje si¢ bowiem, ze obciazenie g(x) jest sumg obciazen powierzchniowych
i masowych (cigzar wilasny belki), co nie jest zgodne z zatozeniem przyjetym w wyprowadzeniu wzoru
(11.27).

11.4. NAPREZENIA GLOWNE W BELKACH

Rozwazymy belkg wspornikowa o przekroju prostokatnym, poddang dziataniu obciazenia skupionego
(rys. 11.15). W przekroju a—a wystepuje sita poprzeczna
Q. = P oraz moment zginajacy M,, = —P(l —x). Sila poprzeczna wywotuje naprezenia styczne Ty, , a mo-

ment zginajacy — naprezenia normalne Oy. Stan napr¢zenia obrazuje macierz:

o, 0 71,0
-0 0
(@) c = DO 0 0 0
Hx 0 0F
M S, (z
gdzie o,=—20G oraz T, =—ZEI£.
Jy J, b

= =
boxo
1 [ l
M
> BT
|

Rys. 11.15

Na wysokos$ci przekroju naprezenia te si¢ zmieniaja. Zmieniaja si¢ wiec takze kierunki i wartosci
naprezen gtownych. Ilustruje to rys. 11.16, na ktorym linia ciagla zaznaczono kierunki gltownych
naprezen rozciagajacych, a przerywana — $ciskajacych.
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—t

T(Q)

To -

NS

Rys. 11.16

Jesli wykonamy identyczne czynnosci dla kilku przekrojow belki, to mozemy narysowac tzw. linie izo-
statyczne. Linie te maja t¢ wtasnos¢, ze styczne do nich w dowolnym punkcie wskazuja kierunek jednego
z naprezen gtéwnych. Linie izostatyczne nazywa si¢ rowniez trajektoriami naprezen gtéwnych. Sa dwie
rodziny takich linii: trajektorie naprezen rozciagajacych (linie ciagle) i trajektorie naprezen Sciskajacych.
Linie te sa wzajemnie prostopadte i nachylone pod katem 45° do osi belki w punktach lezacych na osi
obojetnej. Przebieg trajektorii naprezen gtownych ilustruje jeszcze rys. 11.17a, na ktorym przedstawiono
belke swobodnie podparta, poddana obciazeniu ¢g(x) = const. Na podstawie tego rysunku mozemy wy-
obrazi¢ sobie, ze zginanie odpowiada wspotdziataniu $ciskanego ,tuku” (linia przerywana) i rozciaga-
nych ,ciggien” (linia ciagta). Spostrzezenie to uzasadnia przebieg zbrojenia w belkach zelbetowych. Be-
ton charakteryzuje si¢ duza wytrzymalos$cia na $ciskanie i brakiem wytrzymalos$ci na rozciaganie. Dlatego
w konstrukcjach zbrojonych jest nastgpujacy podziat funkcji: beton przejmuje Sciskanie, a prety stalowe —
rozciaganie. W realnych konstrukcjach prety te maja ksztalt zblizony do ksztattu trajektorii naprgzen roz-
ciagajacych (por. rys. 11.17b). Zwré¢my uwage na odmienny sposob zbrojenia belki wspornikowej (rys.
11.17d); zbrojenie przebiega tam nie w dolnych, lecz w goérnych, rozciaganych partiach belki.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 2 11. DZIALANIE SILY POPRZECZNEJ 17

b}

-

N A

Trajektoria
naprezen rozciggajacych

Rozcigganie Sciskanie
c) d)

N
AN

Rys 11.17

11.5. SRODEK SCINANIA

Z rozwazah zawartych w p. 11.1 wynika, ze doktadne obliczenie naprezen stycznych Ty, i Ty, w do-
wolnym przekroju natrafia na duze trudnosci. Z tego wzgledu nie sprawdzaliSmy do tej pory wymagania,

by stosownie do zalezno$ci (11.2) sifa poprzeczna (), i moment skrgeajacy 9 byly rowne zeru. W
przekrojach o dwoch osiach symetrii wymaganie to jest zawsze spelnione. W zakresie przekrojow o
jednej osi symetrii najlepsze przyblizenie wartosci naprg¢zen stycznych otrzymujemy w przekrojach
cienko$ciennych. Rozwazymy wigc dla przyktadu przekroj ceowy poddany dziataniu sity poprzecznej Q..
Naprezenia styczne wyznacza si¢ identycznie jak w przekroju dwuteowym. Z rysunku 11.18a widaé
natychmiast, ze moment skrecajacy wzgledem uktadu osi srodkowych jest rozny od zera, natomiast sita

poprzeczna Q) = 0. Powstaje wige pytanie, gdzie lezy punkt, wzgledem ktorego moment skrecajacy jest
rowny zeru. Rozktad naprezen stycznych wskazuje, ze punkt ten lezy na osi symetrii przekroju.
Przyjmiemy, ze cala sil¢ poprzeczng Q, przenosi srodnik. Wypadkowa site¢ pozioma przenoszona przez

kazda z potek oznaczymy przez H. Wowczas potozenie punktu S (por. rys. 11.18b), wzgledem ktorego
moment skrgcajacy jest rowny zeru, obliczamy z rownania:

(@) M=-0,e+Hh =0,
skad
(b) e=th

(08
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l
]
[y g

Rys. 11.18

Sita pozioma (rys. 4.18a, b)

1
(0) szbo mﬁxymax’
przy czym naprezenia Ty, max Okresla wzor (11.11):
S y max
(d) Txy max — Qz =
Jyt

Jezeli 4;, = Bt = byt i oznacza pole przekroju potki, a Ag = bh i oznacza pole przekroju Srodnika, to

Esymax =b0t d;i = Ap d;i,
(e) 0

3 2
0 Do m@@g:h_l/l ey
Qly 12 0 "t o p g Ast):

Po podstawieniu tych zalezno$ci do wzorow (d) i (b) otrzymujemy:

) e=%b0[-lli

1+lﬁ'
6 4,

Ze wzoru (f) wynika, ze e<by/2=B/2.

Rys. 11.19
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Punkt S nazywa si¢ zazwyczaj srodkiem $cinania Iub $rodkiem zginania. Ta druga nazwa wynika stad,
ze jezeli plaszczyzna obciazenia przechodzi przez ten punkt, to pret ulega tylko zginaniu (por.
rys. 11.18d). W przeciwnym razie oprocz zginania wystgpuje rowniez skrecanie, a odksztatcona o$ preta
nie jest krzywa plaska (rys. 11.18¢). Pojecie $rodka zginania ma bardzo duze znaczenie w teorii pretow
cienkoséciennych, ktorg omowimy w rozdziale 12. Polozenie $rodka $cinania w innych przekrojach cien-
kosciennych ilustruje rys. 11.19. Warto jeszcze dodaé, ze w przekrojach zwartych o dowolnym przekroju
srodek $cinania na og6t nie pokrywa si¢ ze srodkiem cigzkosci, jednak z uwagi na duza sztywnos¢ takich
przekrojow wptyw dodatkowego skregcania przekroju jest w praktyce pomijany.
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