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2. €« A

STAN ODKSZTALCENIA

2.1. WEKTOR PRZEMIESZCZENIA

Rozwazymy cialo odksztatcalne wypetione szczelnie materig (rys. 2.1). Pod wpltywem czynnikow
zewngetrznych (sit powierzchniowych, sit masowych, zmiany temperatury itp.) cialo to z konfiguracji
pierwotnej (przed odksztalceniem) przejdzie do konfiguracji aktualnej (po odksztalceniu).

X3:83

X1,
Rys. 2.1

Przypiszemy dowolnemu punktowi materialnemu A4 ciata nieodksztalconego wspotrzedne x1, xp, x3.

Ten sam punkt ciata po odksztalceniu przejdzie w potozenie a o wspotrzednych &1, &, 3. Wektor
u= (& —xpep +(& —xp)ey +(&3 —x3)es 2.1)

nazywamy wektorem przemieszczenia. Jego wspoOtrzedne mierzymy w jednostkach dtugosci (np. w me-
trach). Ze wzoru (2.1) wynika, Ze za wektor u mozemy uwazac:

—wektor wyrazajacy przemieszczenie punktu materialnego, zajmujacego przed odksztalceniem
potozenie A(x1, x2, x3), lub

—wektor wyrazajacy przemieszczenie punktu materialnego, ktéry po odksztalceniu ciata zajmuje w
przestrzeni potozenie pokrywajace si¢ z punktem a(&1, &, &3).

W pierwszym przypadku mowimy, ze stosujemy opis materialny (tzw. opis Lagrange'a), w drugim —
opis przestrzenny (tzw. opis Eulera). W obu opisach trzeba zna¢ funkcje jednoznacznie wiazace ze soba
wspotrzedne &; oraz x;:

(Z:El'(xl’xzﬁx:;)’ i:1’2539 (22)
lub X =x;(§,%,683), =123 (2.3)

Korzystajac ze wzorow (2.1), (2.2) i (2.3), mozemy napisac:
— we wspotrzednych materialnych

u; (x1,X2,X3) = & (x1,X2,X3) ~x;, (2.4)
— we wspohrzednych przestrzennych

u; (§1,62.83) = & —x(8,62.83) - 2.5)

Wspotrzedne wektora przemieszczenia uy, up, u3 sa funkcjami potozenia (wspotrzednych x; lub &)).
Zatem wektory u tworza pole wektorowe przemieszczen.
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2.2. TENSOR ODKSZTALCENIA. ZWIAZKI KINEMATYCZNE

Rozpatrzymy przemieszczenia dwoch dowolnie wybranych punktow 4 i B, ktore w konfiguracji kon-
cowej przyjma potozenia a i b. Jezeli dtugos¢ odcinka AB jest rowna dtugosci odcinka ab dla dowolnej
pary punktéow ciala, to ciato przemieszcza si¢ jako brylta sztywna, nicodksztatcalna. Odksztalcenie ciata
charakteryzuje wigc zmiana odleglosci migdzy poszczegodlnymi punktami ciata.

Przyjmijmy zatem, ze odlegtos¢ pomigdzy dwoma punktami materialnymi w konfiguracji
nieodksztalconej jest nieskonczenie mata i wynosi dsg. Wskutek odksztatcenia ciata odleglos¢ ta zmieni
si¢ 1 wynosi ds. Miara odksztalcenia w danym punkcie jest zatem réznica tych odleglosci Iub — co jest
wygodniejsze — rdéznica kwadratéw tych odlegtosci. Rozwazmy przyktadowo opis materialny pamigtajac,
ze Ek = 6k (xl,X2,X3). Wowczas

ds® —dsg = d&; (x1,x3 X3)d&) (x1, %9 x3) —dx,dx, =

d £ 0
rw . d = 0;-0.dx;dx % ﬂ 'édxl-dxj.

Stosownie do wzoru (2.3) &, (x1,X,,x3) = uy (x1,X,%3) +x;. Mamy zatem

473 dx; =9ty dx; +0y;dx; oraz 9% dx ; AT dx; +Oydx ;.
0 x; 0 x; X; X;

Wobec tego

U
2 2 _u u A G
ds® - dSO - Dd k +5ki % xk. + 6](] %dxl-dxj - dexldxj =2 f‘;j dxl-dxj.
i J

Wielkos¢ £ to tensor odksztaicenia Greena. Ostateczny wzor opisujacy ten tensor otrzymujemy po

wykonaniu mnozenia obu nawiasow, uwzglednieniu wlasnosci delty Kroneckera jako operatora zamiany
wskaznika oraz redukcji wyrazéw podobnych:

G_ .G _ IDdu a”j +duk ﬂ“km

Ei =&5
@ g ZEﬁx 0xl- o x; dxj%

Postepujac podobnie w przypadku opisu przestrzennego otrzymujemy tensor odksztalcenia Alman-
siego:

_ ,_1%9 Ouj dwe QuH
® R T A T ésjﬁ

Z postaci wzordéw (a) 1 (b) wynika, ze oba tensory odksztatcenia sa symetryczne.

a) Xy b) XZ a 1 d

d
xpdg L. g d ) @
e NN
" b AT
Xpt-- 7/ Y 2 /.C X+dX2‘— A :)/ /D//
A y/ /I // //
/ / ’ /
B ¢ X1- Bl o
1
% i X, 1 A X,
X, )(14»dx1 X1 X1+ dX1
Rys. 2.2
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Pewnego komentarza wymaga interpretacja kinematyczna odksztatcen w obu opisach. Przypomnimy
najpierw, jak definiowali$my stan napr¢zenia. Elementarna kostke naprezen wycinaliSmy mys$lowo po
odksztalceniu ciala. StosowaliSmy wigc opis przestrzenny (przed odksztalceniem kostka nie byla
prostopadto$cianem). Opis ten ma zastosowanie w mechanice ptynow. W teorii konstrukcji bardziej
przydatny jest jednak opis materialny, gdyz warunki podparcia ciala (warunki brzegowe) sa znane
wlasnie w konfiguracji nieodksztatconej. W opisie tym w konfiguracji pierwotnej (przed odksztatceniem)
elementarna kostka jest prostopadtoscianem. Ilustracja powyzszych wywodow jest rys. 2.2, na ktérym
przedstawiono sens obu opisow dla elementu ptaskiego we wspodtrzednych prostokatnych &, & oraz xq,
X7 (rys. 2.2a — opis przestrzenny rys. 2.2b — materialny).

Wyprowadzone formuty (a) i (b) opisujace tensory Greena i Almansiego odnosza si¢ do odksztatcen
dowolnie duzych, czyli tzw. odksztalcen skonczonych, bedacych nieliniowymi funkcjami gradientow
przemieszezen, czyli pochodnych du;/dx; lub du;/0é;. Nieliniowo$¢ ta jest zrodtem bardzo duzych trudno-
$ci obliczeniowych. Odksztatcenia skonczone wykazuja podatne materiaty gumopodobne (np. guma, nie-
ktére tworzywa sztuczne, organiczne tkanki migkkie). W materiatach budowlanych, nie liczac gumowych
konstrukcji pneumatycznych i pewnych przypadkow konstrukcji ciggnowych, odksztatcenia sa bardzo
male i stosowanie skoficzonych miar deformacji nie jest konieczne). Wowczas iloczyny gradientow
przemieszczen, wystgpujace we wzorach (a) i (b), jako male wielkosci wyzszego rzedu mozna pominac.
Przyjecie, ze gradienty przemieszczen sa mate, nie usuwa niestety ktopotow zwiagzanych z nieliniowoscia.
Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze badany uktad wykazuje duze przemieszczenia (np. duze ugigcia stalowe;j
zyletki), mimo Ze odksztalcenia materiatu sa mate. Wtedy zalezno$ci migdzy obcigzeniem i1 przemiesz-
czeniem sa nieliniowe nadal nastr¢czaja wielu trudno$ci obliczeniowych. Polegaja one na tym, ze w réw-
naniach réwnowagi w dalszym ciagu musza wystapi¢ cztony zawierajace funkcje przemieszczen, co od-
powiada bardzo ztozonej teorii kinematycznie nieliniowej. Teoria ta w ogdlnosci wymaga wprowadzenia
nowych definicji tensora naprezenia (tensory Pioli-Kirchhoffa). Wykracza to poza klasyczny kurs mecha-
niki ciat odksztatcalnych. Dlatego w dalszym ciagu zatozymy, ze przemieszczenia w poréwnaniu z wy-
miarami ciala sg bardzo mate, tzn. &; = x;. Wtedy rdznice pomigdzy opisem przestrzennym i materialnym
znikaja, a definicja tensora odksztalcenia upraszcza si¢ do postaci:

Op
C _ _ 1 l/ll'
EF =€ =€ =—(y i) 2.6
yyﬂzjaxg< ) .6
Wzor (2.6) definivje tzw. tensor malych odksztalcen Cauchy’ego. Tensor ten — podobnie jak tensory
Greena 1 Almansiego — jest symetryczny, a wzor (2.6) przedstawia rownania geometryczne (kinematycz-

ne) teorii matych odksztalcen. Tensor odksztalcenia & = [g;] tworzy pole tensorowe, poniewaz jego
wspotrzedne sa funkcjami potozenia.
Zwro¢my uwage na to, ze zachodzi tozsamos¢:

1 1
(© ) =5 Qg Ty )+ (g mu ) = &+ @y

Widzimy zatem, ze tensor matych odksztalcen Cauchy’ego &; (dla uproszczenia zapisu pomijamy dalej
indeks C) jest symetryczng czgScia gradientu przemieszczen, natomiast symbol aj; jest antysymetryczna
czg$cig gradientu przemieszczen i nazywa sig tensorem obrotu:

1
Wy = =0y =5 ;). 2.7)

Tensor obrotu wj; jest zatem skosnie symetryczny. Jego nazwa pochodzi stad, ze ciato nieodksztalcone
(&7 = 0) moze poruszac sig jako bryla sztywna wykonujac jedynie obrot.

Pokazemy teraz, ze wspOltrzedne &; rzeczywiscie tworza tensor. Zbadamy najpierw, jak wyrazaja sig
gradienty przemieszczen uy’ > w ukladzie obroconym

X1, X, X30 przez gradienty przemieszcezen u;; w ukladzie pierwotnym x, x5, x3:

") Zalozenie o matych wartoéciach pochodnych przemieszczen jest fizycznie usprawiedliwione, gdyz przykta-
dowo wydluzenie preta stalowego zamontowanego w konstrukeji sigga utamka procenta.
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_ Owp _ Oup 0%
@ P T e T e axy,
P Joop
Wspotrzedne uyr transformujq sig jak wspotrzedne wektora (tzn. uy = u;a;,), zatem
Oy, Ou;
(e) — = e = age.
Fj &
Podobnie transformuyja si¢ wspotrzedne punktow w obu uktadach: x; =x a ;. . Wobec tego
& _
0 oy P
P

Po podstawieniu rownan (e) i (f) do zaleznosci (d) otrzymujemy:
(9] U = U jAjed jpy -

Widzimy wigc, ze gradienty przemieszczen sq tensorami drugiego rzedu, bo transformuja sig tak jak
tensor. Z réwnania (g) wynika rowniez, ze

() Upik' = Ujid jpdik'-
Stosownie do rownan (2.6)

1
Ekvpv = E(uk'yp' +up',k')'

Podstawienie zaleznosci (g) i (k) prowadzi do wyniku
. 1
@ Ep = E(”z‘,j iy Jaea = gy

Zaleznos¢ (i) dowodzi, ze sktadowe stanu odksztalcenia &; rzeczywiscie tworza tensor.
Z symetrii tensora odksztatcenia wynika, ze ma on 6 niezaleznych wspotrzednych. Dodajmy, ze
wszystkie wspotrzedne tensora odksztalcenia

L& €12 &30
€= F1 & &ap (2.8)
31 & &3H

sq bezwymiarowe. W ramach kinematycznie liniowej teorii matych odksztalcen wspotrzedne te maja kla-
rowng interpretacje geometryczna. Wykazemy, ze wspotrzedne rowno-wskaznikowe sa odksztatceniami
liniowymi wzdluz odpowiednich osi, a wspolrzedne rézZno-wskaznikowe sa odksztalceniami kqtowymi
mierzonymi w plaszczyznach okreslonych indeksami wspotrzednych.

Aby sig o tym przekonac, ograniczymy si¢ do analizy plaskiej deformacji i zastosujemy opis material-
ny. Rozwazmy w konfiguracji pierwotnej dwa elementarne prostopadte do siebie odcinki BC i AB o ma-
jace odpowiednio dlugosci dx; i dxp (por. rys. 2.3). Po odksztalceniu punkty materialne 4, B, i C prze-
mieszcza sig 1 zajma odpowiednio potozenia a, b, i c. Wobec tego odcinki BC i 4B zmienia swe pierwot-
ne dlugosci i nachylenia w stosunku do uktadu wspotrzednych. Na podstawie rys. 2.3 okreslimy najpierw
wzgledne przyrosty dlugosci bokow, czyli tak zwane odksztalcenia liniowe. Odksztalcenia te wyrazaja
si¢ stosunkiem przyrostu dlugosci danego boku do jego pierwotnej dlugosci. Obliczymy na przyktad od-
ksztalcenia liniowe boku réwnoleglego do osi X; pamigtajac, ze odksztalcenia sa male (tzn.
sina =tga = d, cosa = 1):

Bpe _pd-lq_ 1 51 g om, B, H om
B(C BC dxl ¥ osa EdXI * X1 dX1E dx”:' dxl “l f11-
g B

0

Podobnie mozna wykaza¢, ze &, =u,, oraz — analogicznie w przypadku tréjwymiarowym — ze

€33 =U33.
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Wyznaczymy jeszcze catkowity kat odksztatcenia y= a + B (u1,1 << 1 oraz up » << 1):
d 25) dx1 d 12 d)CZ
0x1 + de ~0M2+0M2

doy(1+u ;) do(l+u,) dxp dx

(k) a+f=tga +tgff = Sty =28,

Uogolniajac wynik wzoru (k) na pozostale ptaszczyzny uktadu wspdtrzednych wnioskujemy, ze od-
ksztalcenia r6zno-wskaznikowe sa rowne polowie kqta odksztatcenia y danego elementu.

Uy

'oxzdxz
+ —
X
2 < § a
O
S5
|
@,
t; 12'< )
+dx. S L - Y “dwusieczna <abc
X2 Xy A P -
o
7
dx ? < <
2 45 Fﬂad
b 2 L Xy X4
U, I, i
u, 1
%, |- st sy 2y
dX1 T X, X4 X
X, Xtdx; !
Rys. 2.3

Odksztatcenia liniowe i1 katowe nie daja peinej informacji o deformacji. Do kompletu brakuje bowiem
kat obrotu dwusiecznej zawarty migdzy bokami badanego elementu (por. rys. 2.3):

B—a:lﬂﬁul _c?uzgzl

U]
2 2[@)(2 BxID 2

(2 —up 1) =wy;.

Wzor (I) potwierdza zatem, ze wspodtrzedna tensora @ odpowiada katowi obrotu przekatnej czworoboku
utworzonego z odcinkdéw elementarnych. Podobny wniosek dotyczacy wspotrzednych tensora obrotow
mozna sformutowa¢ dla pozostatych ptaszczyzn uktadu.

Na koniec powstaje pytanie, dlaczego jako miar¢ odksztatcen katowych przyjmuje si¢ potowe a nie
catkowity kat odksztatcenia y. Ot6z okazuje sig, ze wielko$ci zawarte w macierzy

CEr1 Y2 W3 E
8/21 & Vi (2.9)
Ha1 Va2  &3H

nie transformuja si¢ zgodnie z definicja tensora (1.16). Migdzy odksztatlceniami katowymi &5, &531&37 a
calkowitymi katami odksztalcenia Y5, V3 1 Y31 Wystepuja zaleznosci:

1 1 1
&1y =— , E3 =— , E3 = — 2.10
1275 Y12 €23 2 Y23, €13 2 Y13 (2.10)

W wigkszos$ci starszych podrecznikéw stan odksztatcenia opisuje si¢ za pomoca macierzy (2.9), przy
czym najczesciej wprowadza si¢ sposob oznaczania sktadowych analogiczny do tradycyjnego, stosowa-
nego w teorii stanu napre¢zenia, tzn.:

E= &1, &= €202, &= €33, Yoy = 2€12, Yz = 2€23, Vox = 2€31.

Wskaznikowy zapis tensorowy stosuja Nowacki [32], Derski [8], tradycyjny za$ Jastrzebski, Mutermilch i
Oriowski [22]. Doda¢ nalezy, ze obecnie czgsto uzywa si¢ obu zapisow rownolegle (por. Piechnik [34] 1
Zyczkowski [56]).
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2.3. ROWNANIA NIEROZDZIELNOSCI

W roéwnaniach geometrycznych (2.6) trzy ciagle funkcje u;(xy, x5, x3) opisujace pole przemieszczen
stuza do obliczania szesciu funkcji &; (x|, x;, x3) opisujacych pole odksztatcen. Wynika stad wniosek, ze
funkcje &; (x1, x5, x3) nie moga by¢ zupelie dowolne i powinny spetnia¢ trzy dodatkowe warunki.

Rézniczkujemy dwukrotnie rownania geometryczne (2.6) i zmieniamy kolejno wskazniki. W efekcie
otrzymujemy:

1

Eijkl = E(”i,jkl +“j,ik1)=
1

Erij = E(”k,lij +”l,kij)a
1

Eik,jl = E(“i,kjl +”k,ijl)a
1

EjLik = E(”j,lik tuy, jik)-

Nastepnie pierwsze dwa réwnania dodajemy stronami, a pozostate odejmujemy. Po wykorzystaniu
wlasnosci, ze dla funkcji ciaglych rézniczkowanie czastkowe nie zalezy od kolejnosci rézniczkowania
(np. g;; =g j;) uzyskujemy 34 =81 rownan:

gij,kl +€kl,ij _gl'k,jl _gjl,ik =0, i,j,k,0 =1,2,3. (2.11)

Z analizy wszystkich permutacji wskaznikéw i, j, k, [ wynika, ze sposrdod tych rownan tylko 6 rozni sig
migdzy soba:

Di=k=1, j=I=2: 2812,12 —&11,22 ~€n.11 =0,
2)i=k=2, j=1=3 26323 €233 ~€3322 =0,
3)i=k=3, j=I=L 2831,31 —&€3311 ~€11,33 =0,

. 2.12)
i=j=1,k=2,1=3 &3 t&311 ~€12,13 ~€1312 0,

5)i=j=2, k=3, 1=  &n31+t&12 ~&321 €123 =0,
6)i=j=3, k=1,1=2 &3y +&233 ~&132 3231 0.

Szes¢ niezaleznych rownan mozna rowniez uzyskac przez przyjecie we wzorach (2.11), ze [ = k:
Eij ik €k ij ~ Eik, jk ~Ejk,ik =0 - (2.12a)
Wowczas dla i #j otrzymujemy rownania (2.12)4 5 6, a przypadkom i = odpowiadaja dalsze trzy nieza-
lezne rownania bgdace kombinacja liniowa rownan (2.12)5 2 3.
Zapis rownan (2.12) mozna rowniez uprosci¢ przez wprowadzenie tréjwskaznikowego symbolu per-
mutacyjnego ejx (por. p.21.1):

N = Nji = €km €jin Extnn = 0 - (2.12b)

Tensor n;; nosi nazwe tensora niespdjnosci. Rownania (2.120) z uwagi na symetrig wzglgdem wskazni-
koéw i, j przedstawiaja tylko szes¢ interesujacych nas rownan (2.12). Réwnania nierozdzielnosci mozna
takze przedstawi¢ w postaci macierzowej:

U M2 ’713%
N = 5721 M2 Na=0. (2.12¢)
Hiz1 M2 N33H

Wspotrzedne rownowskaznikowe odpowiadaja pierwszym trzem rownaniom (2.12), pozostate trzy row-
nania to wspotrzedne roznowskaznikowe.
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a) przed b) po odksztalceniu c)
odksztalceniem

Rys. 2.4

Podstawa powyzszych rozwazan byto zatozenie ciaglosci funkcji u; oraz ich pochodnych. Speknienie
rownan (2.12) oznacza, ze o$rodek ciagly przed deformacja jest rowniez ciagly po deformacji, a kazdemu
punktowi materialnemu os$rodka w konfiguracji pierwotnej odpowiada doktadnie jeden punkt w konfigu-
racji koncowej z zachowaniem sasiedztwa elementow. Mamy zatem gwarancjg, ze po odksztatceniu w
osrodku nie powstang ,,dziury” lub ze myslowo wycigte elementy ciata nie bgda si¢ przenikaty, jak to
uwidoczniono na rys. 2.4¢. Dlatego rownania (2.12) nosza nazweg réwnan nierozdzielnosci (zgodnosci)
lub réwnan spojnosci. Przypadek przedstawiony na rysunku 2.46 odpowiada sytuacji, w ktorej rownania
nierozdzielno$ci sa spelnione; myslowo wycigte elementy ciata w calym procesie deformacji szczelnie do

siebie przylegaja. Oznacza to, ze wspOtrzgdne tensora niespojnosci 1);; sa tozsamosciowo rowne zeru.

Powstaje pytanie, dlaczego jest sze$¢ rownan nierozdzielnosci odksztatcen, a nie trzy. Okazuje sig, ze
wspotrzedne tensora niespojnosci nie sa niezalezne. Hellinger [16] wykazal, ze wystarczy, by wewnatrz
ciata byly spelnione rownania, odpowiadajace znikaniu tylko wspotrzednych rownowskaznikowych lub
tylko réznowskaznikowych. Natomiast na powierzchni ciata o dowolnych warunkach brzegowych musza
by¢ spetnione wszystkie 6 rownan.

2.4. WLASNOSCI TENSORA ODKSZTALCENIA

Z faktu, ze wielkosci &;; sa wspoOtrzednymi tensora symetrycznego drugiego rzedu, wynikaja wszystkie
wyprowadzone wlasnos$ci, takie jak istnienie wartosci i kierunkow glownych odksztalcen oraz nie-
zmiennikéw. Nalezy tylko zamiast naprezen normalnych 0y, 02, 033 wstawi¢ odksztalcenia liniowe &1,

&), &3, a zamiast naprezen stycznych 0»3, 031, 012 odksztalcenia katowe &3, &1, £2. Jest oczywiste, ze
konstrukcja kot Mohra jest taka sama jak dla napr¢zen. Wnioskujemy stad, ze dowolny stan odksztatcenia
(rys. 2.5a) mozna przedstawi¢ w uktadzie osi glownych odksztalcen w postaci deformacji, w ktorej
wszystkie zmiany katow sa rowne zeru (rys. 2.5b); poszczegolne $ciany elementarnej kostki pozostaja
prostokatami i ulegaja tylko przesunigciu réwnolegtemu.

Pokazemy teraz, jak oblicza si¢ zmiang¢ objetosci i zmiang postaci. Rozpatrzymy odksztatcenie objeto-
sciowe elementarnego prostopadtoscianu w uktadzie glownych osi odksztatcenia (rys. 2.5b). Pierwotna
objetos¢ prostopadtoscianu

dv = dXIdXHdXIH .
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Objetos¢ prostopadioscianu po odksztatceniu
dv + AdV = (1 +$I) (1 +£H) (1 +8HI) dXI dxH deII-

Wzgledna zmiana objgtosci
NV
e (1 + 51)(1 +5H)(1 +51H) -1 =1 +& +eg g +
teg tepé teme teEnem —l

Po pominigciu matych wielko$ci wyzszego rzedu (tj. wszystkich iloczynow odksztatcen glownych) otrzy-
mujemy:

AdV

—y Caténtem =11(e) =& & t&3 =38, (2.13)

gdzie & oznacza $rednie odksztatcenie liniowe. Wzgledna zmiana objetosci (tzw. dylatacja) jest rowna
pierwszemu niezmiennikowi tensora matych odksztatcen /1(€). Poniewaz [ l(d) =0, zatem za odksztalce-

nia objetosciowe jest ,,odpowiedzialny” aksjator tensora odksztalcenia.

W celu zobrazowania tzw. odksztaicenia czysto postaciowego rozwazymy deformacje elementarnego
ptaskiego  kwadratu.  Przyjmiemy  szczegdlny  przypadek  odksztalcenia, w  ktéorym
E11 =&, &) =€, &3 =&3 =& =& =0(rys. 2.6). Stan odksztalcenia opisuje macierz:

Z 0 00
e= -¢ 0f (2.14)
H 0 0F

Jest on odpowiednikiem czystego scinania w teorii stanu naprezenia. Odksztatcenie czysto postaciowe z
uwagi na to, ze /(€) = £ — £+ 0 = 0, ma cechg dewiatora.

Rys.2.6

Poniewaz w przyjetym uktadzie osi odksztalcenia objgtosciowe sa rowne zeru, wigc uktad ten jest ukta-
dem gtéwnych osi odksztatcenia. Wobec tego ekstremalne odksztatcenia katowe wystapia w uktadzie ob-
roconym o kat -45° (osie x1-, x2°):

1 & _E—(-¢9)
&1 _Eymax == B 1L = )

=g,

a odksztalcenia liniowe
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eitem _€+(8) _

Ep = Eyyp =
11 2'2 7 2
W uktadzie osi obréconych x1-, xp- stan odksztalcenia jest wobec tego okreslony macierza:
0 & 00
- O
e =3 003 (2.15)

B 0 0F

Macierz ta charakteryzuje odksztatcenie czysto postaciowe, w ktorym rézne od zera sa tylko dwie wspot-
rzedne odksztalcen katowych.

Nawiazujac do wynikow teorii stanu naprezenia, w podsumowaniu stwierdzamy, ze dowolny stan od-
ksztalcenia sktada si¢ ze zmian objgtosciowych i zmian postaciowych. Zmiany objetosciowe opisuje tylko
aksjator tensora odksztatcenia (rownomierne rozszerzenie lub skurczenie). Zmiang postaci wyraza z kolei

dewiator tensora odksztatcenia, na ktory sktadaja si¢ dwa odksztatcenia czysto postaciowe. Ilustracja tych
stwierdzen sa macierze:

& 0 00 &y, 0 00
_ 0 0_ U 0
HO 0 enf HO 0 &§
AKSJATOR
& — &) 0 oo o 0 0 O
g ] g
tg 0 —(g-&) OD+%) ~(&mr — &) 0
B 0 0 O 0 (ém — €0)H
odksztatcenie czysto odksztatcenie czysto
postaciowe postaciowe
DEWIATOR

2.5. PLASKI STAN ODKSZTALCENIA

Plaski stan odksztatlcenia wystgpuje wowczas, gdy w kazdym punkcie osrodka wspotrzedne

&3 =¢&3; =0(i =1,2,3), a pozostale wspodtrzedne tensora odksztalcenia zaleza tylko od zmiennych x1, x».

Wobec tego tensor odksztalcenia odniesiony do wspotrzednych kartezjanskich x1, xp, x3 jest zobrazowany
macierza:

& & 0O
O

e=tdy & 0§ (2.16)
Bo 0 0f

przy czym &; = &;; (x1, x). Wynika stad, ze sktadowe wektora przemieszczenia sg opisane wzorami:

w =uy(x1,X2), up =up(xy,x7), uz =const. (2.17)
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10

Oy

Rys. 2.7

Warunki charakterystyczne dla ptaskiego stanu odksztatcenia wystepuja np. w bardzo dtugiej $cianie
wykonanej z materiatu izotropowego i poddanej obciazeniom, ktdre nie zmieniaja si¢ wzdhuz osi x3,
rownolegtej do podtuznych krawedzi Sciany (rys. 2.7). Grubos¢ wycigtego myslowo ,,plasterka” sciany w
trakcie deformacji pozostaje zawsze taka sama, a 0§ x3 jest gtowna osia odksztalcenia, odpowiadajaca

wartosci gtownej & = &3 = 0.

2.6. PRZYKLADY

Przykiad 1
Dane jest pole wektorowe przemieszczen:

uy (x1,x,x3) = Axpx3 + Bxy,
25} ()Cl ,XZ,X3) = _CX1X3,
uz(x1,x7,%3) = Cx1x,

gdzie 4, B, C oznaczaja pewne state. Wyznaczy¢ pole tensorowe odksztalcen

&;j (x1, Xp, x3) 1pole tensorowe obrotdw wj; (xy, Xy, x3).
Rozwiazanie

Z réwnan (2.6) otrzymujemy wspolrzedne tensora odksztatcenia:

1 Ou
& :E(ul,l +“1,1) . i =B,
1 lmﬁl/ll 0M2|:| 1 X3
€10 =—(ug 2 +1y;) == Ot + 22 0=~ (Ax3 - Cx3) =3(4 - C),
12 2(”1,2 ”2,1) 2B, T, O 2( x3 xs) 2( )

") Duzo przyktadéw zawiera podrecznik [28].
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1 lljdl/tl dl/l3|:| 1 )Cz
3= (g3 +uzy ) == ok + 28 0=~ (Axy - Cxy) =22(4 +0),
13 2(”1’3 ) 200 o O 2( x; = Cx;) 5 A*O)

%) =l(uz,2 +uz,2) L] =0,

1 10w, ouzd 1
£33 =— + =—0O—= +—0==(-Cx; +Cx;) =0,
23 2(“2,3 uz,z) 200 oh, 0 2( X1 xl)

£33 :%(%,3 +u3,3) :% =0.

Zatem
O A-C A+C O
D B X3 )CZD
O 2 2 O
£=DA;—Cx3 0 0 0
EA+Cx 0 0 :
H2 2 H

100y ou, 0 1
= —-——20=-wy; =—(4 +O)x3,
W2 2, o W) 2( )x3
W —l]%—%%—_% =—Cx
3720y a0 2 b
1 ;a0 1
== ——L0= w3 ==(-4 +CO)x,,
s 2 Box, N W3 2( )xX2
skad
0 0 A+C A-C [
O 5 3 T, 20
.1 B ua+c O
(o—[a),-j] - 5 X3 0 -Cx; [T
0 0
QA-C Cx o U
g 2 7 : g
Przyktad 2

Dane sa sktadowe stanu odksztatcenia: €11 = 4%o, 12 = 2%o, €13 = 0%o, &2 = 0%0, €3 = 1%o0, £33 =
—1%o. Obliczy¢ zmiang objgtosci oraz maksymalne odksztalcenie liniowe i maksymalne odksztatcenie
katowe.

Rozwiazanie

Tensor odksztalcenia mozna przedstawi¢ w postaci macierzy:
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@ 2 0O
e=2 0 1%
M 1 -15

Najwigksze odksztatcenie liniowe to najwigksze odksztalcenie gtowne €&. Do obliczenia wartosci gtow-
nych shuzy rownanie charakterystyczne (por. teoria stanu naprezenia — p. 1.6, wzor (1.19)):

83 _1182 +12$ _13 =0,

gdzie 11, I, I3 oznaczaja niezmienniki tensora odksztatcenia:

A
Iy =& =& +&xp +éE33 =% =4 +0 -1 =3 %o,

0 1| 4 of |4 2 )
I, = + + =1 -4 -4 =9 [%]",
1 =110 -1 2 0
4 2 0
L=2 0 1]/=4D0Q-)+200+200-000 -1 DB () B 2 =0 [%.] .
01 -1

Poszukiwana warto$¢ £ jest najwigkszym pierwiastkiem roOwnania:

g -3¢ -9¢ -0 =0,
skad g(e? -36-9) =0.

Jeden z pierwiastkow €= & = 0, a pozostale wyliczymy z rownania kwadratowego:

g2 -3e-9 =0,
+3% +
51’2 :w :1,513,35,

& =15+335=485;¢ =15-3,35 =85
Uporzadkowane warto$ci gtdéwne sa nastgpujace:

=6 =485%, &1=&=0, &u=E& =-1,85%o,
1 & & _4.85—-(-1,85) _
= Vimax = 1 > L - 5 =3,35 %o.

Zmiana objgtosci wynosi wige 3%o, maksymalne odksztalcenie liniowe & = 4,85%o, a najwigkszy calko-
wity kat odksztalcenia
=2:0,00335-180°/1t=0,384°.

ymax
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