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15. € N>
KONSTRUKCJE STATYCZNIE WYZNACZALNE

15.1. WARUNEK KONIECZNY STATYCZNEJ WYZNACZALNOSCI
PLASKICH KONSTRUKCJI PRETOWYCH

Na wstegpie przypomnijmy, ze podzial na konstrukcje statycznie wyznaczalne
1 niewyznaczalne ma sens tylko wtedy, gdy w rownaniach rownowagi pomijamy deformacje konstrukcji.
Oznacza to, ze w tym i w dalszych rozdziatach trzeciej czg$ci podrecznika akceptujemy zasade
zesztywnienia.

Zasadnicze problemy konstrukcji statycznie wyznaczalnych omowimy przede wszystkim na
przyktadach ptaskich uktadéw pretowych obciazonych w swej ptaszczyznie.

W kazdej ptaskiej konstrukcji pretowej mozna wyszczego6lnic trzy rodzaje pretow, rozniacych sig
liczba sit brzegowych. Pierwsza grupe stanowia prety obustronnie przegubowo potaczone z reszta
konstrukcji, w ktorych wystepuja cztery nieznane
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Rys. 15.1

sily brzegowe (rys. 15.1a). Liczbe tych pretow oznaczymy przez p. Druga grupa, okreslona liczba p», to
prety z jednej strony potaczone przegubowo, a z drugiej utwierdzone, o pigciu sktadowych sitach
brzegowych (rys. 15.15). Prety obustronnie utwierdzone w liczbie p3 maja szes¢ sktadowych sit

brzegowych (rys. 15.1¢). Dla kazdego z wyszczego6lnionych pretow mozna utozy¢ trzy rownania
rownowagi. Wobec tego liczbe nieznanych sit brzegowych wyraza zalezno$¢:

(4p1-3p)* (5p2 =3p2) + (6p3 -3p3)= pr2py+3ps.

Poszczegolne prety sa potaczone migdzy soba w weztach, dla ktorych takze mozna utozy¢ rownania
rownowagi. Rozrézniamy dwa rodzaje weztow. Pierwszy to wezty, w ktorych wszystkie prety sa
potaczone przegubowo (rys. 15.1d). Dla kazdego takiego wezta mozna utozy¢ tylko dwa réwnania
rownowagi sit (rownanie momentow jest spetnione tozsamosciowo). Liczbe weztow przegubowych
oznaczymy przez wi. Drugi rodzaj stanowia wszystkie inne wezty w liczbie wy, w ktorych cho¢by dwa
prety sa migdzy soba potaczone w sposob sztywny (rys. 15.1e, f). Dla kazdego takiego wezta mozna

utozy¢ trzy rownania rownowagi (dwie sumy rzutoéw sit i suma momentéw). Ostatecznie liczba
niewiadomych sit:

n=p +2py+3p3—=2w; -2w, . (15.1)

Liczba n okresla stopien statycznej niewyznaczalno$ci konstrukcji. Trzeba doda¢, ze w liczbie pretow pq

oraz wezlow wi 1 wp nalezy uwzgledni¢ wszystkie prety i wezty podporowe. Przyktady zastosowania
wzoru (15.1) podano na rys. 15.2, na ktérym w nawiasach zaznaczono liczbg pretow podporowych.
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Rys. 15.2

W uktadach statycznie wyznaczalnych liczba n musi by¢ rowna zeru (por. np. rys. 15.2b):
n=p +2py+3py +2w; -3wp = 0. (15.2)

Stosownie do uwag z p. 14.10 przypominamy, ze jest to tylko warunek konieczny. Mechaniczne stoso-
wanie wzorow (15.1) lub (15.2) prowadzi do istotnych bledow. Zdarza si¢ bowiem tak, ze w pewnych

fragmentach konstrukcja moze by¢ przesztywniona (statycznie niewyznaczalna), a w in-

nych — geometrycznie zmienna. Wowczas globalna warto$¢ n dla catej konstrukcji jest roznica migdzy

stopniem statycznej niewyznaczalno$ci fragmentu przesztywnionego n; a liczba stopni swobody czgsci

geometrycznie zmiennej s1, tzn. n = n — s1. Przyktady takich putapek ilustruja rys. 15.2d, e. Ogélnym
sposobem identyfikacji uktadow geometrycznie zmiennych jest badanie rzedu macierzy zgodnosci geo-
metrycznej (por. p. 14.10.4).

15.2. OBLICZANIE SIt WEWNETRZNYCH

W tym punkcie zilustrujemy analityczna posta¢ metody statycznej i metode kinematyczna. W meto-
dzie statycznej wykorzystuje si¢ 0golna zasade wyznaczania sit wewnetrznych, polegajaca na badaniu
rownowagi jednej myslowo wydzielonej czgsci konstrukcji. Metoda kinematyczna opiera si¢ na rOwnaniu
pracy wirtualnej przy wirtualnym stanie przemieszczen utozonym dla uktadu ciat idealnie sztywnych
polaczonych stosownie dobranymi wigzami (rownanie (14.8)).

Przyczyna pojawienia sig reakcji podporowych R i sit wewngtrznych Y sa obciazenia /. W réwnaniach
rownowagi wielkosci te wystgpuja zawsze w pierwszej potedze; tworza zatem funkcje liniowe. Wobec
tego dla przyczyny (obciazenia) i skutkéw (reakcje, sity wewnetrzne) obowiazuje zasada superpozycji:

R(F,....,E,) = R|(F)+ Ry (F) +...+Rm(Fm),}

(15.3)
Y(F,....Fy) = H(F)+H(F) +.+1,(F,),
przy czym indeksy reakcji i sit wewnetrznych odpowiadaja kolejnym numerom obciazen.
Réwnania (15.3) sa stuszne dla dowolnego materiatu, rowniez nieliniowego. Jedynym ograniczeniem
jest przyjecie zasady zesztywnienia. Dla jasnosci trzeba jednak doda¢, ze zasada superpozycji na og6t nie
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dotyczy naprezen. Wyjatek stanowia uktady kratowe i pewne inne przypadki szczegdlne. Rozszerzenie
zasady superpozycji nie tylko na naprgzenia ale i na odksztalcenie i przemieszczenie jest stuszne dla ma-
terialow liniowo-sprezystych.

15.2.1. Przyklady zastosowania metody statycznej

Przyktad 1

Obliczy¢ sity w pretach kratownicy przedstawionej na rys. 15.3a.
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Rozwigzanie

Osie pretow kratownicy tworza siatke trojkatna, co przy trzech sktadowych reakcji §wiadczy o tym, ze
konstrukcja jest geometrycznie niezmienna (s = 0)
i statycznie wyznaczalna (n = 0).

a. Obliczenie reakcji
ZPX —HO-P=0;, Hy=P,
D My =3aVy—05aP-2,5aP=0; V=P,
D My =-3aV;+25-2aP—0,5aP=0; V;=15P.

Sprawdzenie:
D P.=25P—Vy—V;=0.

b. Obliczenie sit w pretach

Podzielimy kratownicg na dwie cz¢$ci przekrojem £ — f (rys. 15.3bh). Mamy do dyspozycji trzy row-
nania rownowagi, z ktorych mozna wyznaczy¢ trzy sity: Z;, Zg 1 Zg. Zaktadamy pierwotnie, ze sily te sa
dodatnie, czyli zwroty ich odpowiadaja rozciaganiu pretow. Rozwazmy przyktadowo rownowage prawej
czesci kratownicy. Ulozymy kolejno rownanie rownowagi momentow wzgledem punktow 0, 11 5. Uzy-

skamy wowczas rozprzezenie uktadu rownan liniowych wzgledem niewiadomych Zg, Zg i Z5:

ZMO=3a-1,5P—2a-2,5P+Zg-r0:0, Zo =(%)/r0=§1>,

D My=2a-15P-a-25P-Zs-1 =0, Z =(ﬂ)/r1 =P,
2

z, - (_ 3Paj 35

Ms=a-15P+7Z, -15=0, —\|/r=—"—""7=—P.
Z 5 2775 5 ) 4

Wartos¢ sity Zg mozna uwazaé za iloraz momentu sit zewngtrznych rozwazanej czgsci kratownicy
wzgledem punktu 0 i ramienia sity Zg wzglgdem tego punktu:
Zg = Mo(P)/rg. Punkt 0 jest punktem przecigcia osi pozostatych dwoch pretow przekroju S — S, tzn. pre-
tow Z3 i Zg. Podobnie obliczamy Zg = M1(P)/r1 oraz Z, = Ms(P)/r5. Ogblnie mozna zapisac, ze

_ M ()
1 (0)

Przedstawiony wyzej spos6b wyznaczania sit w pretach kratownicy nosi nazwe metody Rittera, a
punkt k£ nazywa si¢ punktem Rittera.

Wszystkie sity w pretach kratownicy, tacznie z reakcjami, mozna rowniez obliczy¢ z rownan rowno-
wagi mys$lowo wycigtych wezlow kratownicy, czyli za pomoca tzw. metody rOwnowazenia weztow. Jest
to najogolniejsza metoda analityczna rozwiazywania kratownic. W naszym zadaniu otrzymujemy (rys.
15.3c¢):

Z (15.4)

Wezet "0": ZPx =Hy+Zy+Z -cosa=0
ZPZ =—Vy—Z;-sina =0,
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Wezet "1™ ZPx =—P-Z+Z-cosa+Z, -cosa+Zy-cosa=0
D P =Zy+27 sina-2 sina =0,
Wezel "2": ZPX =—7,-cosa+Zy+Z;-cos45° =0
ZPZ = ZlO +Zz -sina = +le 'COS450 = 0,
Wezet "3™: Z P.=-7Z3=0
> r-z-0
Wezet "4": )" P =—Zs—Z5—Zj;-cos45° =0
D P =V, =24~ 7 -cos45° =0,
Wezel '5": " Py =Z5—Zg —Zy-cosa =0
D P.=25P-Z1g~Zy-sina =0,
Wezet "6": Y Po=Zg=2;=0
Z PZ = —Zg = 0
W powyzszych réwnaniach wystegpuje jedenascie niewiadomych sit w pretach Z; (i = 1, 2, ..., 11) oraz

trzy reakcje podporowe Hy, Vo 1 V. Laczna liczba rownan odpowiada zatem liczbie niewiadomych.
Rozwiazanie tego uktadu istnieje, jezeli jego wyznacznik gtéwny jest rozny od zera. Zerowa wartos¢ tego
wyznacznika §wiadczy o tym, ze uklad jest geometrycznie zmienny. W rozwazanym zadaniu otrzymuje-
my rozwiazanie jednoznaczne, a obliczane wartosci sit w pretach kratownicy zamieszczono w tablicy 1

(kolumna 4).
Tablica I
Nl b4 |z |z a0 B | A | ZZik | gz
Ei . Ai Ei . Ai ‘ i
[m] | [m’] | [kN] -] [m] | [kN/m’] [m] [m] [m]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 335 | 2107 | 44,70 0 0 1-10" | =7,49-107* 0 0
2 {335 |2107%| 33,50 0 0,02 | 1-10" | -5,61-107* 0 0
3 | 3,00 | 2107 0 -0,707 | 0,03 [ 110 0 0 212107
4 | 3,00 | 21072 0 -0,707 0 1-107 0 0 0
513,00 | 310* | 30,00| -0,707 0 2-10° | 15,00-107* | -10,60-10™* 0
6 | 3,00 | 3107 | 20,00 0 0 2:10° | 10,00-107 0 0
7 13,00 | 310 | 20,00 0 0 2:10% | 10,00-107* 0 0
8 | 1,50 | 2-107* 0 0 0 2:10° 0 0 0
9 | 335 |210*| 11,20 0 0 2-10° | 9,38-107* 0 0
10 | 3,00 | 3-10* | 45,00 [ 0,707 | —0,08 | 2-10° | 22,50-107* | -15,90-107* 0
11 ] 424 | 2102 | -4240 [ 1,000 | 0 1-107 9,05107*|  9,05107*| 565107
-17,45-10*  353-107*
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Przyktad 2

Wyznaczy¢ reakcje i sity wewngtrzne w belce przedstawionej na rys. 15.4a.

Rys. 15.4

Rozwigzanie

Obciazenie belki okresla funkcja ciagta:

(a) 7.(¥) = q(x) = q, +q» §

a. Obliczenie reakcji (rys. 15.4a)
D P = HyO,
/
> Mp =V, —Iq(x)(l —X)dx =0,
0

l

| x 1 1
v =-I( + —jl—xdx:— [+l
A ZO q1 ‘]21 ( ) 2‘11 642

l

> My =VBl—Iq(x)xdx=O,
0

1(1 2 1 2) 1 1
Vp==|=qil" +=q" | ==q{l +=q»l.
B~ 2‘11 3QZ 2‘11 3QZ
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Sprawdzenie:

[ [
ZPZ =V +Vp —Iq(x)dx=qll+%Qzl—j(q1 +q %)dx=0-
0 0

b. Obliczenie sit wewnetrznych (rys. 15.4b)

Dokonamy myslowego rozcigcia belki przekrojem o[, usytuowanym w odleglosci x od lewej
podpory. Na plaszczyznach przekroju wystepuja sity wewngetrzne N(x), O(x) 1 M(x). W celu wyznaczenia
tych sit zbadamy réwnowagg jednej z czesci belki. Przyktadowo dla lewej czgsci otrzymujemy roéwnania:

D P =N(x)=0,

Z@=—VA+fq(f)-dx+Q(x)=o,
0

skad
x _ 2
X)) 1 x
(b) Q(x)=VA—I(Q1+427jdx=VA—WC—E%Ta
0
X
> Me=V-x= [ q(@)(x=F)ds - M(e) =0,
0
skad
1 5, 1 x
c Mx)=V i x——qgix* ——qr) —.
(c) (x)=Vy SN 27

Wykresy funkcji QO(x) i M(x) przedstawiono na rys. 15.4c¢, d. Latwo zauwazy¢, ze stosownie do wzo-
row (14.26) wartos¢ bezwzgledna funkcji obciazenia g(x) jest pochodna funkcji sity poprzecznej QO(x), a
sifa poprzeczna Q(x) jest z kolei pochodna funkcji momentu zginajacego M(x). Oznacza to, ze wykres
q(x) jest wykresem tangensa kata nachylenia stycznej do krzywej O(x), a wykres O(x) jest wykresem tan-
gensa kata nachylenia stycznej do krzywej M(x). Zilustrowano to rysunkami 15.4¢, d. Ekstremum funkcji

M(x) wypada dla przekroju x = xg, w ktorym sita poprzeczna jest rowna zeru: Q(xg) = 0.

Warto zwrdci¢ uwage, ze jezeli wykres M(x) odlozymy po stronie wiokien rozcigganych, to od lewej
strony ku prawej wykres M(x) opada, gdy QO(x) > 0, natomiast wznosi si¢, gdy O(x) <0. Jest to ogdlna
prawidtowos¢ stuszna dla pretow zginanych poprzecznie.

W przypadku szczegdlnym, gdy ¢go=0 i g1 # 0, otrzymujemy rozwiazanie dla belki rdwnomiernie

obciazonej (g1 = ¢g = const, por. rys. 15.5a). Dla g # 0, g1 =0 (obciazenie trojkatne) wykresy sit we-
wnetrznych obrazuje rysunek 15.5b.
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Rys. 15.5

Przyktad 3

Obliczy¢ reakcje i sity wewngtrzne w belce wspornikowej, obciazonej sitami skupionymi (rys. 15.6a).
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Rozwiagzanie

a. Obliczenie reakcji

> p=0,

D P=Vo-R-P-P+P=0; Vy=P+3P+2P-3P=3P,

D My=My+R-a+P-2a+P-3a—P;-4a=—Pa.
My=—-Pa—-3P-2a-2P-3a+3P-4a=—Pa.

b. Obliczenie sit wewnetrznych

Réwnania sit wewnetrznych zmieniaja si¢ w punktach przylozenia sit skupionych. Réwnania te ukta-
damy, dokonujac kolejno przekrojow a;,ay,a3 1 a4, usytuowanych w poszczegélnych przedziatach, w
ktorych obcigzenie g(x) jest funkcja ciagla. W rozwazanym zadaniu w kazdym z tych przedziatéw obcia-
zenie to jest rowne zeru (¢(x) = 0). Ostatecznie otrzymujemy:

O<x<a:

O(x)=Vy =3P =const, M(x)=My+Vy-x=P(—a+3x);
a<x<2a:

O(x)=Vy— B =2P=const, M(x)=My— By +Vy-x— B(x—a)=2Px;
2a <x<3a:

O(x)=Vy— B — P =—P=const,
M(x)=My+V,-x=F(x-a)- P -(x—2a)= P(6a - x),

3a<x<4a:

O(x)=Vy—-A—-P —P;=—PFP,=-3P=const,

M(x)=My+Vy-x— P(x—a)— P (x—2a)— Py(x—3a) =3P(4a — x).

Wykresy funkcji O(x) 1 M(x) przedstawiaja rys. 15.6b, c. Widzimy, ze funkcja Q(x) jest nieciagta,
gdyz dla x=ka, (k =1, 2, 3, 4) przyjmuje dwie wartosci: lewostronng Q (ka) i prawostronna Qp (ka).
Réznica tych wartosci O l(ka) —Qp (ka) = Py 1 odpowiada sile skupionej przylozonej w tym punkcie.

Moment zginajacy jako catka z funkcji sit poprzecznych Q(x) jest ciagla linia famana. W zwiazku z
tym ekstremalna warto$¢ momentu wypada w tym przekroju, w ktorym sila poprzeczna zmienia znak,
tzn. w punkcie 2:

M oy = M(2a) = —Pa+3P-2a— Pa=4Pa.

Latwo zauwazy¢, ze roznica tangensow katow zalamania y;_1 oraz y; wykresu momentu zginajacego
w punkcie x = ka jest rowna sile skupionej przytozonej
w tym punkcie (por. rys. 15.6¢). Spostrzezenie to ma duze znaczenie przy wyznaczaniu przemieszczen
belek sprezystych.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 15. KONSTRUKCJE STATYCZNIE WYZNACZALNE 10

Przyktad 4

Obliczy¢ belke ciagla przegubowa przedstawiona na rys. 15.7a.

Rozwigzanie
a. Wyznaczenie reakcji podporowych

Wystepuje piec¢ sktadowych reakcji podporowych: V1, Vy, Vg, Hg i Mg. Do dyspozycji mamy trzy
rownania réwnowagi dla catej belki oraz dwa warunki zerowania si¢ momentéw zginajacych w przegu-
bach 51 7: (M5 = M7= 0). Rownania te wystarczaja do wyznaczenia niewiadomych reakcji podporowych:

(e) D P=Hg-30=0,

0 Ms=V,-75-20-3-6-12+V,-15=0,

(g My =V;-11,5-20-3-10-12+V, -55-32-2=0,
(h) D Ms=Ms+32-2-45-4—V5-7— Mg =0,
(i) D My = My —Vg-3- Mg =0.

Z réwnan (f) i (g) mozna wyznaczy¢ reakcje V7 i V4, a z rdbwnan (4) oraz (i) reakcje Vg i Mg. Ostatecznie
otrzymujemy:

Vi=43kN,  V4=33kN, Vg=-29kN, Hg=30kN, Mg=87kN-m.

20kN/m 12KkN/m 132kN
30kN7IIHI o 7 E;ﬂ?

7,%71 3 2 5 6 1L5kN 8¢ H8
', 3m L15m 115mL15m |, 2m L 2m | 3m jXS
i 1 7 i i i i 1
30N 32N
b) — A 30kN
FVg1BKN fvs16KN
20kN/m 12kNm 7
Ve 16 V5 16kN M
30kN] T l l 7 8
»97 2 ~ I's 3014\1 BQLNL_—E,VSL(N v;_Ha
Vi i fVa
c) ’
= 29KN <
@ poy 16kN \é g
~F
LA 151N MG ....0 0 B
N V, kN
s215m 2 _1J7:N _ “16kN
d) ~24KNm
M(xo) 46, 2kN
15KNm W u
135kNm
32kNm gf
&
e) o

© TR O s

Rys. 15.7
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Te same wyniki uzyskamy, jezeli belke ciagla podzielimy na trzy belki sktadowe. Belka 5—7 opiera si¢
na belkach 1-5 i 7-8. Taka dekompozycja zadania bardzo ulatwia zaré6wno obliczenie reakcji podporo-
wych, jak i sit wewngtrznych pod warunkiem przestrzegania odpowiedniej sekwencji obliczen belek

sktadowych: najpierw liczymy belkg 5—7 a nastgpnie belki 1-5 i 7-8 obciazone reakcjami przegubow Vs
i V7 (por. rys. 15.7b). R6wnowaga belki 5-7 wymaga, by V5 = V7 = 16 kN. Dzigki tej informacji wartosci
Vg i Mg mozna obliczy¢ ,w gltowie”: Vg= V7 —45=-29 kN, Mg= — (V7 — 45)-:3 = 87kN-m. Latwo
sprawdzi¢, ze obliczenie reakcji V7 i V4 dla belki 1-5 prowadzi réwniez do warto$ci wyznaczonych
wczesniej.

b. Wyznaczenie sit wewnetrznych

Ograniczymy si¢ tylko do obliczenia sit wewnetrznych w charakterystycznych punktach belki. Prze-
bieg funkcji miedzy tymi punktami okre§limy na podstawie zalezno$ci rozniczkowych (14.25) 1 obliczen
pomocniczych.

Sity poprzeczne:
of=0;  Of =¥ =43kN,
0, =03 =0, =43-20-3=—17kN,
0P =0s; Qb=-17+33=16kN,
0F =0h =16-32=-16 kN,
0P = Ol = -16+45=29 kN = -V,

P
X =0
Momenty zginajace:

2 2
M, =0, M(xo)=43-x0—20-%0=43-2,15—20- 215

=46,2 kN -m,

M, =43-3-20-3%.0,5=39 kN -m,

M3} =43-45-60-3=135kN-m, M{=M}-12=15kN-m,
M, =-16-15=-24kN-m, Ms=0,Mg=16-2=32kN-m,
M;=0, Mg=30kN-m.

Sity normalne:
N(x) = Hg =30 kN = const.

Wykresy sit wewngtrznych podano na rys. 15.7¢, d, e.

Przyktad 5

Wyznaczy¢ sity wewngtrzne w uktadzie trojprzegubowym przedstawionym na rys. 15.8.

Rozwiazanie

a. Obliczenie reakcji podporowych

Cztery sktadowe reakcji V4, H 4,Vp, Hp obliczamy z trzech rownan rownowagi dla catego ukladu

oraz jednego roOwnania wyrazajacego zerowa wartos¢ momentu zginajacego w przegubie C (M¢ = 0).
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3 My =Vy8-10-4:6+20220, ¥, =20 225kN,
120
D My =-Vp-8+20-2+10-4-2=0, Vp =g =ISKN,

Mc=V,-4-10-4-2—-H,-4=0, Hy, =%-(15.4—80)=5kN,

> P=Hy—Hg+20=0, Hp =5+20=25kN.
a)l
Y q=10kN/m
LT T
////—’ - N O(1<0 T
/ o PN\ P-20kN_ I
4 OIN 7
///s o, { : \\\Fm «4»-,r-1
Ha Al ”:WB Ha L)
£ 1,33 'Ve
L 4.0 "
d o
No
-X
10kN/m
esorn [T TTLT 1] 20N osun
‘V,:—ZSkN JVsT5KN
s -25kN
-srmumllif

oF

\ (%) 15

Rys. 15.8
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b. Obliczenie sit wewnetrznych

W obliczeniach elementow tukowych i pretow o osi zatamanej bardzo uzyteczne sa wzory wynikajace
zrys. 15.8b:

(15.5)

N = Nycosa—Qpsina,
Q= Nysina +Qycosa,

gdzie Ny i Qg oznaczaja sity normalna i poprzeczna, obliczone jak dla belki poziomej. Dla uku kotowego
AC mamy:

X =R(l —sina), Y =R cosa,

Ny =-5kN, Op=Vc=V,4—gX=25- 40(1 —sina) =—-15 +40sina,
skad
N(a)=-5-cosa—(—15+40-sina)sina,
Aa)=-5-sinax+(—15+40- sinax)cosa,

i 2
V) M(a)y=V,- X—qXT -Hy - Y=R(1- sina)[VA —%qR(l - sina)} — H Rcosa =

=20-[(1 —sina)(1+4sina) — cosa].

Potwierdzeniem poprawnosci uzyskanego wyniku jest to, Ze jest spelniona zaleznos¢ (14.28)3:

dﬂ: —l-d—Mz =5(sina +3-cosax —8-sinacosaxr) = Q).
ds R da

Na odcinku pochytym CE kat a = ¢ 1 jest ujemny: cosa; = 0,80; sina; = —0,60. Wobec tego:
NL=Np=-5-08-(~15)-(-0,6) = —13 kN,
0P = 0f = -5-(=0,6) + (~15)-(0,8) = -9 kN,
Mc=0,
NB = Nj; =-25-08—(~15)-(=0,6) = -29 kN,
08 = Of =—25-(~0,6) +(~15)-(0.8) = 3 KN,
Mp=Vg-13-Hp-2=15-133-25-2=-30 kN -m.

Qpp = Hpg =25kN = const,
Na odcinku £B mamy: Ngp =Vp =—15kN = const,
Mg =-Hg-1=-25kN-m.

Wykresy sit wewnetrznych przedstawia rys. 15.9.
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Rys. 15.9
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Przyktad 6

Wyznaczy¢ reakcje podporowe i sity wewnetrzne w ptaskim tuku kolowym utwierdzonym catkowicie
w punkcie 4 i1 obciazonym w punkcie B sita P, prostopadla do ptaszczyzny tuku. Temat zadania objasnia
rys. 15.10a.

\Gi\m = Pr(1-sina)
R[\‘\'\ 90°

M = -Prcos~

Rys. 15.10
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Rozwiagzanie

a. Obliczenie reakcji

Poszukujemy sktadowych reakcji w przekroju utwierdzonym. Sa to trzy sity Ry, Ryi Rz oraz trzy

momenty Cy, Cyi Cz odniesione do globalnego uktadu osi X, Y, Z. Wykorzystujemy sze$¢ rownan row-
nowagi (por. p. 14.1):

D Py=—Ry=0, > Py=—Ry=0, » P;=—R;+P=0,
D My =—Cx+P-r=0,
D My =Cy—P-r=0,
D My=—Cz =0,
skad
Ry =Ry=0, C;=0o0raz R, =P, Cy=P-r, Cy=—P-r.
Sity te zaznaczono na rys. 15.10b z uwzglednieniem aktualnych zwrotow.

b. Sity wewnetrzne

Sity wewngtrzne wyznaczymy z rownan rOwnowagi wycigtej czgsci preta (rys.15.105). Dodatnie
zwroty tych sit pokrywaja si¢ ze zwrotami osi lokalnego uktadu wspotrzednych x, y z, wzgledem ktorego
uktadamy rownania rownowagi:

Y PB=N=0, > P=0,=0, > P.=0.-P=0,
ZMxi =W —P-r(l1-cosa)— P-rsina =0,

ZMW =M, - P-rsima+P-rsina+P-rcosa =0,
D M =M, =o0.

Na podstawie powyzszego dostajemy:

(k) M,=-Pr-cosa,
Dt =Pr(l-sina).

Pozostate sity wewngtrzne sa rowne zeru. Wykresy funkcji M, (a) i Pi(a) przedstawia rys. 15.10d.

15.2.2. Przyktady zastosowania metody kinematycznej.
Linie wptywu wielkosci statycznych

Metoda kinematyczna opiera si¢ na wykorzystaniu zaleznosci (14.8a), przedstawiajacej rownanie pra-
cy wirtualnej dla uktadu ciat idealnie sztywnych:

j(ZF,--E,-)dszo.

S
Réwnanie to méwi, ze praca obciazen rzeczywistych na wirtualnych przemieszczeniach uktadu jest
rowna zeru. Nieodksztatcalnos¢ elementdéw tego uktadu wynika z przyjecia zasady zesztywnienia.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 15. KONSTRUKCJE STATYCZNIE WYZNACZALNE 17

a) q
SERNRERRRRNRARE,
, L iy
b
IERRS RN RN
Zi I 5 M(x);;' M(x) - . 1 ””:”
C)(I) S (M) x

Y M
=% e

Mox) M= $q(lx-x*)
Rys. 15.11

Dla ilustracji podejscia kinematycznego rozwazymy belke swobodnie podparta z rys. 15.11, poddana
obciazeniu g(x) = g = const (por. rowniez rys. 15.5a). W przekroju usytuowanym w odleglosci x od lewe;j
podpory usuniemy wig¢z uniemozliwiajacy obrot przekroju i jednoczesnie jako obciazenie zewngtrzne
wprowadzimy reakcj¢ tego wigzu, czyli moment zginajacy M(x). Dzigki temu belka staje si¢ uktadem
dwach tarcz sztywnych o jednym stopniu swobody, poddanym dziataniu obciazenia ¢ i dwoch momen-
tow skupionych M(x) (por. rys. 15.115). Dopuszczalna kinematyke wirtualna tego uktadu okresla jedno-
znacznie bardzo male przemieszczenie A (rys. 15.11c). Prace obciazen zewnetrznych na wirtualnych
przemieszczeniach mozna zapisac jako iloczyn momentoéw tych obciazen wzglednych biegunéw obrotu
obu tarcz i odpowiednich katow obrotu. Stosownie do rownania (14.8a) mamy:

(0 q’x%'x"VI+61(I—X)'%(I—X)VH—M(x)'VI_M(x)’WH =0.

Poniewaz przemieszczenie A jest bardzo mate, y; = A/ x oraz Ay = A /(I —x). Wobec tego réwnanie
(/) mozna zapisa¢ w postaci:

7 7 A
I M@ - M) ==

skad po podzieleniu przez A oraz po prostych przeksztatceniach otrzymujemy wzor na moment zginaja-
cy:

N 0,
X 2

L
3

M(x)=§qx(1—x>=%q zX_%qxz,

ktory pokrywa sig z rownaniem (c) z przyktadu 2 dla g, = 0.
Zwrdé¢my uwage na interesujace wiasnosci metody kinematyczne;j:

0w celu obliczenia wybranej wielkosci statycznej (sity wewnetrznej lub oddziatywania
podpory) nalezy usunac¢ ten wigz, ktorego reakcja jest poszukiwana wielko$¢ statyczna;

0 uzyskany w ten sposob uktad o jednym stopniu swobody ma kinematyke niezalezna od
obcigzenia;

¢ do wyznaczenia wybranej sity wewngtrznej nie potrzeba oblicza¢ reakcji podpor lub in-
nych sit wewnetrznych; otrzymujemy zawsze jedno rownanie jednej niewiadome;.
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Z powyzszego wynika, ze rownanie (14.8a) stanowi po prostu pewna kombinacj¢ liniowa réwnan
rownowagi. Opisane wlasnosci metody kinematycznej wykorzystuje si¢ rowniez w uktadach statycznie
niewyznaczalnych.

W dalszym ciagu zastosujemy metode kinematyczna do wyznaczenia wybranych reakcji podporowych
i sit wewngtrznych w przyktadach rozwiazanych juz w p. 15.2.1, gdzie stosowano metodg statyczna.

Obliczymy reakcje podporowa V4 w kratownicy z przyktadu 1. W tym celu trzeba usuna¢ pionowy
pret podporowy i przylozy¢ reakcje tego wigzu, czyli site V4. Otrzymujemy jedna tarcze sztywna o jed-
nym stopniu swobody, okreslonym przez bardzo maty kat  (rys. 15.12a, b). Rownanie (14.8a) przyj-
muje postac:

—P%-a-a+2,5-P-2a-¢7—V4-3a-y7=o,

skad V4 = 1,5 P. Latwo zauwazy¢, ze rOwnanie pracy wirtualnej w tym przypadku odpowiada sumie mo-
mentdéw sit wzgledem punktu 0.

a) c)

"

.\\\\‘\\\\ )

Rys. 15.12

W celu obliczenia sity Z1g trzeba usuna¢ pret 2—5. Otrzymujemy w ten sposob uktad czterech tarcz
sztywnych o jednym stopniu swobody (rys. 15.12¢). Okreslenie kinematyki tego uktadu wymaga nieco
wigcej uwagi. Okazuje sie, ze tarcza Il pozostaje nieruchoma, a kinematyke okresla przemieszczenie A
punktu 5 (rys. 15.12d). Zaleznos¢ (14.8a) prowadzi do réwnania:

—P-l-a-i+2,5-P-Z—Zlo-Z:o,
2 2a
skad
Z1)=225P=2,25-20=45kN.

Wyznaczymy obecnie sil¢ poprzeczna w przedziale 2—3 dla belki wspornikowej z przyktadu 3. Nalezy
umozliwi¢ tylko pionowe przemieszczenia wzgledne obu czesci belki w tym przedziale. Odpowiada to
wprowadzeniu podpory ,Slizgowej” (rys. 15.13a). Kinematyke wirtualng tego ukladu ilustruje
rys. 15.13b. Na podstawie rownania (14.8a) mozemy napisac:

~0)3-A+3P-A+2P-A-3P-A=0, skad 0,;=2P.
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a) lez 13P 1 2P

Rys. 15.13

Korzysci metody kinematycznej najlepiej wida¢ na przyktadzie belki ciaglej (przyktad 4). Na rysunkach
15.14b—h przedstawiono kinematyki wirtualne do wyznaczenia wielkosci Vy,Vg, Mg,03,04 oraz Nys.

Nowym elementem jest podpora teleskopowa, ktora wprowadzamy w celu wyznaczenia sity normalnej. Z
rysunku 15.14 wynika réwnanie pracy wirtualne;j:

30-A4 =Nys-A =0,

skqd N45 =30 kN.

Omoéwimy obecnie wykorzystanie faktu, ze kinematyki wirtualne obowiazuja dla dowolnego obciaze-
nia konstrukcji. Jezeli przemieszczenia wirtualne przyjmiemy w ten sposob, ze mnoznik poszukiwanej
wielko$ci statycznej jest rowny jednosci, to rzedne przemieszczen wirtualnych 7(x) odpowiadaja tzw.
linii wplywu tej wielkosci statycznej. Linie wptywu sa wigc odpowiednio przeskalowana kinematyka
wirtualng stuzaca do wyznaczenia poszukiwanej wielkosci statycznej. Dla ukladow statycznie wyzna-
czalnych sg to zawsze funkcje odcinkowo-liniowe. Linie wptywu zaleza tylko od wymiaréw geometrycz-

nych i warunkow brzegowych. Sens linii wplywu objasnimy na przyktadzie reakcji V4. Stosownie do
podanych uwag rzedne linii wptywu reakcji V4 sa rowne pionowym przemieszczeniom wirtualnym przy
zatozeniu, ze A =1 (rys. 15.4b). Otrzymane w ten sposob wartosci funkcji 7(x) interpretujemy jako war-
tosci reakcji V4 wywolane przez pionowa site¢ P =1, usytuowana w odlegtosci x od poczatku uktadu
wspotrzednych. Jesli dziata wigksza liczba sit skupionych P;, momentow skupionych M; oraz obcigzen
ciagtych ¢g(x) i m(x) roztozonych odpowiednio w przedziatach (a, b) i (¢, d), to wartos¢ sity V4 wynosi:

b d
dnj dn
Va :;B-Ui +;Mj -Xj+jQ(X)-n(x)ds+J.m(x).de,
a c

gdzie

n; - oznaczaja rzedne wypadajace w punktach przylozenia sit skupionych P;,
dn; / dx; - wartoSci tangensa kata nachylenia stycznej do linii 77(x) w punktach przylozenia

momentow skupionych M;.
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w215

 20kN/m  126Nm
30KN [ | 7

1 A

15 " 5, 2 ., 2 3

“*~
P

i32kN

NLS rrrrr mﬁ Nas
Rys. 15.14

Przytoczymy sposoby przeskalowania niektorych dalszych wykreséw. Na rysunku 15.14d mnozni-
kiem momentu zginajacego Mg w réwnaniu pracy wirtualnej jest kat @ =1. Z proporcji geometrycznej
wynika zatem, ze rzg¢dna linii wpltywu w przegubie 7 wynosi 7; = -3 m. W przypadku momentu M,
wymagamy, by suma katow ¢@; 1 ¢ byta rowna jednosci (@g + @y =1). Suma ta jest bowiem mnoznikiem

momentu M, w réwnaniu pracy wirtualnej. Mamy wigc:
A —
—+?=1, skad A=m=15m

Dla sity poprzecznej trzeba tak dobra¢ Q3 i kat @ , by wzajemne przemieszczenie pionowe obu czesci
belki w punkcie 3 byto rowne 1, czyli

?45+p-15=1, skad a:%m‘l.
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Wobec tego rz¢dne z lewej i prawej strony punktu 3 wynosza (rys. 15.14f):

1

;o
3= 45=-075  nf =-15=025

Znaki rzednych wynikaja z umowy znaku sity poprzecznej i definicji rzednej linii wptywu. Obliczymy
teraz warto$¢ (O3 na podstawie linii wpltywu z rys. 15.14f:

3
0,75 1 ( 1 j
=—120-——-xdx=——-(-12)+32-| ——0,25| =—17 kN.
o} { o5 Tl 1) :

Warto doda¢, ze linie wptywu najczeéciej wyznacza si¢ jednak metoda statyczna. Dotyczy to przede
wszystkim tukow i ram, poniewaz badanie kinematyki wirtualnej uktadu jest nieco bardziej ztozone. Sta-
tyczna metoda wyznaczania linii wptywu jest doktadnie omoéwiona w kazdym podreczniku mechaniki
budowli.

&

Rys. 15.15

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 15. KONSTRUKCJE STATYCZNIE WYZNACZALNE 22

Na zakonczenie obliczymy jeszcze reakcj¢ pozioma H,4 i moment zginajacy Mg w konstrukcji troj-
przegubowej rozwazanej w przyktadzie 5. Odpowiednie kinematyki obrazuje rys. 15.154, b. Dla porzad-
ku uméwimy sig, ze dodatnie katy 7 i dodatnie momenty zginajace maja zwroty zgodne z ruchem wska-

zoéwek zegara. Z rysunku 15.15a wynika, ze y|=—-yy =y . Wobec tego rownanie (14.8a) przyjmuje
postac:
(—H,4-8)-y1+(10-4-2)-yy) =0,

skad
_ 8040

H, = 5KkN.

Przy wyznaczaniu momentu Mg zalezno$ci migdzy katami obrotu poszczeg6lnych tarcz sztywnych sa
nastepujace:

yi=-yn=v, —Typ=lym, ym=7v.
Réwnanie (14.8a) przyjmuje postaé:

10-4-2y1 +(=20-6)-yy — Mg -y + Mg -y + Mg -y =0.
Po uwzglednieniu zaleznos$ci migdzy katami otrzymujemy:

80+120 — 25 KN-m.

80- 7 +120 7 + Mg - (7 +77) =0, skad My =

Wida¢, ze wyznaczone wartosci Hy i Mg pokrywaja si¢ z rezultatami przyktadu 5.

15.3. OBLICZANIE PRZEMIESZCZEN KONSTRUKCJI LINIOWO-SPREZYSTYCH

15.3.1. Wiadomosci ogéine

Dysponujemy wieloma metodami wyznaczania przemieszczen uogolnionych w konstrukcjach linio-
wo-sprezystych. Sa to metody:

— catkowania réwnania r6zniczkowego linii ugigcia,

— obciazenia krzywiznami (metoda Mohra)
oraz metody energetyczne wykorzystujace:

— twierdzenie Clapeyrona,

— twierdzenie o minimum energii dopetniajacej (twierdzenie Castigliano (14.20)),

— réwnania pracy wirtualnej przy wirtualnym stanie sit (14.6).

Pierwsze dwie metody zilustrowano w rozdziale 9. Tutaj omowimy przede wszystkim zastosowanie
rownania pracy wirtualnej (14.6), gdyz obowiazuje ono dla najwigkszej klasy zadan. Dodamy tu, ze
twierdzenie Castigliano obejmuje w zasadzie tylko wpltywy mechaniczne i prowadzi w koncu do takich
samych zaleznosci jak réwnanie (14.6), natomiast twierdzenie Clapeyrona jest ograniczone do bardzo
rzadko wystepujacych przypadkow szczegdlnych.

Roéwnanie (14.6) ma postaé:

[@usqv+a, +imy + g, +imp.) ds=
S
=I(]V-/1+§yﬁy +O.f. + O+ Mok, + Mok ) ds,

N
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przy czym w uktadach liniowo-sprezystych rzeczywiste odksztatcenia uogdlnione opisuja wzory:

N 0 Qy 0 Q 0
A=—+ 1, =——+ [, =——=—+ [,
EA Py (GA/k,) P = Ganiy e
5.
M
0=2L00%, Kk, =2k, ko =z 40
GJ, EJ, EJ;
lub krocej
o=ty i=1,2,..,6 (15.6a)
D;
gdzie

Y; oraz D; - oznaczaja sity wewngtrzne oraz odpowiednie sztywnosci przekroju.

Q) b) ¢ d) e) f g
T 1 T(ty)- T
. ) T T)-Te)
! 4 Eh yam) "'T'i Tm
I R e | H B . H
y ' N{ preta '1' ‘\‘ ; A'Tc_ —
- 7 1 H 1
Z;=(1-g)h —\ =R —
—* hY I ¥ C 1
AT
1 r 4 - Td'Tg
Rys. 15.16

Komentarza wymagaja dodatkowe cztony oznaczone indeksem 0. Cztony te wyrazaja odksztalcenia
uogolnione wywotane przez czynniki niemechaniczne (temperaturg, skurcz) lub wstepne deformacje
technologiczne (btedami wykonania). Uwzglednienie tych ostatnich stuzy do wyznaczenia przemieszczen
realnej konstrukcji wzgledem projektowanej (idealnej) konfiguracji osi pretow przy zatozeniu idealnego
wykonania konstrukcji.

Omoéwimy przyktadowo wplyw temperatury. Przyjmijmy, ze temperatura wszystkich widkien w chwi-
li #; podczas montazu danego preta 7(¢y) = 7, (por. rys. 15.16¢). Przypusémy, ze po pewnym czasie, w
chwili #, >, nastapila stabilizacja rozktadu temperatur. Temperatura gérnych skrajnych widkien na
calej szerokodci przekroju by jest stata i wynosi T,(fp,z,). Podobnie temperatura dolnych skrajnych

wlokien wynosi 7 (t5,z;) . Rozktad temperatur na wysokosci przekroju jest na ogot nieznany. Dlatego

zazwyczaj zaklada sig, ze rozklad ten jest liniowy i nie zalezy od wspotrzednej y (rys. 15.16d). Liniowy
rozktad temperatur spetnia tozsamos$ciowo rownanie przewodnictwa cieplnego dla procesu ustalonego w
czasie. Przyrost temperatury AT(z) =T(t,,z)—T(¢;) na wysokosci przekroju (rys. 15.16e) mozna rozto-

zy¢ na rownomierne ogrzanie catego przekroju o wartosci 7. (rys. 15.16f) oraz liniowe nieréwnomierne

ogrzanie, okreslone roznica temperatur w dolnych i gornych skrajnych wtdknach AT, (rys. 15.16g).
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Mamy wigc:
AT(z)zATC+ATv-%, (15.7)
gdzie
L=T1y-C+Ty-(1-0) T, (158)
T,=T;-T,. '

przy czym h jest wysokoscia przekroju, a ¢'=z, /h 1 okresla potozenie Srodka cigzkosci przekroju.

W materiale izotropowym zmiana temperatury nie wywotuje zmiany katow odksztatcenia postaciowe-
g0, lecz jedynie zmiang objg¢tosci. Mamy wigc:

(a) g)(c):gg:aT-ATC+aTV%,
(b) =0,
gdzie

ar - oznacza wspotczynnik rozszerzalnosci liniowe;.

Wptyw odksztalcen w kierunku prostopadtym do osi preta gg jest nieznaczny i nie bierze si¢ go pod
uwage. Natomiast z budowy wzorow (a) i (b) wnioskujemy, ze:

el=A+k)z,  yL=p=0, (15.9)
gdzie
2 K;) - s3 opisane wzorami:
A =a; AT,
. 1 (15.10)
K, =0a; AT, e

Stosujac wzory (15.9) i (15.10), trzeba pamigta¢ o zalozeniach upraszczajacych, ktore przyjeto przy
okresleniu pola temperatury. Przy dowolnym rozktadzie temperatur na wysokosci przekroju pregta stoso-
wanie klasycznej teorii pretow jest juz nieuzasadnione.

15.3.2. Przyklady zastosowania réwnania pracy wirtualnej
do wyznaczania przemieszczen

Do ilustracji obliczania przemieszczen konstrukcji wykorzystamy przyktady 1-6, zamieszczone w
p. 15.2.1.

Rozwazymy na wstepie belke swobodnie podparta z przyktadu 2, poddang dziataniu obciazenia row-
nomiernego (por. rys. 15.5a 1 15.17a, b, c). Przyjmiemy, ze belka ma przekroj staly (4 = const, J = const)
oraz jest jednorodna (£ = const, G = const). Wyznaczymy przemieszczenie pionowe A; punktu 1, lezace-
go w polowie rozpigtosci.
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Rys. 15.17

Lewa strona rownania (14.6) wyraza pracg wirtualnych sit zewngtrznych na przemieszczeniach rze-
czywistych. Poniewaz poszukujemy przemieszczenia rzeczywistego Aj, trzeba przyjaé takie obciazenie

wirtualne, ktore wykonuje prace tylko na tym przemieszczeniu. Bedzie to sita pionowa P zaczepiona w
punkcie 1 (rys. 15.17d). Po prawej stronie rownania wystepuja rzeczywiste odksztalcenia uogolnione,

wyrazone wzorami (15.6), oraz wirtualne sity wewnetrzne, bedace w rownowadze z obciazeniem P. W
uktadach statycznie wyznaczalnych istnieje tylko jedno statycznie dopuszczalne pole wirtualnych sit we-

wnetrznych. Sa to sita poprzeczna Q(x) i moment zginajacy M (x), wywolane przez dziatanie obciaze-
nia P na rozpatrywana belke statycznie wyznaczalna. Wykresy O(x) i M(x) podano na rys. 15.17e, f.
Roéwnanie (14.6) przyjmuje postac:

/

©) F.AI=J[§-(%-k+ﬂ°)+A7.(E£J+k°ﬂdx.
0

Poniewaz na belke dziala tylko obciazenie rzeczywiste g, wigc czynniki ﬂo i kO sa rowne zeru. Po
uwzglednieniu antysymetrii wykresow O(x) i O(x), symetrii wykresow M (x)i M (x) oraz fakty, ze GA
= const i £J = const, otrzymujemy:
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1/2 1/2

P-A=2 é { Q(x)-Q(x)-dHELJ -([M(x)-M(x)-dx -

1/2 12

k 1 1 2 1 1 1 2
d 2. — —P(— /- x)-dx+—-I—Px-(— Ix——qx j-dx.
@ GA 5 2 2q 4 EJ ! 2 2q 2q

Z budowy wzoru (d) wynika, Ze obie strony tego réwnania mozna podzieli¢ przez P. Po podzieleniu
otrzymujemy:

12 - 1
I I e

W zaleznosci (e) celowo pozostawiono nadkreslenia, by zaznaczy¢ wielko$ci wirtualne. Widzimy zatem,
ze dla wygody obliczen warto przyjaé, iz sita wirtualna P = 1. Ten chwyt rachunkowy mozna stosowagé
w kazdym przypadku, gdyz zaleznosci miedzy obciazeniem wirtualnym a wirtualnymi sitami wewngtrz-
nymi sa zawsze liniowe, co wynika z liniowo$ci rownan rownowagi. Po wykonaniu catkowania réwnania
(e) otrzymujemy:

l/2

T =2k Lab gl 2 Tlgla® g
"G4 2[2 2|, B 2022 6
kq12 5 gt
2 9 _ A (O)+ A(M)
oA T3ga gy A@F A

Ten sam wynik otrzymujemy, stosujac catkowanie sposobem Wiereszczagina (por. dodatek):
Ta- 2 (@ Ll ) 2 e L2 (12
o4 2222 EJ8223482 2 38

Pierwszy sktadnik wzoru na A; okresla wplyw odksztatcen postaciowych (sit poprzecznych) A1(Q), a
drugi — wplyw zginania (momentéw zginajacych) A;(M). Okreslimy udziat obu sktadnikow w wartosci
ugigcia Ay:

4 N 2
PRENCEN U (1+ 48EJ)=A1(M) 1+ (14 )22k (i) :
384 EJ 5GAI? 5

przy czym v oznacza wspotczynnik Poissona, a i — promien bezwladnosci.

Jezeli smuklo$¢ preta s, okreslona stosunkiem /i, jest duza, to drugi sktadnik nawiasu kwadratowego

w stosunku do jednosci jest maty. Dlatego dla pretéw cienkich (smuktych) wptyw odksztalcen postacio-

wych pomijamy. Przy dominujacym wplywie momentoéw zginajacych przemieszczenia mozna obliczaé z
zalezno$ci przyblizone;j:

T-AzJ'M-k ds. (15.11)

N

Na rysunku 15.17g przedstawiono obciazenie wirtualne, ktore stosuje si¢ przy obliczaniu kata obrotu
przekroju w punkcie B. Obciazenie to jest momentem skupionym, wykonujacym pracg na poszukiwanym

kacie obrotu Ag. Wykres momentéw wirtualnych M (x) podano na rys. 15.17g. Dla belki z rys. 15.17a
wedhug zaleznosci przyblizonej (15.11) otrzymujemy:
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! 3
T 4g =J'A7(x)- M) g al”
0 EJ 24E]

Kat 4p jest ujemny, co oznacza, ze ma zwrot niezgodny ze zwrotem wirtualnego momentu skupionego
dziatajacego na podporze B (por. rys. 15.17a, g).
W nawiazaniu do przyktadu 6 wyznaczymy kat skre¢cania przekroju usytuowanego w punkcie B (por.

rys. 15.10). Nalezy zatem w tym punkcie przytozy¢ wirtualny moment skrecajacy g = 1 (rys. 15.18a)

i wyznaczyé wewnetrzne sily wirtualne. Latwo stwierdzi¢, ze tylko moment zginajacy M y(a) 1 moment

skrecajacy 7 (a) sa rozne od zera. Z sumy rzutdw momentéw na lokalne osie x i y otrzymujemy (rys.
15.18b):

M,(a)=T1-cosa, Di(a)=1-sina.

Wobec powyzszego, stosownie do réwnania (14.6), mozna napisac:

/2
S N M,(a) —  Dl(a) B
IAB—J(Myky+32729)ds— J; {My(a) 5, +.’Z72’(a)G—Jsrda_

/2 . .
_ J‘ {cosa(—Prcosa) N s1na-Pr(1—s1na)}da'

) EJ, GJ,

Jezeli pret jest jednorodny i pryzmatyczny, to EJ,, = const i EJg = const. Wowczas

4ET

/2 /2
ABzPr2 L. J-COSZOda-‘rL' J(sina—sinza)da =Pr2{— T +(1—n)-1}
EJ, ) GJ, ) )

Obliczona wartos¢ kata skrecania jest Scista tylko w tych przypadkach, gdy deformacja nastgpuje bez
deplanacji przekroju (skrgcanie swobodne). Ma to miejsce wowczas, gdy przekrdj preta jest kotowy lub
cylindryczny (rurowy). Jezeli dla przykladu pret ma przekroj cienkoscienny otwarty, to trzeba najpierw
okresli¢ moment odpowiadajacy skrecaniu swobodnemu 27,( ), a prawa strong rownania (14.6) zapisac
w postaci (14.9).

Wplyw czynnikow niemechanicznych zilustrujemy na przykladzie konstrukcji trojprzegubowej w
przyktadzie 5 (rys. 15.8a).

b) ‘1

N

X
Q
X P Y X

Y

Rys. 15.18
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Wyznaczymy poziome przemieszczenie punktu C wywotane kolejno przez:
1) osiadanie podpor,
2) zmiang temperatury,
3) bledy wykonania.
Wszystkie te czynniki uwzgledniono na rys. 15.19a.

W celu wyznaczenia poszukiwanego przemieszczenia obcigzamy konstrukcje jednostkowa pozioma
sita wirtualng zaczepiona w punkcie C. Obciazenie to tacznie z tatwymi do wyznaczenia reakcjami pod-
por i wykresem momentéw zginajacych przedstawiono na rys. 15.19b. Wykres sit normalnych N poda-
no na rys. 15.19¢. Jak si¢ okaze, wirtualne sity poprzeczne O nie beda wystepowaly w dalszych oblicze-

niach.

N

-05

P

3

N =% (sinoc—cosot)
Rys. 15.19

1. Osiadanie podpor

W uktadach statycznie wyznaczalnych osiadanie podpor nie wywotuje deformacji poszczegdlnych
pretow konstrukeji, czyli wszystkie uogoélnione odksztalcenia rzeczywiste e; (i = 1, 2, ..., 6) sa rowne
zeru. Zatem prawa strona wzoru (14.6) znika, a po lewej pozostaja sktadniki prac zewnetrznych sit wirtu-
alnych na rzeczywistych przemieszczeniach Ac, uy, vy, ug i Vp:
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F'AC-FHA Uy +I7A'VA +EB'MB +I73‘VB =0.
Uwzgledniajac wartosci sit wirtualnych i znanych osiadan podpor otrzymujemy:

T Ac+(——j (004)+(——) (001)+— 001+; 10,02=0, skad A-=0,01m.

2. Zmiana temperatury
Przyjmijmy, ze $rodek cigzkos$ci wszystkich pretow wypada w potowie wysokosci, czyli £=0,5.

Wysokosci pretdw sg nastepujace: igyc= 0,3 m; hcg= 0,25 m;
hpg = 0,20 m. Wspotczynnik rozszerzalno$ci termicznej o7 = 1,2-10_5[°C_1]. Stosownie do umowy zna-
ku krzywizn otrzymujemy (7= T,, = 18°C, Ty = T, = 30°C, T, = 10°C):

T.=T; &+ T(1- &)~ 1, =18-05+30-0,5-10=14°C,
T,=T; - Ty =18-30=-12°C,
/10=aT-TC=1.,2-10‘5-14=1,68-10‘4,

b

k9 =12-10°. 12 _ 5761074 m !,

9

_ 12) 1
k9 —12105( 72-10"*m™,
BE 0.20

b

Roéwnanie (14.6) przyjmuje postac (por. rys. 15.19):

1-Ac :j(m+ MK )ds = nﬁﬁ(a)-z" + H(a)-kgC]Eda+

5 1
+NCE 'ZCE 'ﬂo-i-kgEJ‘A_/[()Q)de +ZVBE 'ZBE 'ﬂo+kgEJ.A_/I(X3)dX3 =
0 0

/2
=%- H(sina+cosa)-1,68-10‘4 +4(sina + cosa — 1)-(—4,8-10_4)]4da+

+(~0,7-5)-(1,68-107%) +(— %j -5%-(—5,76- 1074) +(=0,5-1)-(1,68-107%) +

+(— %j -1%-(—7,2-10‘4) =-8,66-107%+1,23-107% -2,64-1074 =9,98-10*m.

3. Bledy wykonania

Promien tuku AC jest wigkszy od warto$ci nominalnej R =4 m o AR = 0,10 m. W zwiazku z tym
zmiana krzywizny wynosi

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 15. KONSTRUKCJE STATYCZNIE WYZNACZALNE 30

K=t L1 1 609.103m .
R+AR R 410 4

Poniewaz kat rozwarcia tuku nadal wynosi /2, to wzgledna zmiana dlugosci:

0 _(R+AR-R) AR _0,10
AC:—:—:

——=10,025.
R R 4

Normalnie prosta o$ preta CE jest zatamana w potowie dlugosci (punkt D). Kat zatamania

@y =—3° =-0,052 rad . Krzywizne tego preta wyraza funkcja:

k& =g 8(xy —a) =—0,052-5(xy —2.5),

gdzie 6(x, —a) oznacza funkcje Diraca™), a znak minus wynika z umowy znaku krzywizny (rozciagane
sa gorne widkna). Rownanie (14.6) przybiera postac:

/2 5
1-4.= I [ﬁ(a)-ﬂ%c+ M(a)-kgc]Rda+IA7(x2)-¢o “0(xy —a)dxy =
0

/2
=%- H(sina+cosa)-0,025+4(sina+cosa — 1)-6,09-10_3]4da + M(a)- @y.
0

Wartos¢ drugiego sktadnika stojacego poza catka wynika z wlasnosci filtracji funkeji 6. Po wykonaniu
catkowania otrzymujemy:

_L 2-0,025+4 2-T -6,09-10_3 -4+ _1. —0,052) =0,1209+40,013=0,1339 m.
2 2 4

Rozwazmy teraz belkg wspornikowa z rys. 15.20a. Mamy obliczy¢ ugigcia pionowe punktoéw 2, 3, 4 i
5. W tym celu nalezatoby ustawi¢ kolejno w tych punktach sity wirtualne P =1 i na podstawie réwnania
(14.6) oblicza¢ warto$ci 4, — As. Istnieje wszelako inna, na ogdét mniej pracochlonna mozli-
wo$¢ — mozna obliczy¢ katy obrotu cigciw linii ugigeia (rys. 15.20a). Znajomosc¢ tych katow pozwala w
sposob czysto geometryczny wyznaczy¢ lini¢ tamana odpowiadajaca potozeniu cigciw po odksztatceniu.
Uzyskujemy w ten sposob przyblizona linig ugigcia, przy czym w punktach zatamania wartosci ugiec sa
Sciste. Wyznaczanie ksztaltu tamanej linii ugi¢cia mozna bardzo usprawnic, jezeli przypomnimy sobie, ze
roznica tangensow katow zalamania wykresu momentéw zginajacych jest rowna sile skupionej dziataja-
cej na belke w tym punkcie (por. przyktad3). Dla malych katdow mozna przyjaé, ze
tgy;_1 —tgy; =vi—1—vi =,;. Przyblizony ksztalt linii ugigcia odpowiada zatem ksztaltowi wykresu
momentow zginajacych w belce obciazonej ,,sitami” skupionymi (tzw. cigzarkami sprezystymi) rownymi
katom ; , ktére mozna traktowac jako skoncentrowane krzywizny.

*) Informacje o funkcji ,,delta” zawarto w p.21.3
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@ ,0~0 _0;=a d=0 =

18Pa l
] P 48P /
{ =Ty 2 3 '6 1 / 5')24 Pa

Rys. 15.20

Okazuje sig zatem, ze doszliSmy do pewnej odmiany metody obciazenia krzywiznami (metoda Mohra).
W celu spetienia warunkow brzegowych trzeba przyja¢ odpowiedni zastgpczy schemat statyczny belki,
zgodnie z zasadami podanymi w rozdziale 10. Omowiony sposob obliczania ugig¢ nosi nazwe metody

cigzarow spreiystych. Cigzarki sprezyste to roéznice katow obrotu cigciw ;. Pozostaje jeszcze wyznacze-
nie wartos$ci cigzarow. Wykorzystuje si¢ tu rOwnanie pracy wirtualnej (14.6). W celu obliczenia kata ob-

rotu cigciwy i, i—1 nalezy obliczy¢ ugigcia 4; oraz 4;_1, a nastgpnie roznicg A; —A;_ podzieli¢ przez od-
legtos¢ sasiednich punktow a ;_i:
4 -4y

ai—1

Vi-1 =

Operacje dzielenia przez a;_| oraz odejmowania mozna przeprowadzi¢ wczesniej przez wprowadzenie
pary sit wirtualnych o wartosciach 1/a;_; Podobnie obliczamy kat obrotu sasiedniej cieciwy:
— A1 — 4
Vi P
co odpowiada przylozeniu pary sit wirtualnych o wartosciach 1/a; . Kat ;, odpowiadajacy dodatniej
krzywiznie (wydtuzenie dolnych wldkien), wynosi y;_1 —y;. Aby wyznaczy¢ ten kat, trzeba przylozy¢
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dwie przeciwnie skierowane pary sit o warto§ciach T/a,-_l oraz T/ a; . W rezultacie otrzymujemy trzy
sity wirtualne:

Dziataja one odpowiednio w punktach i — 1, i, i + 1. Obciazenie to wraz z wykresem momentu wirtualne-
go M; ilustruje rysunek 15.20b.

Przy obliczaniu cigzaréw uwzglednimy tylko wptyw momentow zginajacych pochodzacych od obcia-
zenia rzeczywistego (rys. 15.20c¢):

E]wlzjﬂl-M-dx=l~a-%-(—%-1,2—%0,9)&12=—O,55Pa2,
a
ETyy = [ - Mede=Lat(-L02-2.00-2.27+1.33). pa2 =085 P2,
2 2 a 2037 3 3 3
EJV/3=J'M3 M dx=l-a-l-(—1-2,7—3~3.3+1-2,7jpa2=2Pa2,
a 2\ 3 3 3
11 1
a

1N}
|
—
w

——-3+%-2,7-2—§-2,4)Pa2 =19 Pa’.

Ugigcia punktow 2, 3, 41 5 w belce zastepczej obliczone jako momenty zginajace spowodowane cigzar-
kami spre¢zystymi, ilustruje rys. 15.204.

RN

T @ €6 ©® 5 ©

Rys. 15.21.

Na zakonczenie obliczymy zblizenie weztow 3 i 5 w kratownicy z przyktadu 1. Zmiany dtugosci pre-
tow wynikaja z dziatania obciazen zewngtrznych przytozonych w weztach 11 5 oraz bledéw wykonania:
pret 2 jest o 2 cm za krotki, pret 3 o 3 cm za dhugi, a pret 10 o 8 cm za krétki (por. rys. 15.21a). Poniewaz
interesuje nas zblizenie weztow 3 i 5, przyjmujemy dwie jednostkowe sity wirtualne zaczepione w tych
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weztach. Linie dziatania tych sit pokrywaja si¢ z linig 3—5, a ich zwroty sa przeciwne (rys. 15.21b). Jed-
noczesne dziatanie tak obranych sil wirtualnych pozwala na bezposrednie wyznaczenie poszukiwanego

przemieszczenia z réwnania pracy wirtualnej (14.6). Sity wewnetrzne Z; pochodzace od obciazenia wir-
tualnego zestawiono w tablicy I (kolumna 5). Réwnanie (14.6) przyjmuje postac:

l; l; 12
1-A:ZINi-Aj-dx:ZZiJ.ﬂi-dx:ZZi-Ali, (15.12)
i 0 0 i=0

przy czym Al; oznacza wydtuzenie preta i
Zil;

0
Al = AL +—, 15.13
= A+ g (15.13)

gdzie All-O jest tutaj wydtuzeniem wynikajacym z czynnikéw niemechanicznych (np. btedy wykonania,

wplyw temperatury), 4; jest przekrojem preta 7, a £; — modutem sprezystosci tego preta. Po podstawieniu
zaleznosci (15.13) do wzoru (15.12) otrzymujemy:

T-AzZZ-AlP+ZZ--%=AO+AP, (15.14)
j i

i 171

gdzie
0 . . , . .
A" - oznacza przemieszczenie od wplywow niemechanicznych,

P . . L
A - przemieszczenie wywotane przez obciazenia zewngtrzne.

Wzér (15.14) jest charakterystyczna postacia wzoru (14.6), przystosowana do obliczania przemieszczen
uktadéw kratowych.

Sumowanie wedtug wzoru (15.14) zawiera tablica I. Wzajemne zblizenie weztow 315 :
0 P
A =0,0353m; A4 =-0,001745 m.

Zatem

A4=0,035300-0,001745=0,033555m ~ 0,0336 m.
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