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13. € N>
WYBRANE PROBLEMY ZLOZONEGO STANU NAPREZENIA

13.1. JEDNOCZESNE DZIALANIE SILY NORMALNEJ
| MOMENTU ZGINAJACEGO

13.1.1. Obliczanie naprezen. O$ obojetna

Ostateczny efekt jednoczesnego dzialania sity normalnej i momentu zginajacego w pretach liniowo-
sprezystych mozna uzyskac¢ z wykorzystaniem zasady superpozycji. Ograniczymy si¢ jedynie do szczego-
lowej analizy naprezen.

Zardéwno sita normalna, jak i moment zginajacy w pretach pryzmatycznych wywotuja tylko napreze-
nia normalne 0y. Naprezenia te obliczymy z zasady superpozycji, wykorzystujac wzory (9.2) i (10.7):

M, J, +M.J M, J, +M_J
Gx:ofcv+a)?/lzﬁ— yo )z Zzy +—2Z Zzyz
A Jyd . =J5 Iyt =T

(13.1)

Jezeli rozwazania odniesiemy do gléwnych osi bezwtadnosci, to wzory (13.1) uproszcza si¢ do postaci:

(13.2)

ZN| Vi X

Rys. 13.1

Powyzsze wzory nie zawieraja w zasadzie zadnych nowych elementéw. Okazuje si¢ jednak, ze row-
noczesne dziatanie sity normalnej i momentu zginajacego mozna uwazaé za dziatanie sity normalnej nie

w osi cigzkos$ci przekroju lecz w punkcie o wspotrzednych yy 1 zy obranych w ten sposob, by momenty
zginajace My, i M, odpowiadaly momentom sity N wzgledem osi y i z (por. rys. 13.1), tzn. by

M,= NGy, O
y N (13.3)
MZ:_N@N'D

Znak minus w drugim wzorze wynika z przyjetej konwencji znakéw wektora momentu (dodatni moment
jest prawoskretny). Wobec powyzszego wzor (13.2) mozna zapisac nastepujaco:

(13.4)

Ze wzoru (13.4) obliczamy naprezenia dla tzw. mimosrodowego dziatania sity normalne;j. Jesli N> 0,
mamy przypadek mimosrodowego rozciagania; jesli N < 0 — przypadek mimosrodowego $ciskania.

Wspotrzedne yy i zy nazywamy odpowiednio mimosrodami sity normalnej wzgledem osiz i y.
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Wzér (13.4) poddamy dalszym przeksztatceniom:
[ O
O-x:E +AyNy+AZNZ
A J, Jy
Jesli jeszcze uwzglednimy, ze
_ .2 _ 2
J,A=i; oraz Jy 1A=y,
gdzie i, oraz i, oznaczaja tzw. gtdwne promienie bezwladnos$ci przekroju, to otrzymujemy:
O 0
NG ,.rny  2NZ0
o, _;§+i—2+i—2H (13.5)
z y
Rownanie osi obojetnej uzyskujemy przez przyréwnanie 0y do zera:
1+2842 4 2N = (13.6)
ip i
Roéwnanie to wygodnie bedzie przedstawi¢ w postaci odcinkowe;:
Y42y, (13.7)
Yo 20
gdzie
i2 i
yo = ——=-, zog = -+ (13.8)
YN ZN

Rozktad napregzen ilustruje rys. 13.2.
Z dotychczasowych rozwazan wynikaja nast¢pujace wnioski:

— 0§ obojetna przy mimosrodowym dziataniu sity normalnej nie przechodzi przez srodek cigzkosci

przekroju;
—w $rodku cigzkosci przekroju wystepuje naprezenie Oyg = N/A;

— srodek ciezkosci przekroju lezy zawsze migdzy osia oboje¢tna a punktem przytozenia silty normal-

nej; wynika to stad, ze yg i zg maja przeciwne znaki do znakéw yp i zy (por. wzor (13.8));
—1im yyizy sa wigksze, tym o$ obojetna jest blizej Srodka cigzkosci przekroju.

Rys. 13.2
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Widzimy wigc, Ze czyste zginanie mozna uwazaé za przypadek graniczny dziatania nieskonczenie ma-
fej sity N na nieskonczenie duzym mimosrodzie. Wowczas 0$ obojetna przechodzi przez $rodek cigzkosci
przekroju, bo gy = 0, przy czym:

lim(N ) =M,; -lim(N Oy) = M..
N—»O,ZN—voo N_>07yN_>00

Z kolei w przypadku osiowego dziatania sity normalnej (y = zy = 0) 0$ obojetna znajduje si¢ w nieskon-
czonos$ci. Opisane zalezno$ci ilustruje rys. 13.3.

N/A N/A

Rys. 13.3

Pokazemy jeszcze, ze pekowi osi obojetnych przechodzacych przez dany punkt 4 odpowiadajg punkty
przytozenia sily N lezace na linii prostej. Jesli kazda z osi obojetnych przechodzi przez dany punkt A4, to
wspotrzedne tego punktu musza spetnia¢ rownania tych osi, czyli

1+ Y4YN L ZAZN _
i2 i
Wynika stad, ze miedzy wspotrzednymi yy i zyr zachodzi zaleznos$¢ liniowa, a punkty (v, zy) leza na
prostej (por. rys. 13.4):

|+ 24y 747 _

2 2
iy iy

W przypadku szczeg6lnym, gdy punkt przyltozenia sily przemieszcza si¢ wzdtuz prostej przechodzacej
przez srodek cigzkosci przekroju, osie obojgtne przesuwaja sig¢ rownolegle (por. rys.13.5).

p1
A\ Ps
ZA P
y 3
Ya
pZ
p1
~ 1+ ?’YZA , ZZ,; 0
z 1z y
Rys. 13.4

13.1.2. Rdzen przekroju

Os$ obojetna jest linig dzielaca przekroj na dwie czesci: rozciagana i Sciskana. Tak jest, jezeli 0§ obo-
jetna przecina przekrdj (prosta py na rys. 13.5). Jezeli 0§ obojgtna nie przecina przekroju (proste p> i p3),

to wystepuja naprezenia jednakowego znaku. Jesli znamy potozenie osi obojetnej, to na podstawie wzoru
(13.8) bardzo tatwo mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne punktu przytozenia sity NV:
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.2 .2

—_L - l)’
YN =T ZIN — T, (138(1)

Yo 20

gdzie yg 1 zg sa znanymi odcinkami wyznaczonymi przez o$ obojetna na osiach y i z.

Rys. 13.5

W praktyce bardzo czesto interesuja nas przypadki, w ktorych przekrdj moze przenosic tylko napreze-
nia jednego znaku. Przypadki te wystgpuja w projektowaniu konstrukcji betonowych lub murowych oraz
w obliczaniu napr¢zen w gruncie na poziomie posadowienia fundamentu. Chodzi wowczas o wyznacze-
nie takiego obszaru przylozenia sily normalnej, by napr¢zenia g, byly tego samego znaku (we wspo-
mnianych przypadkach zawsze ujemne). Obszar ten nazywa si¢ rdzeniem przekroju, a jego granice wy-
znaczaja osie obojgtne, styczne do wypuktej obwiedni konturu przekroju. Na przyktad na granicy rdzenia
lezy punkt 2 odpowiadajacy osi obojgtnej py na rys. 13.5.

Wyznaczanie granic rdzenia jest wigc nader proste. Dla kilku osi obojetnych, stycznych do wypuktego
konturu przekroju, zgodnie ze wzorami (13.8a) wyznaczamy wspotrzedne y, i z,, odpowiadajace punktom
lezacym na granicy rdzenia:

i2 i;
y, = —=2, z, = -2 (13.9)
Y0 2

Przyporzadkowanie punktow przylozenia sity poszczegdlnym osiom obojetnym ilustruje rys. 13.6a

(punkt i odpowiada osi p;). Przy duzej liczbie prostych p; mozna wyznaczy¢ ksztalt i rozmiary rdzenia z
zadang doktadnoscia.

K( Y,2,)

R(yr ,zr)

/
77_=zgt z

Rys. 13.6
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Rysunek 13.6b ilustruje inny sposdéb wyznaczania rdzenia przekroju. Sposdb ten wynika
z nastgpujacych rozwazan. Rownanie osi obojetnej stycznej do konturu przekroju ma postac:

yO, 20, _
e
z y

(13.10)

gdzie y, 1 z, sa wspotrzednymi punktu R lezacego na krawedzi rdzenia. Wspotrzedne yx i zg punktu K, w
ktorym o$ obojetna jest styczna do krawedzi przekroju, réwniez spetniaja rownanie (13.10). Wynika stad
zalezno$¢ migdzy wspotrzednymi punktéw K i R:

1+yk_2yr+%=o. (13.11)
i2 i2

Przyjmijmy teraz, ze site przylozono w punkcie stycznosci K. Wowczas odpowiednie rownanie osi obo-
jetnej jest nastepujace:
1+ Y%k Ej}k + ﬂ =0,
i 0

Po podstawieniu do tego rownania zamiast y i z wspotrzednych y, 1 z,, odpowiadajacych punktowi R,
otrzymujemy zalezno$¢ identyczng z rownaniem (13.11). Wynika stad, ze w tym wypadku o$ obojetna
przechodzi przez punkt R lezacy na krawedzi rdzenia przekroju. Drugi sposdb wyznaczania rdzenia pole-
ga wiec na tym, ze site normalng ustawiamy w kilku punktach wypuktego konturu preta. Osie obojgtne
odpowiadajace tym potozeniom sity sa styczne do obrysu rdzenia. Dostatecznie duza liczba tych osi po-
zwala wyznaczy¢ poszukiwany rdzen przekroju.

W podsumowaniu zwrdécimy uwage na to, ze rdzen przekroju mozna wyznaczy¢€, nie precyzujac war-
tosci sity N. Obszar rdzenia zalezy tylko od geometrii przekroju i jest zawsze wypuktly. Przypominamy,
ze w przytoczonych wyzej wzorach osie y i z sa gtownymi srodkowymi osiami bezwtadnos$ci przekroju.

a) . b2

b/2 |

Rys. 13.7

Dla przyktadu wyznaczymy rdzen przekroju prostokata. Kontur prostokata ograniczaja cztery proste
pokrywajace sig z bokami figury. Zgodnie z drugim sposobem wyznaczania rdzenia sit¢ normalna nalezy
ustawia¢ w punktach lezacych na konturze przekroju. Najwygodniej jest obra¢ punkty narozne: 1, 2, 3 4
(rys. 13.7a). Dla sily ustawionej w punkcie 1 mamy y; = b/2, z1 = —h/2, a rdbwnanie osi obojetnej pq jest
nastepujace:

1+ b + Z =0.
Yor 2ol
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Poniewaz

wiec
2y _h 5 _J, _b?

-y
Yoo4o127 4 127
a wartosci )1 1zg] sa nastgpujace:
yOlz—yl/izzz-b/6; ZOlz—Zl/i)z, =h/6.

Dla sily ustawionej w punkcie 2 otrzymujemy o$ obojetna pr (yop = b/6, zgo = h/6). Jesli sita normalna
przesuwa si¢ wzdtuz linii prostej taczacej punkty 1 i 2, osie oboj¢tne obracaja si¢ wokot punktu A4, beda-
cego narozem rdzenia przekroju. Wida¢ stad, Zze podczas wyznaczania obrysu rdzenia wielobocznego
konturu przekroju wystarczy ustawia¢ sit¢ normalna tylko w punktach wierzchotkowych konturu. Ry-
sunek 13.75b ilustruje pierwszy sposdb wyznaczania rdzenia: osie obojetne pokrywaja si¢ z liniami obwo-
dzacymi kontur przekroju, a punkty przyltozenia sily wypadaja na krawedzi rdzenia. Pgk osi obojetnych
przechodzacych przez punkt narozny konturu (np. punkt B) odpowiada ustawieniu sity normalnej na pro-
stej stanowiacej bok rdzenia (np. prosta p3 odpowiada punktowi 3). Wnioskujemy stad, ze w trakcie wy-
znaczania wierzcholkéw rdzenia wystarczy analizowaé tylko te osie obojetne, ktére pokrywaja si¢ z bo-
kami konturu preta.

Na zakonczenie zwr6¢my uwagg na bardzo wazny przypadek wystepujacy w praktyce. Zatozmy, ze
pret prostokatny wykonano z materialu nie przenoszacego naprezen rozciagaj qcych*) (por. rys. 13.8e).
Na przekroj dziata sita $ciskajaca usytuowana w punkcie 4, lezacym poza rdzeniem (rys. 13.8a). Jaki
bedzie przebieg naprezen $ciskajacych, jezeli podczas $ciskania material zachowuje sig liniowo-
-sprezyscie? Wedtug wzoru (13.6) otrzymujemy wykres naprezen jak na rys. 13.85. Wystepuja tutaj jed-
nak naprezenia rozciagajace. Odrzucenie dodatniej czgéci wykresu byloby btedne, gdyz naruszylibysmy
warunek rownowagi. Kazdy poprawny wykres napr¢zen musi spetnia¢ dwa warunki:

— sumy rzutdw sil, tzn. objetos¢ bryly naprezen réwna sig sile wypadkowe;j
— sumy momentow, tzn. Srodek cigzkosci bryty naprezen odpowiada punktowi przytozenia sity
wypadkowe;.

g

G) M _

€)

*) Jest to materiat z tzw. wiezami jednostronnymi.
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Wobec tego jesli zalozymy, ze wykres naprezen jest nadal liniowy, to jego ksztalt musi by¢ trojkatny
(rys. 13.8¢), a $rodek ciezkosci musi przypadac pod sita N, tj. w odlegtosci ¢ =h/2 —|z N| od zewngtrznej
krawedzi przekroju. Podstawa trojkata naprezen ma wigc dlugosé roéwna 3c¢. Skrajne napr¢zenie normalne
wyznaczamy zadajac, by objetos$¢ bryly naprezen rownata sig sile N:

O min B3c =N
2 9
skad
2N
Omin =%. (13.12)

Przy stosowaniu zaleznosci (13.12) trzeba pamigtac, ze rozwazane zagadnienie jest nieliniowe i nie
obowiazuje zasada superpozycji. Nieliniowos¢ ma tutaj charakter fizyczny, bowiem charakterystyka wy-
kresu a(¢) (rys. 13.8¢) dla badanego materiatu jest nieliniowa ($cislej: biliniowa).

13.1.3. Warunek projektowania. Obszar dopuszczalny

Rozwazmy najprostszy przypadek obciazenia, w ktérym y = 0. Na przekroj preta dzialaja zatem tylko
dwie sity wewngtrzne: NiM = M, = N - zy (rys. 13.9a).

Rys. 13.9

Przyjmijmy, Ze kryterium projektowania przekroju polega na spelnieniu nierdéwnosci:
(@) ~Odop < 0 < Odop -

Warunek ten pociaga za soba ograniczenie sit wewngtrznych, stosownie do wzoréw na ekstremalne na-
prezenia w skrajnych widknach przekroju (por. rys. 13.96):

O N_M —
H_O-dop_j_W Sadop, Wg —Jy/Zg,

(b) 0 Aj
D—adops—+—sadop, W;1=Jy/zd,
H 4 Wy

przy czym osie y i z pokrywaja si¢ z gtdwnymi osiami bezwtadnosci przekroju.
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Zaleznos$¢ (b) wyznacza w przestrzeni sit wewngtrznych obszar ograniczony czterema liniami prosty-
mi (rys. 13.9¢). Sity wewngtrzne odpowiadajace punktom lezacym w obrgbie tego obszaru wywoluja
napre¢zenia mniejsze od dopuszczalnych. Opisany obszar nosi nazwg¢ obszaru dopuszczalnego. Gdy wy-

stepuja trzy sity wewngtrzne: N, M), i My, obszar dopuszczalny w przestrzeni tych sit wewngtrznych jest
wieloscianem.

W materialach przenoszacych tylko naprezenia jednego znaku, np. napr¢zenia $ciskajace, obszar do-
puszczalny wyznaczamy z warunku:

Rozwazmy zatem przekrdj prostokatny poddany dziataniu sity normalnej N i momentu zginajacego
M. = M, (rys. 13.10a). Jezeli sita normalna (Sciskajaca) N = —€P <0 jest usytuowana w obrebie rdzenia
przekroju, czyli gdy |z N| = |M /N | <h/6, to kryterium projektowania przyjmuje postac (rys. 13.105):

~o4 <2 - M <o
@ dop ="y T
Y LM <0
dop = 4w
lub
(e 0<ptim =<1,
gdzie
(f) p:P/PdOp’ sz/MdOp’ Pdop =AUd0p, Mdop =Wad0p'
a) b b)
: g —’6d0p 0
| g
o e
s e |25 1]s
M ARER
2 g
d
z
m
c)
#
¢ L3/ L
9 i ,.J_gne
V2 "y
Y Wm—3pol.p=0\
(o, ~_h Q
zp< 621%>2  pon
-1 1
A
6; -m—3poLp2-0 .
k) - 12
ST TYs
Rys. 13.10

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 2 13. WYBRANE PROBLEMY ZLOZONEGO STANU NAPREZENIA 9

Obszar odpowiadajacy nierownosciom (d) Iub (e) jest czworobokiem, ktory na rys. 13.10c zaznaczono
gruba linia ciagla.

Jezeli dopuscimy do rozwarcia rys, to dla sity P ustawionej poza rdzeniem kryterium projektowania
wynika ze wzoru (13.12):

2P
(©) — S < Ogop
%%ﬂ@@
przy czym
M
(h) |ZP|=|ZN|=M=ﬂ&,"1|=ﬁ drl
P Pdop p 6 p

Uwzgledniwszy oznaczenia (f) nierdownosc¢ (g) mozna przeksztalci¢ do nastgpujacej postaci:

(@) |m|—3p+4p2 <0.

Brzeg obszaru dopuszczalnego, okreslonego nieréwnoscia (i), sktada si¢ z dwoch parabol 11 stopnia, za-
znaczonych na rys. 13.10c¢ cienka linia ciagla. Obszar dopuszczalny (i) jest zatem wigkszy niz obszar
dopuszczalny (e) dla przekroju nie zarysowanego. Maksymalna warto§¢ momentu zginajacego |m| = 9/16

i odpowiada sile normalnej n = —p = —3/8 oraz mimosrodowi |z,| = //4.
Dla poréwnania linig kropkowa zaznaczono obszar dopuszczalny w przypadku, gdy materiat przenosi
naprezenia rozciagajace, stosownie do kryterium (a).

13.2. PODSTAWY TEORII PRET()W CIENKOSCIENNYCH WLASOWA
13.2.1. Wprowadzenie

Przedstawimy uproszczona teori¢ ztozonego obciazenia pretow cienkosciennych zaproponowana w
1940 roku przez Wiasowa. Teoria ta uwzglednia rowniez przypadki skr¢cania nieswobodnego. Rozwazad
bedziemy tylko prety pryzmatyczne o przekroju otwartym. Prety takie $cislej biorac sa dtugimi powloka-
mi walcowymi o statej lub zmiennej grubosci g. Zalozenia teorii odpowiadaja zatozeniom klasycznej
liniowej teorii sprezystosci, jakkolwiek istnieja réwniez uogodlnienia na inne modele fizyczne. Przyjmu-
jemy zatem liniowos¢ fizyczna (tzn. materiat preta jest liniowo-sprezysty), liniowo$¢ geometryczna (tzn.
przemieszczenia i odksztalcenia sa bardzo mate) oraz izotropi¢ i jednorodno$¢ materiatu.

linia
Srodkowa

usztywnienia
poprzeczne

Rys. 13.11
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Zasadnicze rozwazania przeprowadzimy w uktadzie wspotrzednych kartezjanskich x, y, z, pokrywaja-
cych si¢ z osia cigzkosci 1 gtownymi srodkowymi osiami bezwtadnosci przekroju. Do identyfikacji punk-
tow lezacych na powierzchni $rodkowej sa rowniez dogodne wspohrzedne krzywoliniowe x, ¢ (rys.
13.11a, b). Rozwazany pret jest niewazki, a jego obciazenie stanowi pole wektorowe naprezen po-

wierzchniowych p (x, ¢) o sktadowych py, py i p..

Teoria Wiasowa opiera si¢ na dwoch zasadniczych zatozeniach kinematycznych:

1) linie $rodkowe przekrojow poprzecznych preta ulegaja deformacji tylko w kierunku osi x (tzw.
hipoteza sztywnego przekroju poprzecznego),

2) odksztatcenia postaciowe powierzchni srodkowej sa rowne zeru tzn. y,. =0 (por. rys. 13.11a).

Zatozenie 1) pokrywa si¢ z zatozeniem de Saint-Venanta, stosowanym w teorii skrgcania swobodnego
pretow zwartych. Aby przekroje preta cienkosciennego zachowaly swoj ksztalt, wprowadza sig roznego
rodzaju usztywnienia poprzeczne (por. rys. 13.11c¢).

Zatozenie 2) znajduje uzasadnienie doswiadczalne tylko dla otwartych przekrojow cienko$ciennych.
Geometryczny sens tego zalozenia obserwujemy np. podczas skrecania rozcigtej rurki z karto-
nu — elementy pobocznicy nie wykazuja zmian katowych (por. np. rys. 11.19).

Doktadniejsza teoria pretow cienkoSciennych o przekroju zamknigtym, w ktorej zalozenie 2) nie
obowiazuje, jest juz bardziej skomplikowana. W zastosowaniach praktycznych wystarczajace sa jednak
zazwyczaj zasady obliczen podane w rozdziatach 9, 10, 111 12.3.

13.2.2. Zaleznosci kinematyczne

Wyznaczymy obecnie podstawowe zaleznosci kinematyczne wynikajace z wigzéw kinematycznych
teorii Wiasowa. Chodzi przede wszystkim o wyznaczenie wektora przemieszczenia dowolnego punktu

lezacego na powierzchni srodkowej preta. Wektor ten okreslaja trzy wspotrzedne: u, ,u. 1 u,. Sktadowa u,

ma kierunek réwnolegly do osi preta, a sktadowe u, i u;, sa odpowiednio styczne i normalne do linii $rod-
kowej przekroju. Na rysunku 13.12 przedstawiono powierzchni¢ srodkowa preta oraz sktadowe wektora
przemieszczenia dowolnego punktu M.

Yr

e

Rys. 13.12 Rys. 13.13

W pierwszej kolejnosci wyznaczymy przemieszczenia u, 1 u,, mierzone w pltaszczyznie przekroju po-
przecznego w odlegtosci x od poczatku uktadu wspotrzednych. Stosownie do pierwszego zatozenia teorii
Wiasowa wnioskujemy, ze przemieszczenia catego przekroju opisuja jednoznacznie trzy wielkosci: dwie
wspotrzedne wektora przemieszczenia dowolnie obranego punktu R zwiazanego
z przekrojem oraz kat skrecania ((x) catego przekroju wokot tego punktu (rys. 13.13). Punkt R po defor-
macji przyjmuje potozenie r, okres§lone wspotrzednymi wektora przemieszczenia ve(x) i wgr(x). Rozwa-
zymy teraz przemieszczenie punktu F, zwiazanego z plaszczyzna przekroju. Punkt ten z potozenia F'
przechodzi w potozenie f. Przesunigcie (translacj¢) catego przekroju opisuje odcinek Ff”,

a obrot — odcinek f°f. Wspotrzedne wektora przemieszczenia punktu F : vi(x)

1 wr(x), mozna wyrazi¢ przez vg(x), wr(x) oraz {f(x) nastgpujaco:
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vE(x) =vr(x) = (zF —zp) W(x), O

(13.13)
wr(x) =wp(x) +(yp —yp) W(x).0

Rozwazymy w koncu przemieszczenie pewnego dowolnego punktu M lezacego na linii srodkowej
przekroju. W konfiguracji poczatkowej punkt ten na ptaszczyznie przekroju zajmuje potozenie okre$lone
wspotrzednymi y 1 z (rys. 13.14). Wspotrzedne te mozna zastapi¢ jedna wspotrzedna krzywoliniowsg c,
oznaczajaca dtugos¢ linii sSrodkowej, odmierzana od pewnego ustalonego punktu poczatkowego O. Zgod-
nie
z wieloletnig tradycja dodatni zwrot wspolrzednej ¢ odpowiada kierunkowi ruchu wskazowek zegara
wzgledem tzw. bieguna. W rozwazanym przypadku biegun umie$cimy w punkcie R. Wektor
przemieszczenia punktu M opisuja wspotrzedne v(x, ¢) i w(x, ¢) w ukladzie gtownych osi bezwtadnosci
przekroju y, z lub wspotrzedne u, (x, ¢) i u, (x, ¢), odniesione do lokalnego prostokatnego uktadu osi c, n.
Zaleznosci migdzy wspotrzednymi tych wektorow wynikaja z réwnan transformacyjnych przy obrocie
uktadu o kat a(c) lub bezposrednio z rys. 13.14:

(@) G (x,c) = v(x,c)cosa(c) + w(x,c)sind (c),
a

[, (x,¢) = —v(x,c)sina(c) +w(x,c)cosa(c),

gdzie stosownie do rownan (13.13):

B(x,0) = vp(x) =[2(c) —zg] W (x),

b
() %/v(x,c) = wr(x) +[y(c) —yR] ().

Po podstawieniu do rownania (b) rownan (a) otrzymujemy poszukiwane wyrazenia na przemieszczenia u,

(x, ¢) oraz uy, (x, ¢):

u.(x,c) =vp(x)cosa(c) +wr(x)sina(c) - (x) [A(c),
u,(x,c) = —vp(x)sina(c) +wg(x)cosa(c) Hp (x) ).

y

a (13.14)
O

Rys. 13.14
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Wielkosci 4(c) 1 #(c) oznaczaja odleglosci bieguna R od stycznej i normalnej do linii sSrodkowej w punkcie
M (por. rys. 13.14):

[h(c) = =(y —yr)sina(c) +(z —zg)cosa (o),

© [(c) = (v~ yg)cosa(c) +(z —zg)sina (¢).

W celu okreslenia wspotrzednej u, (x, ¢) postuzymy si¢ zatozeniem 2) teorii Wlasowa:

ou, Ou
skad
< Ou
(d) Uy (x,c) = _J-gcdc +ux(x)~
0

Funkcja u;: (x) odgrywa tutaj rolg statej catkowania. Pochodna du,/dx obliczymy wykorzystujac zalez-

Po podstawieniu powyzszego rezultatu do rownania (d) otrzymujemy:

(e) u,(x,c)=-vgp'(x) qcosa(c)dc -wg'(x) qsina(c)dc Y '(x)J'h(c)dc +u;(x).
0 0 0

Z(c)

dz

Rys. 13.15

Z rysunku 13.15 wynika, ze
[dy = cosd(c)de,
) %iz =sina(c)dce,
Riw = h(c)dc,

gdzie dw oznacza podwojone pole elementarnego wycinka (obszar zakreskowany).

Uwzgledniwszy powyzsze spostrzezenia we wzorze (e) otrzymujemy poszukiwane wyrazenie na wspol-
rzedna u,(x, ¢):

1 (x,€) = 1, (%) =vg' (1) B(0) = wp' () B(e) +'(x) (), (13.15)
gdzie
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©) i, (x) = 1, (x) +vg' (x) B(0) +wg' (x) B(0) ~'(x) [@X0).
Ostatni sktadnik prawej strony wzoru (g) jest rowny zeru, bo

(h) w(0) =0.

Funkcje #,(x) interpretujemy jako rownolegle przemieszczenie catego przekroju wzdtuz osi preta.
Funkcje vp'(x) 1 wp'(x) oznaczaja katy obrotu przekroju odpowiednio wzgledem osiz 1y, a {'(x) jest
jednostkowym katem skrecenia przekroju. Wielkosci y(c) 1 z(c) nie wymagaja komentarza; wielkos¢ a(c)
nazywamy wspolrzedng wycinkowq badanego punktu M nalezacego do linii srodkowej. Wspotrzedna
wycinkowa w(c) obliczamy z definicji:

def © c
w(c) = [h(c)dec=[dw (13.16)
Jro«]

Wspotrzedna wycinkowa punktu M na rys. 13.15 jest rowna podwojonemu polu wycinka wyznaczo-
nego promieniami RM i RO oraz lukiem OM. W punkcie O (¢ = 0) wspotrzedna wycinkowa w jest oczy-
wiscie rowna zeru (por. rowniez zaleznos¢ (4)). Dlatego punkt poczatkowy O nazywamy rowniez punk-
tem zerowym wspotrzednej wycinkowej. Ze wzoru (13.15) wynika geometryczna interpretacja wspot-

rzednej wycinkowej; jest ona miara odchylenia przemieszczen u, od prawa ptaskich przekrojow, czyli
deplanacji.

Charakterystyczne cechy stanu odksztalcenia wynikaja z postulatow teorii Wiasowa. Drugi postulat
(Ve =0) odpowiada zatozeniu, ze osie lokalne uktadu wspotrzednych x, ¢, n pokrywaja si¢ z gtéwnymi
osiami odksztalcenia. Odksztalcenia & w punktach lezacych na powierzchni srodkowej mozna obliczy¢
ze znanego roéwnania geometrycznego €&, = ou, / ox. Wykorzystanie tego rownania i uwzglednienie wzo-
ru (13.15) prowadzi do nastgpujacego rezultatu:

€y (x,0) = uy"(x) —vg" (%) B(c) =wp" (x) E(c) +" (x) dxc). (13.17)
Z pierwszego postulatu o sztywnych liniach srodkowych wynika, ze

E.(x,c)=0.

Zaleznos$¢ t¢ mozna réwniez otrzymac analitycznie ze wzorow (13.14), okreslajacych przemieszczenia
uc(x, ¢) 1 uy(x, c). W tym celu trzeba jednak wyprowadzi¢ odpowiednia posta¢ rownan geometrycznych w

krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych ¢, n. Przy szacowaniu odksztalcen &,, opisujacych zmiang gru-
bosci Scianki, uwzglednia si¢ fakt, ze w kierunku normalnym do linii $srodkowej wystepuje swoboda od-
ksztatcen. Jezeli powierzchnia Scianki jest wolna od obciazen, to mozna przyjaé, ze w elemencie po-

wierzchni §rodkowej wystepuje ptaski stan naprezenia. Wartosci &, wynikaja wowczas z poprzecznego
przewegzenia Scianki: &, = —Ve,. Widzimy zatem, ze odksztatcenia €, maja znaczenie drugorzedne.
Podobnie traktujemy odksztalcenia katowe V. i };,x — Uznajemy, ze sa pomijalnie mate.
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13.2.3. Naprezenia normalne. Bimoment

W celu zdefiniowania sit wewngtrznych rozwazymy wyrazenie odpowiadajace energii naprezen
normalnych:

o O O 0 O
I 0.&dV = I o', (O 0,dAB+vp" ()& J’ o, y(c)dA5-
Vv / O E H A E
(13.18)
O O O

—wg"(x) gaxz(c)dA El+ " (x) @; o, w(c)dAdx.
0

We wzorze tym odksztatcenie £, wyrazono zaleznoscia (13.17). Pierwsze trzy catki wystgpujace w na-
wiasach kwadratowych po prawej stronie rownania (13.18) przedstawiaja kolejno znane sity wewngtrzne

(por. rys. 13.16a): sil¢ normalng (), moment zginajacy wzgledem osi z (M;) oraz moment zginajacy

wzglgdem osi y (M,). Czwarta catka przedstawia nowa ,,sit¢” wewngtrzna, charakterystyczng dla preta
cienkoséciennego. Jest to tak zwany bimoment, oznaczony dalej symbolem B. Bimoment mierzymy w

jednostkach sily razy kwadrat jednostki dtugosci, np. [kNBlz]. Wielkosci kinematyczne jako mnozniki
odpowiednich sit wewnetrznych oznaczaja kolejno: wydtuzenie wzgledne osi pregta A, krzywizng k,,
krzywizng k;, oraz ,krzy-wizng skr¢tng” K, =(¢". Wymienione wielkosci statyczne i kinematyczne ze-
stawiamy nizej:

N=[0.dAINT; A=u [-)

—
|
—_
[ S—
-

M, =onsz [NOn] 5 Kk, =-w,
! (13.19)

[E—
-

M. =~[0 ydA[NGn] ; k. =v," [m"];
A

o o i o [ o o

B=[0@iANI’] ; K, =¢" [m”],

Wobec powyzszego uogolniona na prety o osi zakrzywionej zaleznos$¢ (13.18) mozna zapisac nastgpuja-
co:

onede :I(N/\ +M K, +M K. +BK,)ds. (13.20)
4 s

Przy uktadaniu powyzszego wzoru nie precyzowano zadnego prawa fizycznego. Wnioskujemy stad, ze
zalezno$¢ (13.20) jest stuszna dla dowolnego materiatu.

W dalszym ciagu pozostaniemy przy materiale liniowo-sprezystym, dla ktorego obowiazuja zwiazki fi-
zyczne (por. rys. 13.16b):

1 0
& = E(O-x - VO'C), @
0 (13.21)

1
g, ZE(O'C -va,) =O.%
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Uwzgledniono tutaj, ze w badanym elemencie powierzchni srodkowej wystgpuje plaski stan naprezenia,
tzn. g, = 0. Na podstawie roéwnan (13.21) otrzymujemy:

g.=Vv0o,, (13.22)
E
o, =—2@x =E &, (13.23)
1-v
gdzie
E
El = )
(1-v7)

Wzor (13.23) po wykorzystaniu zaleznosci (13.17) i oznaczen (13.19) pozwala obliczy¢ naprezenia nor-
malne 0, w punktach linii sSrodkowe;j:

0. (x,¢) = EJA(x) —K_y(c) +K ,z(c) +K ;o)) (13.24)

Q)

~
™~
.
y
My Q
Yy %y
X
M
z C)
1z
6x
Rys. 13.16

W teorii Wiasowa przyjmuje sig, ze naprezenia normalne Oy na grubo$ci §cianki sa state (por. rys.
13.16¢). Uwazamy zatem, ze wzor (13.24) okreslajacy Srednie wartosci tych naprezen obowiazuje row-
niez dla punktéw nie lezacych na linii srodkowe;j przekroju.

Wzor (13.24) wykorzystamy teraz w zaleznosciach (13.19), definiujacych sily wewnetrzne. Uwzgledni-
my fakt, ze osie y i z sa gtdwnymi srodkowymi osiami bezwtadnosci i wowczas

S, =Isz =0, S, =J’ydA =0, J,, :Iysz =0. (13.25)
A A
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W rezultacie otrzymujemy:

O O
N =!adi = Elg\‘[dA —KZ‘!ydA +Ky£sz +Kw£wdA %:

= E AX + EledeA,
A

O O
M =‘[ax (kdA = Elga_!sz —KZ_[zydA +Ky_[zsz +Kw‘!l'deA E:

= E,J K, +EK,[wzdd, (13.26)
A

<
I

O
. —_!ax (ydA =Elg\_[yd,4 —KZ‘[ysz +Ky_[ysz +Kw-[wydA

I:II:I=D
MOOOoOOoOoOooOoDOoOooOoogoogood

=EJK. - EleIwydA,
A

0 0
B =[ax [tudA =Ela’wdA —Kzl'wydA +K},JA'wsz +Kw!1'w2dA%

Powyzsze robwnania uproszcza si¢ znacznie, jezeli tak obierzemy polozenie bieguna R i punktu poczatko-
wego O, by byly spelnione nastgpujace warunki:

gdzie
def def def
Sy = Iasz, Jox :Iasz, J ey =J'oydA. (13.27)
A A A

Wielkos¢ S¢y to wycinkowy moment statyczny, a Joy 1 Jgy, to wycinkowe momenty odsrodkowe (dewia-
cyjne). Wymaganie, by wielko$ci te znikaty, pozwala okresli¢ potozenie tzw. bieguna glownego S oraz
zerowych punktow poczqtkowych. Punkt zerowy lezacy najblizej bieguna gldéwnego nazywamy glownym
punktem zerowym G. Zbior definicji wycinkowych parametrow geometrycznych przekroju cienkoscien-

nego uzupetnia jeszcze tzw. wycinkowy moment bezwtadnosci J,, okreslony nastepujaco:

def ) 6
Jy = J’a) dA [m°]. (13.28)
A

Uwzgledniwszy w réwnaniach (13.26) wzory (13.27) i (13.28) otrzymujemy bardzo wazne zaleznoS$ci
fizyczne obowiazujace dla gldéwnych srodkowych osi bezwladnosci y, z oraz gtownych wspotrzednych
wycinkowych przekroju (tzn. dla bieguna gltéwnego S i gldownego punktu zerowego G):

N=E AA =E Au '(x), O

— —-— n D
M, = ElJyKy =—EJ wy (x),%
M,=EJ K =EJyv"(x), [
B=E.JK,=EJ "(x). H
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Zaleznosci te mozna zapisa¢ rOwniez nastgpujaco:

e = N(X) O
A(X)=u,"(x) = Ed’ B
B . M, (x) O
L (X) =-we"(x) = EJ. ﬁ
(13.29)
oM. O
Kz('x)_VS (x)_ ElJZ s B
_ = BXY) 0
W= @=7P

Po uwzglednieniu tych wzoréw w rownaniu (13.24) otrzymujemy podstawowy wzor na obliczenie

napr¢zen normalnych 0y w przekroju cienko$ciennym:

M
o, -N_M, y+—2L 2z +2 0 (13.30)
A J, Jy J

Ostatni sktadnik prawej strony wzoru (13.30), charakterystyczny dla pretow cienkos$ciennych, oznaczymy

przez Oy(w). Odzwierciedla on naprezenia normalne wynikajace z wigzow nalozonych na deplanacjg
przekroju. Zwr6¢my uwage na to, ze

_B —n

L-UX(w)dA__Jw:[&dA =0;
_B —_n
‘L'ax(w)ydA __Jw-A[@dA =0

:[4' 0, (wW)zdA = J—i{ wdA =0.

Wynika stad wniosek, ze napr¢zenia normalne wywotane przez bimoment tworza uktad samoréwnowaza-
cy sig. Charakteryzuje sig on tym, ze standardowe sity wewngtrzne (N, My, M;) pochodzace od naprezen

0,(W) sa tozsamosciowo rowne zeru.

13.2.4. Gtéwne wspoéirzedne wycinkowe

Pewnego komentarza wymaga sposob wyznaczania potozenia bieguna glownego S i gldéwnego punktu
zerowego G. Zastanowimy si¢ najpierw, jaka warto$¢ przyjmuje wspotrzedna wycinkowa w* = w (R*, 0)
po zmianie bieguna z potozenia R do polozenia R* (rys. 13.17). Jezeli wspotrzedna wycinkowa  punktu
M obliczona dla bieguna R jest znana, to wspotrzedna w* = w—2(pole A MOR —pole A MOR¥*), tzn.

y z 1 |y z 1
w* = w-— Yo 2o 1] + Yo Z0 1].

YR Zr 1| |ypx zpx 1

Po obliczeniu warto$ci wyznacznikow 1 wykonaniu redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy:
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W* = W= (zgx —zp)(¥ =yo) *(yr* ~YR)zZ —20) (13.31)

2()

Rys. 13.17

Jezeli punkt R* jest biegunem giownym, to R* = S(yps« = yg,zpx =zg)oraz Sgx =0, J oy, =J oy, =0.
Rozwazmy najpierw wymaganie, by J+, =0, ktore przy wykorzystaniu zaleznosci (13.31) oraz defini-

¢cji (13.27), daje nastepujace rownanie:

O O 0 O
J otz :J'cusz —(zg —zp) [ yzdA —yOJ.ZdAD+ (¥s —Yr) 22dA —ZOJ-szDZ 0.
7 W 4

Wziawszy pod uwagg, ze osie y i z sa gtdwnymi srodkowymi osiami bezwladnos$ci przekroju
(/yz=8,=5:=0),a J-szA =J, , otrzymujemy:

A
(@) Jor *(ys —yp)U, =0.
Podobnie wymaganie, by Jiy, =0, prowadzi do wyniku
") Juy ~(zs —zg) LI =0.
Roéwnania (i) oraz (j) pozwalaja okresli¢ wspotrzedne bieguna gtownego yg i zg:
Jor O
Vs VR —J—“’ZE
y 0 (13.32)
- w [
Zg —ZR +—.
7. H

Rys. 13.18
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Nastepnym zadaniem jest okreslenie warto$ci wspotrzednej wycinkowej w dowolnego punktu M po
zmianie punktu poczatkowego z potozenia O do polozenia O*. Rozwiazanie otrzymujemy bezposrednio z
rys. 13.18:

2 x pole O*MS =2 x (pole OMS — pole OO*S)
lub

W(0") = W0) = wh(0), (13.33)

gdzie wZ(O) oznacza wspotrzedna wycinkowa punktu O* przy zatozeniu, ze punkt poczatkowy przyjeto
w punkcie O. Jezeli punkt O* jest gtownym punktem zerowym G, to musi by¢ jeszcze spelnione ostatnie
wymaganie: Sy« = 0. Z definicji (13.27)1, w ktorej uwzgledniona jest zaleznos¢ (13.31), otrzymujemy:

Syt = J’ W(0*)dA = I W(G)dA = I [ 0) - a;(0)]da = J’ w0)dd — @ (0) I dA =0, skad wspohrzedna
A A A A A

gltéwnego punktu poczatkowego

we (0) :%. (13.34)

Wszystkie dalsze rozwazania przeprowadza¢ bedziemy tylko dla gtownych wspotrzednych wycinko-
wych.

13.2.5. Naprezenia styczne. Moment gietno-skretny

Na wstepie zaznaczymy, ze teoria Wlasowa jest tak samo niekonsekwentna jak klasyczna teoria prg-
tow zwartych, w ktorej zatozenie plaskich przekrojow Bernoulliego (c = 0) ktoci si¢ z wystgpowaniem
naprezen stycznych T,,. Na podstawie rownan fizycznych i drugiego zatozenienia teorii Wiasowa () = 0)

mozna bowiem wnioskowac, ze T,. = 0. Bezkrytyczna akceptacja tego wniosku uniemozliwia jednak
spetnienie réwnan rownowagi. Wyjasniamy zatem, ze zalozenia kinematyczne teorii Wiasowa stuza

przede wszystkim do wyznaczenia napr¢zen normalnych Oy oraz przemieszczen preta.

W odniesieniu do naprgzen stycznych przyjmujemy, ze w kazdym przekroju Ty, = I, = 0. W celu wy-
znaczenia naprezen stycznych Ty = T, rozwazymy réwnowage elementu preta ograniczonego dwoma
przekrojami: x oraz x + dx (rys. 13.19). Utozymy najpierw rownanie rownowagi sit rownolegtych do osi x
dla catego przekroju poprzecznego ograniczonego wartosciami ¢ = —¢~ oraz ¢ = ¢t. Na rozwazany ele-
ment dzialaja:

— obciazenia py(x, ¢) odniesione do jednostki pola powierzchni srodkowej;

— obciazenia g, (x) i q; (x) odniesione do jednostki dtugosci preta; sa one wypadkowymi naprezen

stycznych T, roztozonych odpowiednio na ptaszczyznach brzegowych ¢ = —ec~oraz ¢ = ¢™;

— napre¢zenia normalne 0y w przekroju x oraz naprgzenia normalne 0y + d0y, w przekroju x + dx.

Wobec powyzszego rownanie rownowagi rzutéw sit na o$ x przyjmuje postaé:

Oc* 0 ct
o prCusxdedi + gy +a)dv + [do(x.00g(e)de =0
@-c_ @ -~
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Pierwsza z calek oznacza obcigzenie ¢y (x) odniesione do jednostki dtugosci preta i bedace wypadkowa

obciazen podluznych dziatajacych na calej szerokosci przekroju ograniczonej wspotrzgdnymi —€c™ oraz
+.
c™:
+

ge(x) = Ip(x,C)dc- (13.35)

Z uwagi na to, ze element pola przekroju preta d4 = g(c)de, druga catka przedstawia przyrost sily
normalnej po zmianie wspotrzednej x o warto$¢ dx:

+
C

dN(x) = I do (x,c)dA(c). (13.36)

-C

Rys. 13.19

Suma rzutdéw sit na o$ x prowadzi zatem do zaleznosci:

qS(x)dx +[ g5 (x) +qy (x)|dx +dN(x) =0,
skad
AN _ iy = ~[q;(x) +g7 (%) *+q (0| = g.(x). (13.37)
dx
a)

Rys. 13.20
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Przejdziemy teraz do okre$lenia naprgzen stycznych T,.. Zwro¢my uwage na to, ze rozktad tych na-
prezen na grubos$ci $cianki nie jest znany. Kazda dowolng funkcje (por. rys. 13.20a) mozna przedstawié
jako sume funkcji symetrycznej (parzystej) i antysymetrycznej (nieparzyste;j):

f=rs*ta

Najprostszg funkcja symetryczng jest funkcja f; = const, a najprostsza funkcja antysymetryczna jest jed-
norodna funkcja liniowa. Przyjmiemy te zalozenia w odniesieniu do rozktadu naprezen Ty jako funkcji
zmiennej n. Mamy wigc:

T (x,c,n) =Tg(x,c) +T,(x,n). (13.38)

We wzorze (13.38) 1, oznacza naprezenie Srednie, stale na grubos$ci $cianki, natomiast T, jest liniowa
jednorodna funkcja wspotrzednej n (—g(c)/2<n<g(c)/2):

T,(x,n) =nu(x), (13.39)

gdzie U(x) jest wspotczynnikiem katowym tego liniowego rozkladu. Rozktad naprezen stycznych 7.
ilustruje rys. 13.205.

Liniowa zmiang naprgzen T, mozemy przypisac¢ skrecaniu swobodnemu otwartego przekroju cienko-
sciennego. Stosownie do wzoru (12.30); naprezenia te wyraza zaleznos$¢:

1, =1, () = 22D =), (13.40)

Js(x)
gdzie V7, jest momentem skrecajacym odpowiadajacym skrecaniu swobodnemu (tzw. moment de Saint-
Venanta), a J; jest momentem bezwladnosci na skrecanie (por. p. 12.3.2). Z zaleznosci (13.40) wynika, ze

U(x, ¢) =U(x), a ekstremalne napr¢zenia styczne T, wystgpuja na krawedziach n=xg(c)/2:

= =+ Zh () 13.41
Tv nZi%g J( ) ( ) ( )

Tyekstr

W celu okre$lenia naprezen Ty, statych na grubosci $cianki, rozwazymy rownowage czesci przekroju
ograniczonego warto$ciami ¢ = —€c” i ¢ = ¢ (element zaznaczony linia ciagla na rys. 13.19). Wziawszy
ponownie sumg rzutéw sit na 0§ x otrzymujemy:

Oe 0 c
J.px (x, c)dc%ix +q, (x)dx + IdG (x,¢)g(c) dc +14(x,c)g(c)dx =0.
B = ¢

Zauwazymy, ze

do, =295 4y oraz g(cyde = dA.
Oy
Wowczas:
C

[ petrede gz [ 2

X

dA +1,(x,0)g(c) =0,
_C_ 1

przy czym A1 jest czgscia przekroju zakropkowana na rys. 13.19. Na podstawie powyzszego réwnania
mamy:

T,(x,c) = (x)——%’ diD (13.42)

gdzie
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Oe d
T == L Ipx(x e)de+q; (x);

Do obliczenia pochodnej do, / dx wykorzystamy wyrazenie (13.30), okreslajace naprezenie Oy(x, c).
Uzyskany rezultat podstawiamy do rownania (13.42):

e N (g M) _
o) =Ful) LG [od + TS Iy(c)dA
13.42
'() (13420

I() B(x)jw()dA

yg(C) Jwg(c)

Calki wystepujace w rownaniu (13.42a) oznaczymy nastgpujaco:

A= J'dA; S.(c) = J’y(c)dA; Sy(c) = J'z(c)dA; Se(c) = J'w(c)dA ,
Y 4 4, 4,
gdzie Sz(c) 1 5)(c) sa momentami statycznymi pola 41 wzgledem osi z i y, za$ Sqfc) jest wycinkowym

momentem statycznym tego pola wzgledem bieguna glownego.
Wielkosci N'(x), M,,'(x), M;'(x) oraz B'(x) maja sens statyczny, wynikajacy z rownaf rownowagi.

Pochodna N'(x) okresla wzor (13.37), a na podstawie znanych zalezno$ci rézniczkowych wiadomo, ze
M,'(x)= =0, (), M,'(x) =0.(x).

Po uwzglednieniu powyzszych uwag w rownaniu (13.424a) otrzymujemy podstawowy wzor stuzacy do

obliczenia naprezen T,y w pretach cienkosciennych:

g, (x) 4,(6) - 0y (x)S.(c)  0.(x)S,(c)  B'(x)Sy(c) (1343
ALg(c) J.g(c) Jyg(c) Jwg(c)

Wzér (13.43) stanowi pewne uogoélnienie znanego wzoru (11.6) na naprgzenia styczne w belkach
dwukierunkowo zginanych poprzecznie. Pierwsze dwa sktadniki wzoru (13.43) wystepuja tylko wow-

To(x,0) =Tg(x) +

czas, gdy obciazenia osiowe na dlugosci preta sa rozne od zera, tj. gdy p, 20, g, 20 i g #0. Obcia-
zenia takie wystepuja niezmiernie rzadko i na og6t mozna je pominaé. Zasadnicza nowoscia jest pojawie-
nie si¢ sktadnika zawierajacego pochodna bimomentu B'(x). Sens tej wielkosci wyjasni si¢ podczas obli-

czania catkowitego momentu skrgcajacego jako efektu dziatania naprezen 7y, = T, + Top Moment skreca-

jacy pochodzacy od naprezen T, jest rowny tylko potowie momentu skrecania swobodnego (por. p. 12.1
wzor (h)ip. 12.3.2). Mamy wigc:

I, = —ZITVn dA.

Znak minus wynika stad, ze przyjety zwrot naprezen T, daje moment lewoskretny.
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J <

Rys. 13.21

Wyznaczenie momentu skrecajacego spowodowanego napre¢zeniami Ty, jest dosy¢ skomplikowane.
Dla uproszczenia obliczen pominiemy wptyw obciazen osiowych. Przyjmiemy nadto, ze poczatek uktadu
osi y i z odpowiada pewnemu biegunowi R* (por. rys. 13.21). Wowczas

WV(T,,) = —Irwgh dc = —IT W2 dw*.

c c

Zaleznos¢ te przetransformujemy do glownego wycinkowego bieguna S o wspotrzednych yg, zg. Stosow-
nie do wzoru (13.31) mamy (yz+ =zp+ =0,Yp = Vs, zZgr =zg):
wW*=w-yg(z —zg) +z5(y =yg)

gdzie w* jest gtowna wspotrzedna wycinkowa, a yg i1 zg sa wspohrzednymi glownego punktu zerowego.
Rézniczkowanie tego wyrazenia daje:

dw*=dw-ygdz +zgdy.
Moment V7 (Ty) wyrazimy zatem nastgpujaco:

Di(1g) = —Ifwg [dew +st’rwg [dz —zSIr £ dy. (13.44)
C C

C
Dwie ostatnie calki przedstawiaja momenty skrecajace sit poprzecznych Q) i O, wzgledem bieguna gtow-
nego S:

=05 [Twgds = ys [Tosina Lede = ys [Tdd =y50:,
C C c

ZSIngdZ = —ZSITwCOSG Lgdc = —zSJ'TdeA =z50,.
C c C

Do obliczenia pierwszej catki we wzorze (13.44) wykorzystamy wzor (13.43) przyjawszy, ze
fw =4qx = 0:

B _9) 0.(x) B'(x)
Irwgm) . J'Sz(y)dw+ 7 Isy(z)dw+ . J'Sw(c)dm
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Poszczegolne sktadniki tego wyrazenia scatkujemy przez czesci:

*Oe
IS(yww f _[wwgwykgnqd-
-c E‘C

+
c ot

c Dc

=|w(c) Iy(5) g(c)de IW(C) Iy(C)g(C)dC %l'w =
- - ot o DC D

=w(c )Iy(c) g(¢) dc —wlc )Iy(c) g(c) dc - I 0(6‘)— J'y(C)g(C) d_éz’_dw_

+

=) [ydd = [ WNOgle) de = aeh)S; =[ @ add
A -~ A

Otrzymali$my zatem zaleznos¢:

(k) I&wwmqu—m/
(&

Podobnie dochodzimy do dalszych zaleznosci:

0 J’ Sy(2)dw=w(c)S), =Ty,
(&

(m) j%@wanmf

Poniewaz rozwazania dotycza glownych osi srodkowych oraz gtdéwnych wspotrzednych wycinkowych,
wiec

S, =8, =0, S4=0, Jg =0,J, =0.

Wobec powyzszego
—ITw [¢ ldw = -B'(x),
C
a wzor (13.44) przyjmuje postac:
Di(Ty) = =B'(x) +Q,ys —0)z;. (13.45)

Jesli moment skrecajacy obliczymy nie wzgledem srodka cigzko$ci przekroju lecz wzgledem bieguna
gléwnego S, to momenty pochodzace od sit poprzecznych begda réwne zeru (dw* = dw). Obliczony w ten

sposdb moment skrecajacy oznaczymy przez Vig,
W podsumowaniu stwierdzamy wigc, ze catkowity moment skrgcajacy obliczony wzglgdem bieguna

glownego g jest suma momentu od skrecania swobodnego 272, i skrecania skrepowanego VI, :

= + 2, .0
%, “’g (13.46)
Wi, =-B'(x). [
Moment V¢, nazywamy momentem gietno-skretnym. Znak minus we wzorze (13.46) wynika z przyje-

cia, ze dodatni moment skrecajacy jest prawoskretny. Wzor (13.46), jest analogiczny do znanej zalezno-
Sci rozniczkowej migdzy sita poprzeczna a momentem zginajacym: Q, = M,,'(x).
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze biegun gtdéwny pokrywa si¢ ze srodkiem $cinania (zginania)
omawianym w p. 11.5.

Na koniec przytoczymy najcze$ciej stosowang posta¢ wzoru na naprgzenia styczne Ty, W ktorym po-
minigto wptyw obciazen osiowych i uwzgledniono zaleznos¢ (13.46)1:

__9S8. 9S,  mSs,
J.g J,g J.g

(13.47)

()

13.2.6. Réwnania rézniczkowe funkcji bimomentu
i funkcji kata skrecenia. Warunki brzegowe

Omoéwimy sposodb wyznaczania funkcji bimomentu B(x) i funkcji kata skrecenia ((x). Wielkosci te sa
niezbedne do wyznaczenia napre¢zen normalnych i stycznych.

Z teorii skrgcania swobodnego wiadomo, ze

(n) I, :GJSQ:GJS W' (x),

natomiast na podstawie wzoru (13.46); i zaleznos$ci (13.26) otrzymujemy:

(0) Wiy = =B'(x) = —Ey U, G (x).

Wobec powyzszego wzor (13.46); mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

Mg (x) = —Ey Uy, W' (x) +GJ W' (x). (13.48)

Ts - Tef MgedT,

. g e——
— -y | —_——-¥

X ? dx

L i
r ¢

12,y

Rys. 13.22

Rozwazymy obecnie rOwnowage elementu przedstawionego na rys. 13.22. Symbolem mg(x) ozna-
czymy roztozony w sposob ciagly moment skrgcajacy wzgledem srodka skrecania S. Moment ten jest

efektem dziatania obciazen py(x) i p-(x). Z rysunku 13.22 otrzymujemy:

s - ~mg (x). (13.49)
dx
Z drugiej strony na podstawie rownania (13.48) mamy:
Vs = 5 D™ () 4Gy () =B (x) +-20 B,
dx EJy
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Po potaczeniu otrzymanej zaleznosci z rownaniem (13.49) uzyskujemy dwa bardzo wazne rdwnania roz-
niczkowe na funkcj¢ bimomentu B(x) i kata skrecenia (/(x):

B"(x) -9 [B(x) =mg(x), 0
IV, y_ 92 v vy = Ms () g2 GJ O (13.50)
Y (x)=-9° Q" (x) By gdzie 3§ E1JwH

Roéwnanie (13.50)1 stosujemy wowczas, gdy dane sa statyczne warunki brzegowe. Przy kinematycznych

warunkach brzegowych wykorzystujemy réwnanie (13.50),.

a)

Rys. 13.23

Najczgsciej spotykane warunki podparcia pretow cienkosciennych zestawimy ponizej:

— podparcie widetkowe (rys. 13.23a), gdzie
Wwy=01i B=0, czyli " =0,

— sztywne zamocowanie uniemozliwiajace deplanacje (13.235):

Y=0 1 u,=0, czyli ' =0,
— koniec swobodny, wolny od naprgzen (rys. 13.23¢):

B=0, czyligg"=0
Dis=0, czyli —EJ, Q"+GJ, '=0 lub ¢'"'—9 @' =0.

Podane wyzej warunki brzegowe stosujemy do rownania I'V rzedu na kat skrecenia (¢ (13.50),.

Rys. 13.24
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Statyczne warunki brzegowe wystgpuja w tych nielicznych przypadkach, gdy znamy rozktad naprezen
normalnych na koncu preta. Jezeli dla przyktadu w punkcie M przekroju poczatkowego (x = 0) jest przy-
lozona sita skupiona P rownolegla do osi x (rys. 13.24), to warto$¢ brzegowa bimomentu stosownie do

definicji (13.19)4

B(0)= [0,(0) Gald = P[[&c ~eyy) ki =P Ty,
A A
gdzie przez d(c —€cyy) oznaczono deltg Diraca, a przez wys wspotrzedna wycinkowa punktu M.

13.2.7. Zaleznosci energetyczne

W pretach cienkosciennych do obliczania energii stosujemy wyrazenia (por. wzor (13.20)):

J-GUEUdV :I(NA +Myky +MZkZ +Bk0) +%9)dS (1351)
V

Wzér (13.51) obowiazuje dla dowolnego materiatu, jesli sa spetnione zalozenia kinematyczne teorii Wia-
sowa. Dlatego znikaja sktadniki zawierajace sity poprzeczne i moment gigtno-skretny. Sktadniki wirtual-
nych prac wewnetrznych uzyskujemy przez wyrdznienie odpowiednich wielkosci statycznych lub kine-
matycznych. Dla materiatu liniowo-sprezystego wyrazenia na energie wewngtrzna budujemy z
wykorzystaniem wzorow (13. 26) lub (13.29):

2IHE1A E1 ElJ E1 Jsﬁi

albo

<

(13.52)

U= %I(EIA)F +E\J K2 +E K2 +E Tk +GJS92)ds.

MmOodoOomOdo Qg

13.2.8. Przykiady

Przyktad 1

Obliczy¢ maksymalny kat skrecenia ¢ oraz wyznaczy¢ rozktad napr¢zen normalnych i stycznych
podczas skrecania stalowej cienko$ciennej rury kotowej przecigtej wzdhuz tworzacej. Oba konce rury sa
przymocowane do sztywnych ptyt uniemozliwiajacych deplanacje przekroju. Tekst zadania i szczegotowe
wymiary ilustruje rys. 13.25.

a)

{= 40r = 600g i
v
B 11 ST
.
£ = 200000 MN/m? g 6
v =025
.
g=001m y SC
r=015m < !
(¢
M= 0,01 MNm c 0
z
Rys. 13.25
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Rozwiagzanie

a. Parametry geometryczne przekroju

Pole 4 = 2T1gr.

Gtowne momenty bezwladnosci J, = J; = T;gr3.

Moment bezwtadnosci przy skrgcaniu swobodnym Jg = 2vag3 /3.

Wspotrzedne wycinkowe przekroju dla bieguna lezacego w srodku cigzkosci (SC)
i punktu poczatkowego O (rys. 13.25b):

a a
w(a)=(rde=r’(da =r’@.
free=r]

Wycinkowe momenty odsrodkowe:

21
o =J'wz dA =J'rza(rcosa) grda =0,
A 0

21
Juy :J'ay dA =r4gIasinada = 2mle.
A 0
Potozenie bieguna gléwnego ($rodka $cinania S):
J,
ys = _J_ak :03
y
J 4
zg =_0W = —2W3 g =Ir
J, g

Obliczenie wspotrzednej wycinkowej dla bieguna S i punktu poczatkowego O (punkt R odpowiada $rod-
kowi cigzkosci, tzn. S.C. = R):

W(S,0)= WR0)~(z5 ~zg) vy ~v0) +(vs ~¥&)  ~20) =
=r?a =(-2r =0) My -0) +0 +0) & —) =*(a #sina).

Wycinkowy moment statyczny:

2T

Se =J'wdA = Irz(a +2sina)rg da =21Cgr.
A 0
Wspotrzedna wycinkowa gléwnego punktu zerowego G:

3
WG (5,0 Sw 2 oo
A 2Tgr

Punkt G lezy zatem na linii taczacej punkty Si SC (por. rys. 13.25b). Gléwna wspoirzedna wycinkowa
obliczona dla gldwnego bieguna S i gldownego punktu poczatkowego G:

W(S,G) = o 0) = w(S,0) — @:(S,0) =r>( a=Tt +2sin 0).
Wykres funkcji o) przedstawia rys. 13.26.
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Rys. 13.26

Gloéwny wycinkowy moment bezwladnosci:

21
Jo =J'w2dA :J’r4(a -m+2sina)’ grda = @rs% 1t —4@
A 0

b. Wyznaczenie funkcji kata skrecania
Nalezy rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe (13.50),:
2 n
Yt -9y =0
dla nastgpujacych warunkow brzegowych:

§//4
EjJgy

woO) =@ =g =0; Y"1 -Y') =-

Calka ogdlna tego réwnania jest funkcja:

Y(x) = Dy + Dyx + Dy sinh(9x) + D, cosh(Px),

o= |Gl - /E(1—v2)GJ_S:£/ -v_
EiJy \2EQ+v) Jg, A \2md-12

Do obliczenia stalych calkowania konieczne jest obliczenie pochodnych funkcji YAx):

gdzie

W' (x) = D, +3D; cosh(9x) +9 D, sinh@ x),
W' (x) = 92Dy sinh(9x) +3 2D, cosh@ x),
W' (x) = 93Dy cosh(9x) +9 3D, sinh@ x).

Warunki brzegowe prowadza do nastepujacych rownan:

WYo) =0: Dl +D4 =0,

W'(0)=0: D, +9D; =0,

W' =0: D, +3 cosh(831) D5 +9 sinh¢? /) D4 =0,
W (1) - 92w (1) = - U 92D, = m

EpJgy CEJg
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Wobec powyzszego
_m ﬁosh(z‘)l) -1

Dy =-=Dy .
GJg  sinh(J])
D2 = ﬂ’ D3 = —l .
GJ, 9 GJ,

a funkcja ((x) ma postaé:

_ 01 [Ckosh(I9)-
VO =%Dsr T sinhcan

1 [QcoSh(’sx) - 1) +9x —sinh(ﬁx)%

przy czym Y = 1 l/(GJ,) 1ijest calkowitym katem skrgcenia swobodnego. Funkcja zawarta w nawiasie

klamrowym zalezy od proporcji geometrycznych preta oraz wspotczynnika Poissona. Przyjawszy, ze r =
15 g,/=40r=600 g oraz v= 0,25, otrzymujemy:

9l = %l v 0,83, sinh(9)=0,9288,  cosh(®¥/) =1,3648.
P2\ 2 -12

Maksymalny kat skrecenia wystepuje dla x = /:

_1\2
W = 0D = o (- BBO8 =D L¢3 0,088 0= 0,0536 .

EO,SS g 09288

Widzimy zatem, ze kat (nax stanowi okoto 5% wartosci kata przy skrecaniu ze swobodna deplanacja
przekrojow koncowych. Wartos$¢ ta (675 - 0,0536 = 36) jest kilkadziesiat razy wigksza od kata skrecenia
przekroju zamknigtego, tj. rury nie przeci¢tej wzdtuz tworzacej (por. p. 12.3.3).

c. Obliczenie naprezen

W tym celu trzeba wyznaczy¢ bimoment i moment gigtno-skretny:

_ v EpJ Wed? Tkosh(9l)-1 . O_
B(x)=EJ,WQ (x)= oD [E Sinh(30) [¢osh(Ix) smh(z9x)H

osh[8(1 - )f)] —cosh(@x) _ Py Dcosh[0,83(1 ~ &) —cosh(0,838)] ,
(81)sinh(31) 0,771

=i

gdzie & =x/I. Wykres funkcji B(x) przedstawia rys. 13.27.

B va'mw
mi
wyies pravie prostliony " ' :Imv(x) [o 081 = M, ey
2 i
37 e i ’ Il
0 V2 I M0 - Q92T =T,
ST o L]
g x [
s o :
; \/2 /2 !
Rys. 13.27 Rys. 13.28
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Moment gi¢tno-skretny okreslamy z zalezno$ci (13.46),:

sinh[9(/ - x)| +sinh(®x) _ sinh[0,83(1 - £)] +sinh(0,83¢)

W, =—B'(x) =M
w="B) sinh(31) 0.9288

Na rysunku 13.28 przedstawiono wykresy momentow i1 Db, = GJgY(x) = =D — Wiy, . Obie
funkcje sa oczywiscie symetryczne wzgledem polowy rozpigtosci. Jak wida¢, udzial momentu de Saint-
Venanta jest znikomy i sigga zaledwie 8% wartosci momentu catkowitego. Na konicach preta moment

VP, jest rowny zeru z uwagi na catkowicie skrgpowana deplanacjg. Naprezenia normalne i styczne obli-

czamy ze wzorow (13.30) oraz (13.41) i (13.43) przy uwzglednieniu zaleznosci (13.46),:

BO) gy 1 (e =200 () Bu(c)
Jo Js Jo &
Najwigksze naprezenia normalne wystepuja w przekrojach koncowych, gdzie

g, =

B = Bexstr- Rozklad naprezen w obrebie tych przekrojow jest proporcjonalny do wykresu wspotrzednej
wycinkowej () z rys. 13.28. Z tego rysunku odczytujemy, ze najwigksze naprezenie wystepuje w
punkcie K, lezacym tuz przy krawedzi rozcigcia. Do obliczen przyjmujemy zatem, ze B = Bpax = B(0) =
WM, 0= = TV

Wi c o2 = 31 $2//4

= 2L 557
Jy g (21C - 12) ar?

— 2N\ —
Oy (X,0) max = 0, (0,T0°7) =

Napregzenia styczne obliczymy w dwoch przekrojach: na lewym koncu preta (x = 0), gdzie Wiy= 7 i
Vi, = 0, oraz w potowie rozpigtosci preta (x = 0,51), gdzie i,y = 0,92 P oraz Vi, = 0,08 7. Na wste-

pie wyznaczymy funkcje¢ wycinkowego momentu statycznego S¢fc). Zamiast zmiennej ¢ przyjmiemy
zmienng qQ:

a
S,(a) = Iw(a) dA =J'r2(a ~TU+2sind)gr dol =
41(a) 0
a 2 0
= oL@ — 1 —2cosa :gr%’L —1o +2(1 —cosa )0
2 0 g2 g
Wykres funkcji Sqf 0) przedstawia rys. 13.29.
S, (0 S ma"0.935gr°

Sw min- '1'789"

Rys. 13.29
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Ekstremalne naprgzenia styczne Ty, wystgpuja w punktach zerowych gtéwnej wspotrzednej wycinko-
wej, czyli tam, gdzie

a—T1i+2sina =0.
W przedziale (0°, 180°) otrzymujemy dwa rozwiazania (por. rys. 13.26):

a;=1m=180° oraz ap=71,7°.

Po podstawieniu tych wartosci do wyrazenia na S ) mamy:

San) =-093gr, S =~1,78 2 = Sgymin
Dlax=0
mS,, . 1,78 Bar> e m
Txemin = Toomin = wmn = — 5 & = —0,22—2.
Jwg Ter (2TF —12)g gr
Dlax =1/2
L0083 m
Tyekar = £ “rg- = 10,038 2%
2Trrg rg

Poniewaz przyjelismy, ze g = /15, wige Ty, min = — 0,5720¢/ ( grz) , z kolei

Toomin = —0,22 0,92 E—l:lg =-0,20 Bﬂlg
gr gr

Wobec tego Tye min= Ty min + Teomin = — 0,772/ ( gr2 ).

Porownanie uzyskanych rezultatéw pozwala stwierdzi¢, ze dominujaca rolg¢ podczas nieswobodnego
skrecania preta cienko$ciennego odgrywaja naprezenia normalne. Naprgzenia styczne maja warto$ci wie-
lokrotnie mniejsze. Godne uwagi jest rOwniez to, ze naprezenia T, sa wyraznie mniejsze od naprezen Ty,.

Na zakonczenie pordbwnamy obliczone wyzej naprgzenia z warto§ciami wystgpujacymi podczas skre-
cania swobodnego przekrojow zamkniqtego (z) 1 otwartego (o) (por. p. 12.3.3) dlar/g = 15.

‘T(Z) = —016ﬂ o® =0,
max 2T§gr

= 716ﬂ a9 =o.

max 2 T[rg

‘r(")

W rozwazanym zadaniu |Tmax| =0,770¢/ (gr2 ), O, =155/ (gr2 ).

W przekrojach otwartych wprowadzenie plyt uniemozliwiajacych deplanacj¢ wydatnie zwigkszyto
sztywnos¢ skretna, ale spowodowato wystapienie znacznych naprgzen normalnych. Warto jeszcze zwro-
ci¢ uwagge na to, ze naprezenia zredukowane w obu przypadkach nie réznia si¢ jednak w istotny sposob.
Dla skrgcania swobodnego

09 =33 =J3m,16 QQLZ :12,4%,
gr gr

a dla skrgpowanego (w punkcie K):
R/
Ored =0, (W) = 15,5—2.
gr
Z powyzszego wynika, ze podczas skrecania przewaga przekrojow zamknigtych jest niepodwazalna.
Prety te wykazuja zarowno duza sztywnos¢, jak i duza wytrzymatosc.
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Przyktad 2

Wyznaczy¢ funkcje bimomentu B(x) oraz moment gig¢tno-skretny $27,4(x) podczas skrecania stalowego
preta dwuteowego momentem V7. Lewy koniec preta jest catkowicie utwierdzony (deplanacja rowna sig
zeru), a prawy koniec preta jest catkowicie swobodny (rys. 13.30).

L
b=30t ,
L | = 20h =10001 J[‘ * F——=——7] T Ip_t
1 4t
z !
v=10,25 ’“}’
3 $|SC-G=S
S — — — — = -C | -
|
A s
Rys. 13.30
a. Parametry geometryczne przekroju
Pole A=2-60¢ + 507 =170 £
Momenty bezwtadnosci:
3
Jy= %u 0 2 [1251)> =85417 4,
30¢)° 4
J,=202¢ | =9000 7,

Jy = % [[12 [02¢)° B0t +1° BOt] =177 t*.

Nietrudno si¢ przekonag, ze biegun glowny S, gtdéwny punkt poczatkowy G i §rodek cigzkosci SC pokry-
waja sig. Sporzadzenie wykresu glownych wspolrzgdnych wycinkowych nie nastrecza trudnosci. Rz¢dne
wykresu (rys. 13.31a) przedstawiaja podwojone pola odpowiednich trojkatow; np. wspotrzedna . przed-
stawia podwojone pole trojkata SBC.

Przy wyznaczaniu wykresu wycinkowego momentu statycznego Sfc) nalezy zwraca¢ uwagg na zna-
ki. Obliczanie S, obejmuje mys$lowo odcigta czgs¢ przekroju, przy czym catkowanie rozpoczynamy od
krawedzi swobodnych. Ostateczny znak reguluja stosownie przyjete granice catkowania. Jesli Sy, traktu-
jemy jako pole wykresu aw(c) pomnozone przez grubos$¢ $cianki, to przed obliczona wartoscia (dodatnia
lub ujemna, zaleznie od znaku wspotrzednej w) stawiamy dodatkowo znak minus, gdy kierunek catkowa-
nia i nie pokrywa si¢ z dodatnim (tj. zgodnym z ruchem wskazowek zegara) kierunkiem wspotrzednej ¢
(rys. 13.31b). Na przyktad na odcinku CB otrzymujemy:

A A

Selcp) = I w(cy) dA(c;) = Izst @y 21 ey =25¢%c; —56251%,
15¢ 15¢

S,,(0) = =5625¢%.
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Poniewaz grubo$¢ Scianki jest stata, warto$¢ S¢{0) mozna réwniez obliczy¢ jako pole wykresu «(c) od-
cigtej myslowo czesci przekroju razy grubos¢ Scianki 2¢:

S,,(0) = =375 @ m5¢ % 2t = 5625t

przy czym znak minus wynika z niezgodnosci zwrotow i oraz c. Ostateczny wykres funkcji Sqfc) przed-
stawia rys. 13.31c.

, -56251"
25t-15t =3751
+—> L
A B AE CI/ —
_ 21 N g hd n+|| C] ‘ - -— T‘_
™t / = lf _ S i @
b/ N bl

@ /15t @
S .

5t F ] c|:1+
S B 1

Rys. 13.31

Wycinkowy moment bezwtadnos$ci Jg wyraza wzor:

Jy= J’wsz =2t Iwz(c) de,
A c

przy czym catkowanie dotyczy obu paséw. Poniewaz «Xc) jest funkcja liniowa, wigc mozna zastosowac
tutaj catkowanie graficzne (sposob Wiereszczagina):

J,=2t3 % 3752 05t Gz- 3752 =5625000:5.

b. Rownanie rozniczkowe kqta skrecania Y(x)
Roéwnanie to jest identyczne z rownaniem w przyktadzie 1. Odmienne sg warunki brzegowe:

Y (0)=0: Dy +Dg=0,

Y'0)=0: Dy + 39D3=0,

B()=0,czyli ¢"([)=0: D3 sinh(& [) + D4 cosh($ 1) =0,
- =T p =P W

() (1) Ey TG T

Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy:

Dy=-py == htehn, Dy =40, Dy =L
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c¢. Obliczenie bimomentu i momentu gietno-skretnego
_ _ O ¢y . Y O
B(x) = EyJg @' (x) = EyJ (8% 2% sinh(dx) +-22 tgh(S) cosh(@x) =
(x) = EJy @' (x) = E1J g H—(ﬁl) sinh(dx) ) gh(2) cosh( X)Er
. sinh[9(/ - x)| ,
(31) cosh(B31)
h| 3 (] -
() = - () = 0]
cosh(3/)
. 0
M, (x) = G (x) =GJ, E’UZ—O +8§—%§cosh(8x) +9 %%%gh(&l) Sinh (@)=
= D1 - cosh(Ix) ~tgh(®!) sinh@x)| =27 ~Vi,y(x).
Wykresy B(x), Vi, (x) i1 24, (x) podano na rys. 13.32.
mr v’l-lllﬂs: -1 ]/("’-15-1-31.35
N
\\
N
T}
o~ T S
0,251 05l 0,751 | X
m
N £
0,
3 |m, € £ 5
D, =21 ~3
o o o
E E E
Q 2] Q
" | B T s
0 WITB dNNERnna
0251 05l 0,751 l X
Rys. 13.32
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Przyktad 3

Obliczy¢ ekstremalne naprezenia normalne i styczne w precie dwuteowym obcigzonym na ptaszezy-
znach czotowych dwoma podtuznymi sitami skupionymi przytozonymi na krawedzi pasow (rys. 13.33).
Parametry geometryczne przekroju przyjac z przyktadu 2.

r_5 ]
T -

M,

Rys. 13.33

Rozwiazanie

W postawionym zadaniu mamy do czynienia z czysto statycznymi warunkami brzegowymi. Standar-
dowe sity wewngtrzne sa nastepujace:

N(x) = P = const, M, (x) =—15 Pt = const,
My, (x) = 25 Pt = const, Di(x) = PVis(x) =0.

Ponadto znane sa brzegowe wartosci bimomentu: By = B(0) = B(/) = Pwp = 37512P.
Do okreslenia funkcji B(x) wykorzystamy rownanie rozniczkowe (13.50)1, w ktérym 7' = mg=0:

B"(x)-9°B(x) =0.

Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja:

B(x) = Dysinh(9x) + Dycosh(Ix) .

Y
ykorzystanie warunkow brzegowych prowadzi do zaleznosci:

B(0)=By: Dy= By,
By[1 - cosh(91)]

B(l)=Bg: Dy-sinh(F 1)+ Bg-cosh(Fd ) =Bg, skad D, = -
sinh(J/)
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Wobec tego

B(x) =By Eosh(ﬁx) + 1= oosh(l) sinh(9x) Ez By sinh[ﬁ(l X )] +sinh(9x) .

sinh(J/) sinh(3!)
Moment gigtno-skretny wyraza funkcja:

cosh[F(/ — x)] — cosh(Px)
sinh(J3/) '

Diy(x)=-B'(x) =By [

Wykresy funkcji B(x) oraz 27, (x) i 2%, (x) przedstawia rys. 13.34.

B _|
Pt?
\ //
[Tg)
[ N
& 5
Ol's
0 0251 0501 07l l X

Rys. 13.34

Poniewaz g (x) = Vi, (x) + Vi (x) =0, wiec V7, (x) = =g (X).

Najwigksze naprezenia normalne wystepuja w przekroju x = 0. Obliczymy je na podstawie wzoru (13.30):

M
ax:E—MZg}.}._yE.pim):ﬁ 1 +y + z + w @
A J g 12 %70 600 3417t 15000¢2
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Dla punktu 4 mamy (y = 15, z = =25¢, w=-3750):

o -ﬁ@l L v g P
MT2H70 40 137 400 7062

Dla punktéow C, D i F otrzymujemy kolejno:

oe=PRL 1 1 in P
2070 40 137 400 7062
cp=DAL Ll L in P
U170 40 137 40U 15,8[2
op=PRL L.l _in P
U170 40 137 40U 27,2[2

Obliczymy jeszcze naprezenia styczne w przekroju x = 0. Najwigksze naprezenia T, wystepuja w pasach,
bo tam jest najwicksza grubosc¢ $cianki:

e, 1,206 Pt 2¢ P
= 2t = ) = 5
J 177t 73,4t

TV max

Najwigksze wartos$ci bezwzgledne naprezen T, wystepuja rowniez w pasach, gdzie |S¢| = max, czyli w
punktach B i F:

Tl = iy 8y _1206Pt 5625t _ P
w .
max g2 5625000092 166042
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Przyktad 4
Obliczy¢ naprezenia w przekroju ceowym (por. rys. 13.35) dla dwoch przypadkéw ustawienia belki

zobrazowanych na rys. 13.36a 1 13.36b. Rozpigto$¢ belki wynosi 2 m. Oba konce belki sg podparte wi-
detkowo

a)

E g= 05kN/m
q,= qcosoc\\; _ c\s,m"‘
Q4

c) d
qy=0.13kN/m ) qz0,48kN/m
REEENTERER] INEEERRREERN
- =Y X iw -
le. {=2m 'Jf Zjﬁ 1=2m Jr’

8

znaki nawiqzuja,
do konwencjiz rys. a) i b)

| QJ3—22=—0.065 KNm

0.24kN/m

el me const

O gy

Rys. 13.35
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Rozwiagzanie

a. Parametry geometryczne przekroju (wymiary wg rys. 13.35)

Pole:

A=2-5-006+10-006=12cm>=12-10 " m’.

Polozenie $rodka ciezkos$ci:

o= 00025 _ 1,25 ecm =1,250072 m.

b

Glowne momenty bezwtadnosci:
02
J, =06 EI’E +0,6 3% =20 cm® =20 M0~° m*,
2

J, =0,6025% +0,6 % +0,6 M25° =3,1 em* =31 M0~® m*
Moment bezwladnos$ci na skrecanie:

J, = % [10 +2 3) 0,06 =0,00144 cm* =0,00144 0% m*.
Przyjmujemy, ze biegun pomocniczy R i punkt poczatkowy O pokrywaja si¢ i leza w potowie wyso-

kosci $rodnika. Dla tak przyjetego uktadu wyznaczono pomocnicze wspotrzedne wycinkowe (R, 0) (rys.

13.35b). Wycinkowy moment od$rodkowy Jgy, = 0. Moment wycinkowy Ju, Wyznaczymy sposobem
Wiereszczagina przez przemnozenie wykresow (R, 0) iz (rys. 13.35¢):

Jyy = J'az dA=g J’ w(c)z(c) de =-0,06 2 § % 25=375cm’ =375 M ' m’.
A C

e=125cm
T g-0.6mm ~5cm Il
1 1
YAt ll-s
g-06mm == cm
5 | ?’
£l w0
oly 0 |sC @ RO w(RO)
z R y
§ !
z z
25cm?
S N s ‘ﬂ:ﬂ:@-
[ S 5cm ¢ Sam

Rys.13.36
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Potozenie $rodka $cinania okreslaja wspotrzedne (yg = 1,25 cm, zp = 0):

J o 37,5
= yp—TE =125+
Ys = VR J 20

J
=312cm =312 M 2 m, zg =zg +Jﬂ =0.

Rys. 13.37

Na rysunku 13.37a przedstawiono wykres glownych wspolrzednych wycinkowych «(S,G). Glowny
punkt poczatkowy pokrywa sig z uprzednio przyjetym punktem O, co tatwo zauwazy¢, gdyz

wdA= S, =0.
{ w

Wykres wycinkowego momentu statycznego Sqf¢) podano na rys. 13.37b. Wykres ten sktada si¢ z para-
bol, a ekstremalne warto$ci osiaga w punktach zerowych.

Wycinkowy moment bezwladnosci Jg, obliczymy réwniez metoda caltkowania graficznego. W tym celu
przemnozymy przez siebie wykres (S, G):

Jy =J’w2 dA =tJ'w|:b.)@’c =
A

C
~20,06 [%’LSBE%@QM 93508 2 g 35, 1565B,13 2 5 5L
2 3 2 3 2 3 H

=0,12 [(145,7 +54,5 +255,5) =54,7 cm® =54,7 10™'% m®.

Wspotczynnik

1_ - _8
8I:IDJ GJ =1\/( Vs _,gld o,zs)m,omiitno — 0,63
EyJg 20 134,700

b. Obliczenie sit wewnetrznych
Obciazenie g jest przytozone w potowie szerokosci potki b. Z rysunku 13.35 odczytujemy:

gy =g [sina = 0,13 kN/m,
q-=¢q * cosd = 0,48 kN/m.
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Poza tym wystepuje rownomiernie roztozony zewngtrzny moment skregcajacy wzgledem bieguna gtowne-
go ($rodka $cinania):

—w przypadku a:
mg =g, % +qz% —e+ysp=0,13 G02—1 +0,43g% ~0.0125 +00312(=

=0,0065+0,021 =0,0275 kN [h/ m.
—w przypadku b:

ms =g, %—qz% —e +yS§= 0,0065 0,021 = -0,0145 kN [h/m.

Funkcje B(x) i 27, fx) obliczymy po rozwiazaniu rownania rézniczkowego (13.49) na kat skrecenia
YAx). Gdy wspodtczynnik 9/ jest dostatecznie maty, rownanie to, mozna znacznie uproscic, przyjmujac, ze
GJ = 0. Mnoznik GJ; pomija sig, jezeli (por. Bielajew, [3]):

— dla dwustronnego podparcia widetkowego (= (" = 0), Jl <0,75,

— dla obustronnego pelnego utwierdzenia (Y= '=0), 91 < 1,50,

- dla jednego konca swobodnego, a drugiego w petni utwierdzonego 9/ < 0,50.

W naszym zadaniu 3/ = 0,63 < 0,75. Przyjmujemy zatem uproszczona posta¢ rownania (13.50);:
1w _
EpJo " =mg(x).
Catkowanie tego rownania jest bardzo proste i przebiega identycznie jak calkowanie rownania réznicz-
kowego linii ugigcia:
EJ WIV = g(x).
Warunki brzegowe w naszym zadaniu ({(0) = (/) =0, ¢ "(0) = ¢ "(/) = 0) odpowiadaja warunkom dla
belki swobodnie podpartej: w(0) = w(/) = 0, oraz

w"(0) =w"(/) = 0. Dzigki tej analogii mozemy sporzadzi¢ wykresy B(x), 2. fx) oraz Y,x) bez dodatko-
wych obliczen (por. rys. 13.36¢).

c¢. Obliczenie naprezen

Najwigksze naprezenia normalne wystepuja w potowie rozpigtosci:

M
Ux=—MZG/+ yB_l_i@’
J, J, Jo
przy czym
M_(1/2)=-0,65kN [, M, (//2)=0,24 kN [h.
W przypadku a:
2 2
B%§= ms 07 _ 0027527 _ 0138 kN n?.
8 8

W przypadku b:

2
B%@z —% = 20,0073 kN 2.

Obliczymy naprgzenia normalne w punktach 4, B, Ci D.

Przypadek a
0,065 0,24 0,0138
+ 2+

Y3100 T 2000 54700712
=2097000 y +1200000 z +252300000 co.

[do =
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Punkt 4 »=0,0375m, z=-0,05m, w=-0,001565 mz):
0, = 78640 — 60000 — 394830 = — 376200 kN/ m’.

Punkt B (y=-0,0125m, z=-€0,05 m, w=—0,000935 mz):
Oy, =—26210 — 60000 + 235620 = 149410 kN/ m2.

Punkt C  (y=0,0375 m, z=0,05 m, w=0,001565 m°):
0, = 78640 + 60000 + 394830 = 533470 kN/m2.

PunktD  (y=-0,0125m, z=0,05 m, w=— 0,000935 m°):
0, = — 26210 + 60000 — 235620 = 331640 KN/ m".

Przypadek b
Oy = 2097000y + 1200000-z — 133455000 w.

Punkt 4 »=-0,0375m, z=-0,05 m, w=0,001565 mz):
0, = — 78640 — 60000 — 208860 = — 347500 kN/ mz.

Punkt B (»=0,0125m, z=-0,05m, w=-0,000935 mz):
0, = 26210 — 60000 + 124780 = 90990 kN/m2.

Punkt C »=-0,0375m, z=0,05m, w=-0,001565 mz):
0, = — 78640 + 60000 — 208860 = — 227500 kN/ m’.

PunktD  (y=0,0125m, z=0,05 m, w=0,000935 m°):
0, = 26210 + 60000 — 124780 = — 38570 KN/ m".

Poréwnanie naprgzen w obu przypadkach jest bardzo pouczajace. Stwierdzamy, ze odpowiednie usta-
wienie belki ceowej daje duza redukcj¢ naprezen. Najlepiej byloby tak przylozy¢ obciazenie zewngtrzne,

by wypadkowa sil obciazajacych przechodzita przez $rodek $cinania. Wowczas mg= 0, B =0, Vi, =0, a

wszystkie dodatkowe naprezenia charakterystyczne dla preta cienkos$ciennego sa rowne zeru.
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Obliczenie naprezen stycznych T, pominiemy, gdyz zalozyliSmy, ze GJ; = 0. Poprzestaniemy jedynie
na analizie napr¢zen Ty dla przypadku b. Stosownie do wzoru (13.43), w ktorym jest uwzgledniona za-
leznos¢ (13.36),, mamy:
= Oy B8:(c) _ Q:08,() | Wi, ()

J L) Jy L) Ty LE(o)

Z wykresow sit Oy, O, i momentu 2, wynika, ze ekstremalne naprezenia wystepuja w przekrojach

podporowych. Rozktad naprezen stycznych bedacych sktadnikami wzoru na 7, ilustruje rys. 13.38. Jak

wida¢, znalezienie ekstremalnych naprezen stycznych 7, jest dos¢ skomplikowane. Dla orientacji obli-
czymy tylko najwigksze wartosci poszczegdlnych sktadnikow:

0,1300,422007°

max|rw(Qy)| = 100" 1,006 =296 kN /m?,
-6
max|re,(Q; ) = % =900 kN / m?,

_0,01452047007°

= =650 kN /m?.
234,700 12 0,006

max|Tw (.’27?w)|

Obliczone wartosci sa bardzo mate. Dlatego wyznaczanie naprgzen stycznych zazwyczaj pomijamy.

13.3. PRETY SILNIE ZAKRZYWIONE
13.3.1. Definicje

Pretem zakrzywionym nazywamy pret, ktorego o$ jest krzywa ptaska lub przestrzenna. Prety zakrzy-
wione dzielimy na stabo i silnie zakrzywione. Rozgraniczenie to wynika stad, ze rozktad odksztatlcen w
obrebie przekroju pretow silnie zakrzywionych odbiega w istotny sposob od rozktadu liniowego przyj-
mowanego w pretach prostych i stabo zakrzywionych. Miara zakrzywienia jest stosunek A/, gdzie &
oznacza wymiar poprzeczny preta, a » poczatkowy promien krzywizny preta nieodksztatconego.

-1
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h y I /7
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Rys. 13.39
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Rozwazania tego rozktadu ograniczymy do pretow silnie zakrzywionych o osi plaskiej. Zatozymy, ze
materiat pretow jest liniowo-sprezysty, a ich przekroje sa state. Przyjmiemy ponadto, ze plaszczyzna wy-
znaczona przez o$ preta pokrywa si¢ z plaszczyzna symetrii przekroju preta 1 ptaszezyzng obciazenia
poprzecznego (por. rys. 13.39).

13.3.2. Zaleznosci kinematyczne

Rozwiazania $ciste teorii sprezystosci dla zginania pretow o przekroju prostokatnym oraz wyniki do-
swiadczen wskazuja na to, ze rowniez dla silnego zakrzywienia osi preta obowiazuje zasada ptlaskich
przekrojow. Wykorzystanie tej zasady przy zatozeniu matych odksztatcen pozwala na znalezienie przy-

blizonego rozktadu odksztatcen £(z).

Rys. 13.40

Rozwazmy deformacj¢ elementu preta EFHG odcigtego dwoma, nieskonczenie blisko poprowadzo-
nymi przekrojami o odcietych ¢ i ¢ + d¢ (rys. 13.40). Po odksztatceniu punkty F, B, C oraz H zajmuja
odpowiednio potozenia f, b, ¢ oraz h. Stosownie do hipotezy Bernoulliego, rozktad przyrostow prze-

mieszczen tych punktow dug(z) jest liniowy. Punkty £, b, ¢, h leza zatem na linii prostej, obrazujacej aktu-
alne potozenie przekroju. Jezeli przez Ad¢ oznaczymy kat migdzy pierwotnym a aktualnym potozeniem
przekroju, to przemieszczenia dug(z) widkna lezacego w odleglosci z od osi preta okresla zaleznos¢:

duy(z) = duy(0) + zAd ¢, (13.53)

gdzie du(0) oznacza przemieszczenie punktu lezacego na osi cigzkosci przekroju. Odksztatcenie liniowe
&(z) obliczamy jako stosunek przyrostu duy(z) do pierwotnej dtugo$ci widkna ds(z) = (r+z) d¢ :

duy(2) _ dug(0)+20dg _ 1 D duy(0) , _rdg O
dsz)  (r+2)dp  r+zD rdg rdé O

&(2) =

Mianownik pierwszego sktadnika nawiasu kwadratowego jest rowny pierwotnej dlugosci osi preta ds(0)

=7+ d@. Stosunek du(0)/ds(0) oznacza zatem wydtuzenie wzgledem tej osi £(0) = A. W drugim sktadni-
ku wielko$¢ Ad¢ /rd¢ oznaczymy przez 1. Wielko$¢ ta jest wzglednym przyrostem kata obrotu przekroju
na jednostke dtugosci osi: ds(0) = r - d@. Wobec tego

1
r+z

r+z z [@
A= A+
r+z r+z r+z

z z

£,(2) = (FA+zrn)= n=A+(@n A)

r+z
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Rozwazymy jeszcze zmiang krzywizny osi preta

k = i - l ,
r, T
gdzie 1/r, jest krzywizna aktualna, a 1/ — krzywizna pierwotna osi prgta. Umawiamy sig, ze dodatnia
zmiana krzywizny odpowiada powigkszeniu krzywizny pierwotnej. Aktualny promien krzywizny okre-
$limy na podstawie rys. 13.40:
.= ds(0) +dug(0) _ ds(0) (1+A) _ . 1+A
“ do+Nd dp(1+rmn)  1+rn’

Wobec powyzszego

k="1"A (13.54)
r
gdzie
:—Ad¢ :% A :gs(())‘
ds(0) rd¢

Po uwzglednieniu zaleznosci (13.54) we wzorze na &(z) otrzymujemy ostatecznie
%@):A+kgﬂ3. (13.55)
r+z

Uzyskana wyzej zalezno$¢ dowodzi, ze rozklad odksztatcen na wysokos$ci przekroju jest nieliniowy
(hiperboliczny). Jesli z/r jest male w porownaniu z jednos$cia, to

L =)A+z[K,

&(2)=A+k m~

co pokrywa si¢ ze wzorem na &(z) w precie prostym.

13.3.3. Wyznaczanie naprezen

Poprzestaniemy jedynie na obliczeniu naprezen normalnych 0Og(z), odpowiadajacych odksztatceniu
&(2). Dla naprgzen stycznych T, i Ty, przyjmiemy, ze wystarczajaco doktadne sa znane wzory dla preta o
osi prostoliniowej. W odniesieniu do pozostatych naprezen normalnych o i 0, zatozymy na razie, ze sa
one rowne zeru, a poszukiwane napr¢zenia Oy obliczymy z rOwnania fizycznego:

riz

0,(z) = Eg,(z) = EA +EK . (13.56)
r+z

Definicje sit wewnetrznych N i M maja postac:

N=£%¢4 i M:Agzg%um
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Obliczymy najpierw moment zginajacy:

M:E£@+k r+Z%dA EAJ'sz+EkJ’r+Z

Pierwsza calka przedstawia moment statyczny calego przekroju wzgledem osi srodkowej S); jest wigc
réwna zeru. Druga catka jest zmodyfikowanym momentem bezwladnosci przekroju wzgledem osi y.

Moment ten oznaczymy przez J; lub krocej przez J*:

dA. (13.57)

Jezeli z/r jest male w stosunku do jednosci, to J; =Jy.

Po uwzglednieniu wzoru (13.57) otrzymujemy zalezno$¢ migdzy momentem zginajacym a zmiang
krzywizny £ :

M= EJ¥ (13.58)

Obliczymy teraz sit¢ normalna N:

+z-2)
N=(o.dA=E @Hk QJA EAA + Bk [PV dA =
.[03 ,[ r+z I r+z

0
= EAX + EK gz dA ——I dAD
r+z O

Pierwsza catka réwna si¢ zeru, natomiast druga wynosi J ; /r, skad

N=EAA-EJ, k. (13.59)
r

Ze wzordéw (13.58) i (13.59) obliczymy zmiane krzywizny k oraz wydtuzenie A:

M M
2 A= Ny (13.60)
EJ

k = ,
EA rEA

*
y
co po podstawieniu do zaleznosci (13.56) daje wzor na naprezenia normalne:

M, M
o= e Ly (13.61)
A 1A Jy r+z

Wykres naprezen Og(z) przedstawia rys. 13.41.
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Z zaleznosci (13.60) widac, ze przy czystym zginaniu (M = const, N =0) obok zmiany krzywizny &
wystepuje rowniez wydtuzenie osi preta A = M /(rEA). Towarzyszy temu przesuniecie osi obojetnej w
kierunku $rodka krzywizny prgta oraz pojawienie si¢ naprgzen normalnych w $rodku cigzkosci
0,(0)= M /(rA). Zjawiska te sa charakterystyczne dla pretow silnie zakrzywionych. Trzeba doda¢, ze

hiperboliczny rozktad naprezen gy(z) daje wyniki tylko nieznacznie rdézniace si¢ od wartosci Scistych.

\\
! ___Ar A
Zo" -—
A+oer fl
N M
2~ A'rA
Z
Rys. 13.41

Powro¢my jeszcze do promieniowych naprgzen normalnych g,. Z rysunku 13.42a wnioskujemy, ze
rownowaga zakrzywionych elementow lezacych we wioknach Sciskanych i rozciaganych wymaga poja-
wienia si¢ naprezen 0y(z). Jezeli moment zginajacy jest dodatni, tak jak na rys. 13.42, to naprg¢zenia pro-
mieniowe sa zawsze ujemne ($ciskajace). Rozklad tych naprgzen na wysokosci przekroju ilustruje
rys. 13.42b. Najwigksza bezwzgledna wartos¢ 0, wypada w poblizu osi obojetnej. Przyktadowo, w prze-
kroju prostokatnym dla /& = 0,40, min = 0,050 min, @ dla #/4 =1 naprezenie Oy min = 0,190 min (por.
Timoshenko, Goodier [49], str. 72).

Rys. 13.42
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13.3.4. Zaleznosci energetyczne

W pretach silnie zakrzywionych §ciste wyrazenie energii przez sity wewngtrzne i wielkos$ci kinema-
tyczne natrafia na pewne trudnos$ci (por. np. Huber [17], cz. III). Przekonamy si¢ o tym, rozpisujac catke:

‘[ases dA Z‘!:US@/\ e Z@JA AIG dA + kj'jfzr

Pierwsza calka przedstawia sit¢ normalna &, natomiast druga nie ma odpowiednika w znanych defini-
cjach sit wewngtrznych.

Mozemy jednak odwota¢ si¢ do poznanych juz wczesniej faktow. Wiemy, ze sita normalna N wykonu-
je prace na przyro$cie wydtuzenia osi duy(0) = Ads, a moment zginajacy M na przyroscie kata obrotu
przekroju Ad@ = nds. Wobec tego mozna przyjac, ze

O O
I gas Z, %M ds = I (NA + Mn)ds, (13.62)
S U S
gdzie stosownie do wzoru (13.54):
n=k +A.
r

Zaleznos¢ (13.62) jest stuszna dla dowolnego materiatu. W przypadku preta liniowo-sprezystego mozemy
zbudowa¢ funkcje energii sprezystej wlasciwej Wq(N, M) i WA, n) wykazujace wlasnosci potencjatu.

Funkcje te pozwalaja okresli¢ energie catkowite Uy oraz Usg:

Ug = J’ Wy (N, M) ds,

(13.63)
US :J-%(/\’n) ds.

I [ .

Jesli w rownaniach (13.62) uwzglednimy, ze

to otrzymamy:

Wy (N, M) = %J’as (,(0,)dA =% v AW, M)+ M BN, M)| =
A

_Ngﬂ @MDM N MO
2FE rA ZEH}* Ar AﬂH
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Po uporzadkowaniu

Wo(N, M)=

2 2 2 2
N NM+ M +M 1 Q\,+M M >0, (13.64)

0+
2EA EAr 2fp4? 2EJ* 2EA r 2F]*

Nietrudno sprawdzic, ze istotnie funkcja Wq(N, M) jest potencjatem dla wielkosci kinematycznych A i n:

My _N , M

ON EA EAr

Wy M . M | N
= + +

oM EJ* E42 EAr

B

=n.

Podobnie znajdziemy funkcje WA, n):
1
Ws(/\,n)ZE[N(/\ WA +Man)p]=
k
:%[%:A/\ —ﬂm(;\,n)az +%EJ*[EI()\ n)a =
r

S R R

Po uporzadkowaniu otrzymujemy ostatecznie

WE(A,n)zéEA/\Z +%EJ*@] —%g > 0. (13.65)

Zbadamy jeszcze, czy funkcja Ws jest potencjatem dla sit wewnetrznych N i M:

Me _ pan - @—AQE}—:EAA—EJ*£=
oA rur

>
r

o,

=EJ*§7—A§=EJ*D§ =M.
on r

Zwracamy uwagg na to, ze obie funkcje energii Wg1 We sa zawsze dodatnie. Spetiaja wigc wymaga-
nia stawiane funkcjom wyrazajacym energi¢ sprezysta wlasciwa. Role uogdlnionych naprezen odgrywaja
tu sity wewnetrzne N i M, a role uogdlnionych odksztalcen wielko$ci kinematyczne A i n.

W przypadku uwzglednienia wplywu sit poprzecznych w réwnaniach (13.62), (13.64) i (13.65) poja-
wia si¢ dodatkowe cztony oméwione w rozdziale 4:

Iga & dADds J’(NA +Mn +0B) ds, (13.66)
S
2 2 2 2
Wo(N,M,0) = +NM+ wo M0 (13.67)
2EA EAr 2EA72  2EJ* 2(GALK)
Wo(A.B) =+ EAN? +1EJ*@7 —ig +LGarnp, (13.68)
2 2 F0 72

gdzie Q jest sila poprzeczna, G — modutem $cinania, a 3 — $rednim katem odksztatcenia postaciowego.
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13.3.5. Przykiad

Obliczy¢ naprgzenia normalne w przekroju I-1 sprezystego preta silnie zakrzywionego. Przekrdj preta
jest prostokatem o szerokosci b i wysokosci 4, a of preta jest tukiem kotowym o promieniu 7 (rys.
13.43a). Sity wewngetrzne w przekroju 1-1:

N=P, M=-P-r(1-cos¢g), 0°<¢pg<90°.
Naprezenia styczne sa rowne zeru, a napr¢zenia normalne dy(z) obliczamy ze wzoru:

- 201 -
P _ Pr(1-cosgg) _ Pr(l cos¢0)rZ:P OS¢0_Pr (1 COS¢0)E’

0()‘ —
Ar J*r+2) A J*r+2)

Pole przekroju 4 wynosi bh, a zmodyfikowany moment bezwladnosci J* okresla catka:

2r+h|
2r—h

rz? hz 2a’z
J*=I dA=rb =br [@'

r+z r+z
A

Wartosci J* dla dowolnych ksztattow przekroju wyznacza sig najczesciej w sposob przyblizony, przez
rozwinigcie wyrazenia podcatkowego w szereg potegowy:

rz2 2

(a) J*=£r+z dA=J' z - dA=£Z2

R

DIED

al+—
r

Dla przekroju prostokatnego uzyskujemy wyrazenie:

0 4 6 g
J*x=p) I @Zz+z_+z_+ %dzz
“h/2 T
30 4 6 O
) LA 1= e = 12 O = 7 P RS
1 H 20 Ur 112 Ur 192 Ur H

gdzie x = h/r.
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a)

rcos?,

P

o

ri1-cos¥,)

g

b) ‘

-~
[
-~

Nl

L h ” , =
Y !

‘ z
Wgtdz
i P

l ! 4124 55
z

Rys. 13.43

Zbieznos¢ tego szeregu jest tym szybsza, im mniejsza jest warto$¢ stosunku /4/r. Na przyktad dla i/r
=1 cztery wyrazy szeregu daja wartos¢ J* = 1,182 wobec warto$ci doktadnej J* = 1,183, natomiast dla A/r
= 0,25 uwzglednienie tylko dwoch wyrazoéw prowadzi do wyniku J* = 1,0094, podczas gdy wartos¢ do-
ktadna

J*=1,0095. Poza tym wyraznie wida¢, ze dla ¥ — 0, J* - J.
Napre¢zenia normalne we wtdknach skrajnych

@) agt @ @ s F _12(1 cosd)o) 1 g

X Tu(x) (2+X)D

gdzie

= +— +—
H(X) = X 112)(

Przy zatozeniu liniowego rozkladu naprezen ekstremalne naprezenia normalne okresla zaleznos¢:

hOQ_N_M_P _6(1—cos¢y) 0
@ as@tzﬁ_A+W_Adé+ x 0
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Szczegotowe obliczenia przeprowadzono dla ¥ = A/r = 0,5, ¢g= 60°, t(x) = 1,039. Naprezenia normalne

obliczone wedtug wzoru (c¢):

O' . = — —
smin =" 050,039 2+05H

_PE@’S 1201-05) 1 820@11

o =— =
smax = 050,039 2-05H

_PE@’S 12(1-05) 1 —412[—E

a napre¢zenia obliczone wedtug wzoru (d) przy zatozeniu rozktadu liniowego:

g . :E[ﬁ—wmz —SE
smin =~ 0.5 y
P 6(1-05)0_ _P

Oy = — [+ == 72
smax A[E 0.5 H‘ 4

Wykresy naprgzen normalnych obliczonych dla rozktadu hiperbolicznego i liniowego podano na

rys. 13.435b.
Wartos$ci doktadne r6znia si¢ o okoto 17% od wartosci przyblizonych. Dla A/ = 0,05 rdznice te sigga-

ja tylko 2,5%.
Wydhuzenie A, przyrost krzywizny £ i odlegto$¢ osi obojetnej od $rodka cigzkosci przekroju zg wyno-

A :i[@+ﬂ@— O,Si,
E U4 Ar EA

sza:

_ M _ 2P, P
EJ*  EAR*u(x) EAr’
- AD =- 0,5t =0,012r =0,024h.

zZy — /\
+rk 0,5-422

Interesujace jest, ze w omawianym zadaniu dla ¢g = 90° 0§ obojetna przechodzi przez srodek cigzko-
$ci przekroju, gdyz
P PO
———=0.
A Ar

N_M
4 4
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