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18. €« A
PRETY WYKONANE Z MATERIALU FIZYCZNIE
NIELINIOWEGO

18.1. MATERIAL NIELINIOWO-SPREZYSTY

Najwigksza trudnos$cia w badaniu zagadnien nicliniowych jest to, ze nie obowiazuje zasada
superpozycji. Jesli na przyklad w przekroju pregta wykonanego z materialu nieliniowego wystepuja
jednoczesnie sita normalna N i moment zginajacy M, to przy wyznaczaniu napr¢zen i przemieszczen
trzeba rozwazaé laczne dziatanie obu sit uogoélnionych. Druga dosy¢ klopotliwa okoliczno$cia jest tzw.
znakoczuto§¢ materiatu. Materialy znakoczute podczas wydtuzania zachowuja sig¢ inaczej niz podczas
skracania. W materiatach wykazujacych cechy plastyczne wiele trudnosci sprawia fakt, ze odciazenie
konstrukcji przebiega po innej drodze niz obciazenie.

W olbrzymiej wigkszosci przypadkow, jak pokazuje doswiadczenie, mozna jednak stosowaé znane
hipotezy kinematyczne (np. hipoteze plaskich przekrojow). Tutaj omoéwimy zjawiska charakterystyczne
dla materiatow fizycznie nieliniowych w zakresie matych odksztatcen i przemieszczen.

Rozwazymy przyktadowo jednoczesne dziatanie sity normalnej N i momentu zginajacego M na
przekrdj preta nieliniowo-sprezystego o jednej osi symetrii
(rys. 18.1). Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy, zZe €, = € OrazZ Gy = G, przy czym osie y i z sg gtdwnymi
srodkowymi osiami przekroju.
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Rys. 18.1
Stosownie do hipotezy plaskich przekrojow Bernoulliego mamy:
e(z)=kz+A\. (18.1)
Potozenie widkna obojetnego (e = 0), okresla odlegtos¢ zg:
A
Zg=—— 18.2
0=~ (18.2)
Sity wewnetrzne N i M sa zdefiniowane nastgpujaco:
N-= j 6dA = j o[e())ddz); M= J' o[e()] - zdA(2). (18.3)
A A A

W celu wyznaczenia naprezen i przemieszczen trzeba sprecyzowac charakterystyke fizyczna materialu o
(e) oraz ksztalt przekroju pozwalajacy okresli¢ funkcje dA(z).

Proces sprezysty (rowniez nieliniowy) charakteryzuje si¢ tym, ze krzywa obciazenia pokrywa si¢ na
wykresie o(€) z krzywa odciazenia (rys. 18.2a).
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Rys. 18.2

Od charakterystyki o(e) wymagamy przede wszystkim, by rozciaganiu odpowiadato wydtuzenie, a
$ciskaniu — skrocenie, tzn. by znak naprezen odpowiadat znakowi odksztatcen, czyli by c-& > 0.
Znakoczuto$¢ materiatu objawia si¢ w ten sposob, ze o(€) # —o(—¢€). Najprostszy material znakoczuly
opisuje funkcja o(¢) sktadajaca si¢ z dwoch roznych zaleznosci liniowych dla $ciskania i rozciagania (rys.

18.2b):

Cte, €20, CT=C,
(j:
C g, €<0.

Najczesciej stosuje si¢ potggowe prawo fizyczne (rys. 18.2¢):

ct.g%, >0,
c = (18.4)
—C_'|—SB, £ <0,
przy czym C*>0,C” >0, 0<a <1,0< B <1, gdzie o i B oznaczaja tzw. wskazniki wzmocnienia.
Z zalezno$ci (18.4) jako przypadki szczegdlne otrzymujemy prawo liniowe
(a =B =1,C" = C” = E) oraz funkcje schodkowa (oo = — 0,C" =C~ =0 p), ktéra odpowiada
zalezno$ci:
| o9, &> 0,
- {—GO, €<0.
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Zasadnicza wada zaleznosci (18.4) jest to, ze dla € = 0 wartosci modutu stycznego £/0) daza do nieskon-
czonosci: do/ d8|8:0 = E,(0) > . Takiej wlasnos$ci nie wykazuje zaden rzeczywisty materiat. Stosowa-

nie zaleznosci (18.4) ma zatem sens tylko dla dostatecznie duzych wartosci odksztatcen.
Bardzo ogoélny przypadek nieliniowosci fizycznej materiatu sprezystego opisuje funkcja:

q

C1+-81+C3—~82+...+C;-8q =ZC}_-81, g >0,

o(e) = J=1 (18.5)
r

Ci &' +Cy e +.4C 2" =) e/, €<,
j=1

Wspotczynniki C oraz C; musza by¢ tak obrane, by c-& > 0. Poniewaz wytrzymato$é i
odksztalcalno$¢ rzeczywistego materiatu sa ograniczone, dochodza jeszcze dodatkowe ograniczenia na
wspotczynniki C; oraz obszar zmiennosci €. Jak wida¢, dobor odpowiedniej idealizacji rOwnania o(g) nie
jest rzecza prosta
1 wymaga kazdorazowo gruntowej analizy.

Dla opisu charakterystycznych cech preta nieliniowo-sprezystego przyjmiemy mozliwie najprostsza
posta¢ funkcji (18.5), a mianowicie Cj = C] = E| oraz C3 =C; = Ej:

(a) o(e)=E -e+E,-€>.

Funkcje t¢ przedstawia rysunek 18.3. Rozwazany materiat jest znakoczuty, bo
o (e) # —o(—¢) . Modut styczny E; jest liniowa funkcja odksztalcenia:

®) Ee)=9 B 1 2Es.
de

z ktorej wynika, ze E,; (0")=E ,(07)=E;. Oznacza to, ze dla bardzo matych odksztalcen znakoczuto$é
materiatu jest niewielka.

G|

E,E

EC
E
- &, = 1
NS ke = 2n? £
\
\

~ G=gE+EE”
6=E,€

Rys. 18.3
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Warunek nieujemnosci iloczynu o - € prowadzi do nieréwnosci:
c-Eg= E182 +E283 =20,
skad

() az—iz, n’ =E, | E.
n
Najwigksze naprezenie S$ciskajace, jakie moze przenie$¢ badany material, odpowiada odksztalceniu
wynikajacemu z warunku do /de =0 . Prowadzi on do rownania:
E 1t 2F 2& = 0,
z ktérego orzymujemy:

E 1

eE=€ - — =

gr 2E2 - 21’12 ’

Wartos¢ ta odpowiada pewnemu naprezeniu granicznemu Ggy:

2n? & 4n?
Kazda proba przekroczenia naprezenia granicznego powoduje nagle zatamanie si¢ materiatu. Mowimy, ze
w punkcie granicznym (tj. gdy 6 =6, ) material traci statecznos¢. Utrata statecznosci materiafowej moze

wystepowaé rowniez podczas rozciggania. Zachodzi ona przykltadowo dla ey =1/(2n2), jesli

przyjmiemy prawo fizyczne w postaci: c(€) = Ej-€ — E; g2,
Stwierdzamy zatem, ze stosowalno$¢ nieliniowego prawa fizycznego (a) ograniczaja warunki:

1
e ngr = —2—2,
n
@)
E,
G 20g = -
4n

Przejdziemy obecnie do analizy prgta wykonanego z przyjetego materiatu nieliniowo-sprezystego.
Wyraziwszy naprezenia wzorem (a) oraz przyjawszy prawo plaskich przekrojow (18.1) mozemy okresli¢
sit¢ normalna N i moment zginajacy M ze wzordéw (18.3):

"

= E| kadA+x-IdA +E,y- |<2'[z2 dA+2kszdA+x2IdA,
A A A A A

Ep-(Kz4A)+ Ey -(kz +0)2]-dd =

M:HE1 2Kz 4 W) + Ey -2(kz+2)2|-dd =
A

- E, kasz+x-J'sz +E, kZIZSdA+2kkasz+K2Isz.
A A A A A

Poniewaz J' dAd = A, Jz dA =0, J' 2dA=J, = J, wice
A A A
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N = E A\ +E2(k 274 sz),

M=EJK +E, kzjf dA+2K0J |
A

Jezeli dane sa sily wewngtrzne N 1 M, to z uktadu réwnan (e) mozemy wyznaczy¢ krzywizne k(N, M) i
wydluzenie osi preta A(N, M). Pozwoli to okreslic odksztalcenia e(z) wedlug wzoru (18.1) oraz
naprezenia z prawa fizycznego (a).

Dalsze rozwazania ograniczymy do pretow o przekroju bisymetrycznym, czyli o przekroju, w ktorym
zardwno o$ z, jak i 0§ y sa osiami symetrii. Szeroko$¢ przekroju w tych przypadkach jest parzysta funkcja
zmiennej z (tzn. b(z) = b(-z)). Wowczas

a a
J' 2B dA= j B b(z)dz = j 2(2)dz =0,
A -a -a
przy czym a = h/2 i oznacza potowg wysokosci przekroju, a g(z) jest nieparzysta funkcja zmiennej z. Dla
przekrojow bisymetrycznych uktad rownan (e) upraszcza sig¢ zatem do postaci:

NOWK) = E A + Ez(sz K 2J) = E A+ () + (nki)?],

0]
M(K) = E}JK +2EyJk = EyJK (1+2n2x),

gdzie przez i =+/J / A oznaczono promien bezwtadnosci przekroju.

Jezeli zachowanie si¢ materialu w kazdym punkcie przekroju ma by¢ stateczne, to musi by¢ spetniony
jeden z warunkow (d). Stosownie do prawa plaskich przekrojow najwigksze skrocenia wzgledne
wystepuja w skrajnych widknach przekroju, tj. dla z = £a. Konsekwencja nierownosci (d) jest zatem
warunek:

+ka+i> —%,
2n
z ktérego otrzymujemy, ze

(9] —l(k-f'%jﬁk Sl(}\,ﬁ-Lj.

a 2n a 2n2

Nierownosc¢ (g) opisuje pewien obszar dopuszczalny w przestrzeni (A,k), ograniczony dwoma
pOtprostymi (rys. 18.4).

*® ;«\/‘L\
VO

Obszar dopuszczalny
g A

Rys. 18.4
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Sprawdzimy obecnie, czy istnieje taka funkcja energii odksztalcenia W(A, k), ktora wykazuje whasnosci
potencjatu dla sit wewnetrznych, tzn.

W _Nook) i - vk,
o ok

Jesli tak jest, to z ciagtosci funkcji W(A,k) wynikaja zaleznosci:
o (ow)_o (on)
on \ ok ok \ oA

oM _oN
oL ok’

Nietrudno sprawdzié, ze nasza teza jest prawdziwa, poniewaz na podstawie wzorow (f) otrzymujemy:

lub

8ﬂzZEka oraz a—N:2E2Jk.
O\ ok
Wobec tego
wOLk) =I‘2—Z’dx =J‘N(7L,k)d7» =E1A§+E2A%3+E2Jkk2 + £i(k)
1 jednoczesnie

ow k2 k2
W(x,k)_fa—kdk _jM(x,k)dk =E\AZ+ 2Ep M [ (),

Porowawszy obie postacie funkcji W(A,k) stwierdzamy, ze fj(k) = E;JK 2 /2 oraz
(L) = EyA)? /2 + E2 A)> /3. Pozwala to okresli¢ funkcje W(.k):

22 5 k?
(h) W()L,k)ZElA?-l—EzA?-I—EzJ?\.k +E1J7.

W otoczeniu stanow rownowagi funkcja W powinna by¢ dodatnio okreslona. Warunek W(A,k)>0
wyznacza pewien obszar w przestrzeni (A,k). Jeszcze inny obszar otrzymamy, wymagajac, by ¢ - € >0, co
dla uogolnionych naprezen N i M oraz uogdlnionych odksztalcen A i k odpowiada warunkowi:

NOWK)A + M(LK)K 0.

Z nieréwnosci tej wynika, ze dla M = 0 znaki wydluzenia i sity normalnej musza by¢ takie same, a dla
N =0 znaki krzywizny i momentu zginajacego musza by¢ takie same. Mozna sprawdzi¢, ze najmniejszy
obszar odpowiada nieréwnosci (g), gwarantujacej stateczne zachowanie si¢ materialu w kazdym punkcie
przekroju.

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia zaleznosci AN, M) oraz k(N, M) na podstawie réwnan (f).

Zwroé¢my uwage na to, ze wspolezynnik E jest poczatkowym modutem sprezystosci, odpowiednikiem
modulu Younga w liniowej sprezystosci. Stwarza to okazje do wprowadzenia wydtuzenia A; oraz

krzywizny ki, ktore sa zdefiniowane znanymi wzorami teorii liniowe;j:

(@) M=—m-, ki=—?W.
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Wobec tego rownania (f) mozna zapisa¢ w postaci:

A =&+ (1) + (nki)?,
ki =k(1+2n%0)

lub
1 2
A = nz(x +—2j +n? (ki)? -—,
2n 4n
= 2L (ki)- (x + sz
2n
Rozwiazanie tego uktadu polega na obliczeniu pierwiastkoéw dwoch réwnan dwukwadratowych:
k 2
(nkz) —(ll +—j -(nki) +( ) =0
4n 2

o5 G g o] (5 -

Ostatecznie otrzymujemy:

2
a 1 )_ 1 52
: 1 (ki)
0 e e (K1
1 2
=— ~1++2n (k1+—)i\/(Xl+—2j —(klz‘)2 .
2 4n? 4n

Rozwiazanie to ma sens tylko wowczas, gdy liczby wystepujace pod pierwiastkami sa nieujemne, tzn.
jesti [k yil < aq +1/4n”.
Z zaleznosci (j) wynikaja bezposrednio wnioski dotyczace czystego rozciagania (M = 0, k1 = 0) oraz

czystego zginania (N =0, A = 0):
-M=0,(k;=0)
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Widzimy zatem, ze podczas czystego zginania o$ obojgtna nie pokrywa si¢ z osia cigzkosci przekroju.
W przekrojach bisymetrycznych zjawisko to wystepuje tylko dla materiatow znakoczutych.
Laczne dzialanie sity normalnej i momentu zginajacego zilustrujemy przyktadem mimosrodowego

rozciagania preta o przekroju prostokatnym sita N = E14Aq (rys. 18.5).

o b) c) d e

, b r (ElNam (Clyum (Gl (Bly (S )y
| e | g o
: ZZik @‘E =
: ' _ =
E— 7 -—/_. 0 » @
i e-_3._..<.1..~....,.__ / a E
1 N=EAY l g =

M>0 M<0

Rys. 18.5

Przyjmiemy, ze warto$¢ sity N jest okreslona przez wydluzenie 7‘1 =0,0002, a mimosrdd tej sity
e=2a/3. Nieliniowo§¢ materiatu preta charakteryzuje tutaj wspotczynnik n = 30. Naprezenia skrajne
obliczone jak dla materiatu liniowo-sprezystego wyraza wzor:

A w a2 i2

Poniewaz dla prostokata i =+J/ A =h/ VI2=a/\3 , wiec
o) =E1k1(1+%-3j =3E =6-1074E,

oo =Eh(1-2)=—Er =210 E).
Ze wzorow (j) otrzymujemy (kl =M/ (E\J)= Me/z'2 =2\ /a):

2 .0.00"4
ka =Y. 10,0002 +36007! - (2-10‘4+3600‘1) 12220 T 50074,
V3
_ 1 (2.0,0002_0:1’50‘10_4‘
1800 \.0,000366

Odksztalcenia skrajnych widkien wynosza:
ey =c(a)=Ka+L=-4,6510"",

gg=e(-a)=—Ka+h=-16510"">e, = —Lzz ~5,56-1074,
2n
skad
o, =Eg (1+n%ey)=659-10"E,

2 4
g = Ejgg(1+ne,) =—140-107* £},

Potozenie osi obojetnej okresla warto$¢ z:

A 1,50
ZO :—?:— -a
3,15

=-0,476a.
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W materiale liniowo-spre¢zystym

Obliczymy jeszcze naprezenia dla kazdej z obu sil wewngtrznych dziatajacych osobno. Gdy dziata
tylko sita normalna N = E14\|, otrzymujemy:

(M) =(e)y =—1800" +— 10,0002 +36007! =1,73-107%,

)y = E;-(6)y -[1+n2 -(a)N] =2,0-104E,.

Gdy dziala tylko moment zginajacy (M =E1Jk,ki=2)0/ V3 ) , otrzymujemy:

(ka) =£ 36007 — 3600_2—i-0,0002=4,535-10_4
M~ 30 3

— 1ol 1 -1 2 _4 2 __ 10-4

(r),, =-1800 +3O\E\/36OO +\/36OO 3 0.00027 =-0,655-107",
0,655 _

(z0) = 4535a_0,144a,

(4),, =(4535-0,655)-107* = 388-107*,

(sg)M—( ~4,535-0,655)-107 =—519-107* > g, =—5,56-107",

(04),, = E1-(ea)y, |1+7° (ea) ] 523 10_4E1,

(50) 4 = Er-lo) |17 (eg) ) | = 2772074

Przeprowadzone wyzej rachunki pokazuja, ze
Enim #E)y +(€)y oraz (0)yiny #(©)N +(0) s,

co potwierdza fakt, ze w problemach nieliniowych zasada superpozycji nie obowiazuje. Wartosci
naprezen dla czystego zginania odbiegaja dosy¢ znacznie od wartosci obliczonych wedtug teorii liniowe;.
Wykresy naprezen przedstawiono na rys. 18.5b, ¢, d. Na rysunkach 18.5d, e pokazano rozktad naprezen
podczas dziatania ujemnego momentu zginajacego, rozciggajacego gorne wiokna przekroju. Zmiana
znaku sit wewngetrznych pociaga za soba zmiang znakéw pierwiastkow kwadratowych we wzorach (j).
Przyjecie wlasciwego znaku wymaga dodatkowej analizy.

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze ksztalt wykresoOw naprezen normalnych o(z) odpowiada wykresowi
o(g) obroconemu o 90°. Podobienstwo tych wykresow zachodzi tylko wowczas, gdy obowiazuje hipoteza
Bernoulliego. Stosownie do tej hipotezy z=z;+¢e/k , a funkcja o (z) =G(zo +e/k ) Wynika stad, ze

dla ustalonych wartosci A i k rozktad naprgzen o(z) jest odpowiednio przeskalowanym wykresem o(e).
Omowione wyzej zadanie ma charakter czysto akademicki. Niemniej jednak bardzo dobrze ilustruje
ono rozleglos¢ problematyki pojawiajacej si¢ z chwila odejscia od klasycznego modelu materiatu
liniowo-spregzystego.
Na zakonczenie po$wigcimy nieco uwagi zginaniu poprzecznemu prgta wykonanego z materiatu o
charakterystyce potegowej (por. rys. 18.2d). Przyjawszy we wzorze (18.4), ze C' =C =E,
otrzymujemy:

(k) c(e)=sgn(e) E, ~|s|a.
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Przyjety materiat nie wykazuje czulosci na znak odksztalcenia, poniewaz o(g) = —o(—¢). Jezeli ograni-
czymy sig tylko do przekrojow bisymetrycznych, to podczas zginaniu o$ obojgtna pokrywa si¢ zawsze z
osia cigzkos$ci przekroju. Wowcezas

) ' &(z) = kz
oraz
(m) o (z) = sgn(kz)- Eo |k2" .

Po uwzglednieniu wzorow (/) 1 (m) w definicji momentu zginajacego otrzymujemy:

M=J-szA = Eaﬂkzrx -z-sgn(kz)d4 = EaJa|k|a -sgnk,

A A
gdzie
(n) Jo = [ da.
A
Wobec powyzszego krzywizna osi preta:
(0) k = sgn(M)[Mj l/a.
Ea J(X

Wzor (o) jest uogolnieniem znanej zalezno$ci wiazacej krzywizng z momentem zginajacym dla materiatu
liniowo-sprezystego, dal ktorego o= 1. Rozklad naprezen o(z) na wysokosci przekroju wynika ze
wzordéw (1), (m) i (0):

M o

—z, 0<z<aq,
'](X
12) o(z)= v
——-|—Z|a, —a<z<0.
J(X

Dla przyktadu obliczymy najwigksze ugigcie belki wspornikowej obciazonej na swobodnym koncu
pionowa sita P (rys. 18.6).
WT

%=_,/z’$&é1p

X-El *

l i) PL(1-€)

Rys. 18.6
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W przyjetym uktadzie wspotrzednych x, z krzywizna jest okre§lona zaleznoscia:

k D A P L ,
> 1?7 agr P ©
gdzie
=2, (L)
= _dzg ,
a moment zginajacy
M(C) = P(1 - ¢).

Po podstawieniu powyzszych zalezno$ci do wzoru (0) otrzymujemy rownanie rdézniczkowe linii ugigcia:

1/a
L[]

lub

w'(@©) = Cl1-8)",
gdzie

Dwukrotne catkowanie prowadzi do wyniku:
— 4
(1+1/a)

(1_};)24-1/&
(1+1/a)-(2+1/a)

w'(§)=-CI

1>

W(a) =(Cl . Dlé + Dz.

State D1 i D, obliczymy z warunkow brzegowych:

~ w'(0)=0

D=Cl—
(1+1/a)

— w(0)=0

D2 :—Cl' 1 .
(1+1/0)-2+1/a)

Najwigksze ugigcie wystepuje dla & = 1:

A(P)=wpax =wW()=D;+ D, =CI

a ol | Pt ve
1+200 1420 | EgJy |

Z budowy wzoru na ugigcie widaé, ze jesli P = P1 + P», to

A(P) # A(P) + A(P).
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Wynika stad, ze zasada superpozycji jest niestuszna, z wyjatkiem przypadku liniowego, gdy o = 1.
Odnotujmy jednak, ze w odniesieniu do napr¢zen normalnych o zasada ta jest stuszna, gdyz ze wzoru (p)
wynika, ze:

5(P)=c(R)+o(P).

a) b) s
1'—
qa
- Ml
y bz)
a 1Q
'z

Rys. 18.7

Rozktad $rednich naprg¢zen stycznych t =1, otrzymamy 2z roéwnania réwnowagi elementu
przedstawionego na rys. 18.7:

a

b(z)t -dx = Ia—c-b(z)dz -dx.
Ox

z

Jezeli pret jest pryzmatyczny, to

Po podstawieniu tego rezultatu do réwnania rownowagi otrzymujemy:

0™ fra
A .[ b(z)z% - dz.

W przekroju prostokatnym b(z) = b = const, J, = 2ba**? (a0 +2), anaprezenia styczne t okresla wzor:

. =@]ﬁzadz=&-a—+2-[1—(§jaﬂ], A=bh.

Dla kompletu podamy jeszcze wzor na naprezenia normalne w przekroju prostokatnym:

o
z

6(z)=—0(-z2)=—— (ot +2)-

Pl
2ab®

Wykresy naprezen o i t w belce o przekroju prostokatnym dla oo = 1, o = 0,5 oraz o — 0 przedstawia
rys. 18.8.
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oL—0
VRN
*___b_* ‘ G _ S T
a u—_q —@_
M -2 15T,
y =1
1 Q a
-+ ¢
| j 1_4: %Gd
z LS4 |

Rys. 18.8

Zauwazmy jeszcze, ze dla wykladnika potegowego o = 0 G ax = 26 max / 3 O1aZ Typax = 1L,5T g max »

przy czym c oznaczajg naprezenia obliczone dla przypadku liniowego (o = 1).

Omax ! TOmax

18.2. MATERIAL SPREZYSTO-PLASTYCZNY
18.2.1. Uwagi ogdine

W celu zilustrowania charakterystycznych cech procesow sprezysto-plastycznych przyjmiemy
najprostszy model materiatu sprezysto-idealnie plastycznego bez wzmocnienia (rys. 18.9a).

G
a) Es . b) N
A c
Sp 7 — ] s, Xp
/ Np oo — —
65= GH=SP // P /f—
4 4
0 - & A -
Ep | Ap
T°0P

)
AP
Rys. 18.9

W modelu takim zaktada sig, Ze granice proporcjonalnosci (o), sprezystosci (og) 1 plastycznosci (op)
pokrywaja sig, a wykresy o(¢) dla rozciagania i $ciskania sg identyczne, czyli o(g) = —o(—¢):

{E-s, |8|S8S
co(e)=
C p-sgne, |8|28S.

W czasie obciazenia, jezeli |£—:| < &g, material jest w stanie sprezystym. Przekroczenie odksztalcenia eg
odpowiada przejsciu w stan plastyczny, w ktorym odksztalcenia narastaja przy statej wartosci naprgzenia
o =cp. Jezeli odksztalcenia nadal rosna, to nie ma Zadnej roéznicy migdzy materialem sprezysto-
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plastycznym a materiatem nieliniowo-sprezystym. Roznica migdzy nimi uwidacznia si¢ dopiero podczas
odcigzenia. W materiale nieliniowo-sprezystym krzywa obciazenia OAB (rys. 18.9a) pokrywa sig z krzy-
wa odciazenia BAO, a proces ma charakter calkowicie odwracalny. Tymczasem cecha charakterystyczna
zjawisk zwiazanych z odksztalceniami plastycznymi jest ich nieodwracalnos¢. Odciazenie przebiega
wzdtuz linii prostej (odcinek BD) o nachyleniu odpowiadajacym poczatkowemu modutowi sprezystosci.
Po usunigciu obciazenia pozostaja trwate odksztalcenia plastyczne gp. Pole O4ABD odpowiada energii
rozproszonej (tzw. dyssypacji) w procesie odksztatcen plastycznych. Proces ponownego obciazenia prze-
biega wzdtuz linii przerywanej zaznaczonej na rys. 18.9a. Procesowi temu towarzysza odksztatcenia pla-
styczne wytworzone w czasie pierwszego obciazenia.

Przejdziemy do omoéwienia zachowania si¢ pr¢tdow wykonanych z materiatu idealnie sprezysto-
plastycznego. Dla odksztalcen liniowych obowiazuje tu nadal hipoteza ptaskich przekrojow
(e(z) =kz+L).

18.2.2. Dziatanie sitly normalnej

Przypadek dziatania sily normalnej jest trywialny, gdyz € =A, a naprezenia ¢ sa réwnomiernie
roztozone w obrgbie przekroju, czyli N = 64 (rys. 18.10). Wobec tego

a) b) ) e<gg 6=8<6, dErE; 6=6p
|
Y. \ I L
I
!
|
—_
1 Z |
Rys. 18.10

wykres zaleznosci N(A) ma taki sam ksztalt jak wykres o(g), (rys. 18.9b). Najwigksza wartos¢ sily
normalnej, jaka moze przenie$¢ przekroj preta

NmaszPZGP'A~

Sita Np odpowiada tzw. nosnosci granicznej przekroju podczas dziatania sity normalnej. Osiagnigciu
no$nosci granicznej towarzyszy uplastycznienie wszystkich wiokien przekroju. Wydluzenia preta
narastaja przy statej wartosci sily normalnej; obserwujemy wowczas tzw. plynigcie plastyczne. Na
zakonczenie nalezy stwierdzi¢, ze w procesie osiowego rozciagania (Sciskania) wystegpuja dwa stany:

— sprezysty, gdy |k| <Ag, |N| <Np,
— plastyczny, gdy |X| > Ag, |N| = Np.

Zaleznosci powyzsze sa stuszne tylko podczas obciazenia pregta jeszcze nieodksztatconego plastycznie.
Ponowne obciazenie — podobnie jak na poziomie punktu (por. p. 18.2.1) — przebiega wzdluz linii
przerywanej zaznaczonej na rys. 18.9b, w obecnosci trwatych odksztatcen plastycznych wytworzonych w
trakcie pierwszego obciazenia.

18.2.3. Zginanie

Dzialanie momentu zginajacego omowimy na przyktadzie preta o jednej osi symetrii (rys. 18.11a).
Osie srodkowe oznaczymy przez y, z, przy czym o$ z jest osia symetrii przekroju. Proces zginania
przesledzimy podczas stopniowego zwigkszania momentu M = M, .
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&s -6p
& @\ B @ ® b
8 EpE & &

Rys. 18.11

W obszarze sprezystym, gdy |8|<8 s, 0$ obojgtna pokrywa si¢ z osia cigzkosci y. Odpowiednie
rozktady odksztalcen i naprezen przedstawia rys. 18.115. Gdy najwigksze odksztalcenie, wystgpujace w
skrajnych dolnych wioknach (z4>zg), osiagnie wartos¢ g, wowczas naprezenie normalne w tych
wldknach ¢ = Gp.

(rys. 18.11¢). Odpowiada temu moment zginajacy M = Ms:
Mg=cp- WS, (18.7)

gdzie W(S) oznacza ,.sprezysty” wskaznik wytrzymatosci dla dolnych wtokien przekroju, Wm =Jy/zq.
Powigkszanie momentu zginajacego powoduje wzrost odksztatcen i jednostronne uplastycznienie dolnych
wilokien przekroju (rys. 18.11d).

Z definicji sit wewnetrznych dla czystego zginania:

N=[oa1=0, M,=[c-zd1=m,
A A

wynika, ze w przekroju o jednej osi symetrii 0§ oboj¢tna nie pokrywa si¢ juz z osia cigzkosci (A # 0).
Dalszemu wzrostowi momentu towarzyszy dalszy wzrost odksztatcen i zmiana potozenia osi obojgtnej. Z

chwila, gdy w skrajnych goérnych widknach przekroju odksztalcenie osiagnie warto$¢
—eg (tzn.e(—z4,) = —€g), rozpoczyna si¢ dwustronne uplastycznienie przekroju (rys. 18.1le). Stan

sprezysty wystepuje wowczas tylko w strefie wewngtrznej przekroju, sasiadujacej z osia obojegtna.
Gdy odksztatcenia sg duze, strefa sprezysta (tzw. jadro sprezyste) obejmuje niewielka czg$¢ przekroju
(rys. 18.11f). Mozna woéwcezas przyjaé, ze uplastyczniony jest caly przekrdj. W strefie $ciskanej

wystepuja stale naprezenia o wartosci —op, a w strefie rozciaganej naprezenia o wartosci +op (por.
rys. 18.12). Potozenie osi obojgtnej ustalamy z warunku, ze N = O:

N:J'csdAz J'oPdA— IcPdA:O.
A A A-

Widzimy zatem, ze pole strefy $ciskanej 4~ jest rowne polu strefy rozciaganej AT = A4/2 = 4”. Wynika
stad, ze w chwili osiagnigcia no$nosci granicznej na zginanie o$ obojgtna dzieli przekrdj na potowy.
Nos$nosc¢ ta jest najwigksza warto$cia momentu zginajacego, jaka moze przenie$¢ przekrdj preta:

(M}, = Mp = [0(2)z 4,
A

gdzie
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Cp, Z()SZSZd,
o(2)=
—Op, —Zy=<zZz,

przy czym zo oznacza tutaj odlegtos$¢ osi obojetnej od osi cigzkosci (por. rys. 18.11g). Wobec tego

Mp=cp J' (z—zo)dA—GPJ(z—zo)dA=Gp[Sn(A+)—Sn(A_).
A* A~

Wielkosci S,(A47) i S,(A7) przedstawiaja momenty statyczne pol 4" i 4~ wzgledem osi obojetnej 7,
dzielacej na pot catkowite pole przekroju 4 = AT + 4~ (rys. 18.12).

-Gp

i 35pA )

5 n n
!

!

. =

Rys. 18.12

Nietrudno pokazaé, ze S,(A7)—S,(47)= 28, (4"), gdzie 2Sy(A+) oznacza moment statyczny

potowy przekroju wzgledem osi cigzkosci y. Stwierdzenie to uzasadnimy rachunkiem:

S, (A1)~ 8,(47)= j (z-20)dA - J(z—zo)dAz

A" A”
= IZdA—ZO' J dA - IZdA-i—ZO' J.dAz J zdA - J.szz
A" A" A” A” A" A-

- jsz— _[sz— Isz -2 IszzZSy(A+).
At A A" A*
W podsumowaniu stwierdzamy, ze no§no$¢ graniczna przekroju podczas zginania okres$la wzor:
Mp=cp WP, (18.8)
gdzie
W) =85,(47) = 8,(47)=25,(4™). (18.9)

Przez analogi¢ do wzoru (18.7) W(P) nazywamy plastycznym wskaznikiem wytrzymatosci przekroju,
przy czym W(P) > W(S)

Z chwilg osiagnigcia granicznego momentu plastycznego Mp obserwujemy narastanie kata obrotu
przekroju przy stalej warto$ci momentu zginajacego (M = Mp).
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Na podstawie rys. 18.11 stwierdzamy, ze w procesie zginania przekroju pregta mozna wyroznic trzy stany:

— sprezysty, gdy M < Mg (rys. 18.11b, ¢),
— sprezysto-plastyczny (jedno- i dwustronne uplastycznienie, rys. 18.11d, e), gdy Mg< M < Mp,

— graniczny, gdy M= Mp (rys. 18.11f, rys. 18.12).

Uzyskane dotychczas rezultaty zastosujemy do badania obciazenia i odciazenia preta zginanego o
przekroju prostokatnym (rys. 18.13).

al b) ¢l d| e
0 &, G- %ﬂ G

N
SNNNNN
|

<A

)& DS Q)

Cp
rz obcigzenie odcigzenie naprezenia
resztkowe
Rys. 18.13

W przekrojach bisymetrycznych, a wigc i w przekroju prostokatnym, uplastycznienie obu skrajnych
wlokien nastgpuje rownoczesnie, gdyz o(e) = —o(—¢€), a 0§ obojgtna w procesie zginania pokrywa sig
zawsze z osia cigzkosci. Granicg migdzy stanem sprezystym a sprezysto-plastycznym wyznacza moment
Mg :

b(2a)? o202

MSZGP'W(S)Z Png(l ‘O p,

6

ktéremu odpowiada krzywizna

M, o
(a) Kg=—2=—"L,

EJ Ea
Graniczny moment plastyczny

MP = GP . W(P) ,
gdzie
wiP) =28 (4% = 2ab%a =ba® =15-w'S,

skad

Mp=ba* cp=15 M.
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Momentowi temu towarzyszy nieskonczenie duza krzywizna. Przyjmijmy, ze na przekrdj dziata moment
zginajacy M, odpowiadajacy stanowi sprezysto-plastycznemu (Mg < M < Mp). Wyznaczymy teraz zalez-
nos¢ migdzy momentem M a krzywizna k. Z rysunku 18.13¢ widzimy, ze

1 1 1 7 1 1
M =bo (2a-—a—2-—z —z jzbc (a ——z ),
P 2 ) N 3 N P 3 N

gdzie
zg - okresla zasigg jadra sprezystego.

Wykorzystujac wzory na Mg i Mp, zalezno$¢ powyzsza mozna zapisac jeszcze inaczej:
1(z¢) 1(zg)?

(b) M=Mp- 1——[—5) = Mg 1,5——[—5) :
3\a 2\ a

Z prawa plaskich przekrojow wynika zaleznos¢:
c
K.-z¢g=¢g¢= —P,
S S E

skad po wykorzystaniu réwnania (a):

(© 25 =L =

Z zaleznosci (b) 1 (¢) otrzymujemy poszukiwany zwiazek migdzy momentem a krzywizna w obszarze
sprezysto-plastycznym:

KEJ, k|<ks

2

@) M= (k)
Mp-ll—g(?‘g) }gn(k), K[> ks

Obrazem zaleznosci (d) jest rys. 18.14. Na rysunku tym linia O4B odpowiada obciazeniu, a prosta BD —

odciazeniu. Odcinek CD przedstawia krzywizne resztkowa (trwata) k ( ), pozostajaca po usunigciu
momentu zginajacego. Bardzo istotne jest jednak to, ze po odciazeniu w przekroju pozostaja rowniez

samorownowazace si¢ naprezenia resztkowe (residualne) . Naprgzenia te pozostaja zatem w
rownowadze z zerowym obcigzeniem. Wyznaczenie naprezen resztkowych w tym przypadku nie jest
trudne. Odciazenie, jak wiemy, ma charakter czysto sprezysty. Po obciazeniu momentem M wykres
naprezen jest taki jak na rys. 18.13c. Odciazenie odpowiada dodaniu liniowego wykresu naprezen
spowodowanego dzialaniem momentu przeciwnego znaku, —M (rys. 18.13d). W efekcie pozostaja
naprezenia resztkowe przedstawione na rys. 18.13e. Podczas ponownego obciazenia przekroju oprocz
odksztatcen trwalych trzeba jeszcze uwzgledni¢ naprezenia residualne. Aktualny stan naprezenia zalezy
zatem od historii obciazenia. Naszkicowane tutaj zjawiska wystgpujace w stanie sprezysto-plastycznym
przy obciazeniach zmiennych sa przedmiotem badan tzw. teorii przystosowania konstrukcji. Istote tych
probleméw omowimy w p. 18.5.
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Mp 5
MS ¢}~ ......... A
- 3"’? of D 2
: (r) P
L2,

L %s |

- =Mg
___________ +-Mp
Rys. 18.14

Rozwazymy teraz zginanie poprzeczne belek sprezysto-plastycznych. Zatozymy przy tym, ze wplyw
sit poprzecznych (naprgzen stycznych) na uplastycznienie przekroju jest pomijalnie maty.
Przeanalizujemy belke wspornikowa o przekroju prostokatnym, obciazona pionowa sila skupiona P
usytuowana na koncu swobodnym (rys. 18.154a).

Maksymalny moment zginajacy wynosi:
Mipax = P-1=n(P)- Mp,
przy czym dla zakresu sprezysto-plastycznego musi by¢ spetniona nierownosc:
%<n(P) <1, gdzie n(P)=P-l/ Mp.
Roéwnanie momentu zginajacego mozna zapisa¢ nastepujaco:

M(x):P-x:n(P)-MP%
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a)

2a

o
e
7 194
e

M(x)

Rys. 18.15

Gdy n<2/3, w kazdym punkcie belki wystgpuje jeszcze stan sprezysty 1 M.« < Mg, natomiast w
stanie granicznym, gdy m=1, M., = Mp. Dla posrednich wartosci m uplastycznienie skrajnych

wlokien zachodzi w przekroju x = xg. Warto$¢ xg wyznaczymy z warunku, ze M (x S) =M¢=2Mp/3:

X 2
M(xg)=P-xg=n-Mp TS=§MP,
skad
21 2Mp
Xg=—r—=——1=1.
3n 3 P
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W przekrojach odpowiadajacych odcigtej x > xg na podstawie robwnania (b) otrzymujemy:

2
M(x)=n~Mp§=Mp[1—§(%S) }

2
M 3\a
Zalezno$¢ ta jest rownaniem tzw. frontu plastycznego, czyli granicy migdzy strefa plastyczng a jadrem

sprezystym. Rownanie to przedstawia parabole drugiego stopnia (rys. 18.15¢), ktorej wierzchotek lezy
poza belka w odlegtosci //m od swobodnego konca belki. W miar¢ powigkszania sity P rosnie rowniez

zatem

wspotczynnik . Gdy n — 1, tzn. (1/m)— 1, to w przekroju utwierdzenia osiagamy nosnos¢ graniczna.
Krzywizna w tym przekroju dazy do nieskonczonos$ci i rozpoczyna si¢ jednostajny ruch obrotowy calej
belki wokot osi obojetnej w przekroju utwierdzenia; belka przeksztatca si¢ w mechanizm (rys. 18.15d).
Obciazenie graniczne towarzyszace osiagnigciu pelnego uplastycznienia przekroju P = Py, = Mp/l. Jest to
najwigksze obciazenie P, jakie moze przenies¢ belka.

Obliczymy jeszcze ugigcie belki w stanie sprezysto-plastycznym ((2 /3)<n< 1). Do tego celu shuzy
wzor (d). Dla matych wartosci ugi¢é w(x) otrzymujemy:

M(x) _n-Mp 3 X

x==—-kgn—, x < xg,
2 | E7 T En T2 §

k(x):dx_2: ks\/ M 1

i st\/ . XSSXSZ,
I Mp—M(x)] A1-m-(x/0)]
przy czym
Mg 2 Mp

ST Er T3 B

Rozwiazanie ogodlne tego rownania rézniczkowego jest nastepujace:

wy(x), 0<x<xg
w(x) =
wy (X), xg <x<I,

gdzie
wl(x) =—%k5%x3 +C1X+D1,

4 / 2 X 32
wy(x)=——=Kk¢| — (1— -—j +Cox+D,.
2 (%) NG S(nj n 7 2 h

State C; 1 Dy wyznacza si¢ z warunkow brzegowych: w, (/) =0; w,'(l) =0, a state C; 1 D1 — z warunkow
ciagtosci: wy(xg) =wyr(xg); wi'(xg)=wy'(xg). Ksztalt linii ugigcia obrazuje rys. 18.15¢. Interesujacy
jest wykres zaleznosci migdzy maksymalnym ugigciem belki A = w(0) a sita P. Zalezno$¢ tg ustalimy za
pomoca roéwnania pracy wirtualnej, przyjawszy, ze statycznie dopuszczalne pole sit wirtualnych

odpowiada obciazeniu swobodnemu konca belki sita skupiong P = 1

(rys. 18.15¢, /):
/

T-A= j M(x)-k (x)dx,
gdzie ’
M(x)=1-x.
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Uwzgledniwszy wzor na krzywizng rzeczywista k(x) otrzymujemy:

Xg 1 2
3 nY2. . (N4 (16 2(2+n) -
A= '([x kST] dx—i—j \/_( 7)(?) dx—ks(ﬁj |:2—7+(2—7 ):|

przy czym mnoznik 4/27 oznacza udzial ugigcia sprezystej cze$ci belki (OSxSxS),a warto$§¢ w

nawiasie okraglym — ugigcia czg$ci sprezysto-plastyczne;j (x g<x< 1). Zaleznos$¢ A(P) mozna ostatecznie

zapisac, jak nastepuje:

3
%, PZSMSZGP'WS
MP)= PP 1[20 202+n)
n
e S 1 VY [ M¢<PI< Mp,
EJ n2{27 33 n} > :
gdzie
Pl
n=n(P)=——.
Mp

Wykres funkcji A(P) wraz z linia odciazenia podano na rys. 18.16. Na rysunku zauwazamy, ze
osiagnigcie nosnosci granicznej wiaze si¢ z dosy¢ znacznymi ugigciami. Okolicznos$¢ ta sprawia, ze
podczas projektowania na no§nos¢ graniczna sprawdzenie sztywnos$ci konstrukcji jest szczegolnie wazne.

Y

Rys. 18.16

Gdy usuniemy obcigzenie w zakresie sprezysto-plastycznym, nie osiagajac nosnosci granicznej
((2/3)<n<1), belka wykaze trwale ugigcie resztkowe A" ), a w przekrojach obszaru sprgzysto-

plastycznego (xs <x <1) pozostang réwniez naprgzenia resztkowe o). Jezeli badany uktad jest
statycznie wyznaczalny, to naprezenia te sa samorownowazace si¢. Inaczej jest na ogot w konstrukcjach
statycznie niewyznaczalnych, w ktorych po odciazeniu pozostaja resztkowe sity wewngtrzne bedace w
rownowadze z zerowym obcigzeniem zewngtrznym. Ilustracja tego moze by¢ wykres momentow
resztkowych przedstawiony na rys. 18.38f.

Powracajac do problemu frontu plastycznego, warto odnotowac¢, ze modut sprezystosci £ ma tylko
wplyw na warto$¢ ugigcia, natomiast nie ma wptywu na przebieg frontu plastycznego. Posta¢ réwnania
frontu plastycznego zalezy w istotny sposob od schematu statycznego belki oraz charakteru obciazenia.
W przypadku belki swobodnie podpartej o przekroju prostokatnym i obciazonej rownomiernie rownanie
frontu plastycznego jest hiperbola. Asymptoty hiperboli odpowiadaja osiagnigciu nosnosci graniczne;j.
Szczegoly tego przypadku podano na rys. 18.17.
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Rys. 18.17

18.2.4. Zginanie ze $cinaniem

W omawianym przypadku na ptaszczyznie przekroju preta oprocz naprezen normalnych o, wystepuja
naprgzenia styczne T,,. Rozgraniczenie stanéw sprezystego i plastycznego zalezy zatem od przyjgtego
warunku plastycznosci. W plaskim stanie naprezenia, gdy o,=0#0, 5,=0 oraz t,, =1 #0,

stosownie do warunku Treski-Guesta (TG) stany sprezyste okresla nierdwnosc:

GredZ\/62+4‘C2 <op, (18.10)

a dla warunku Hubera-Misesa-Hencky'ego (HMH):

Gred=\/62+3’52 <0 p. (18.11)

Jezeli charakterystyke o(€) z rys. 18.9 uogoélnimy w ten sposob, ze 6 oznacza naprezenie zredukowane, a
¢ — odksztalcenie zredukowane, to dla czystego $cinania obowiazuje zwiazek fizyczny:

Gy, <y
)= vl<rs (18.12)
tpesgn(y),  fr[=vs,
gdzie G jest modulem Kirchhoffa, y — catkowitym katem odksztatcenia postaciowego, a
-7
S G’
przy czym stosownie do wzorow (18.10) i (18.11):
%GP —dla warunku 7G,
TPEY (18.13)
—=Gp — dla warunku HMH.

NE]
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Sile poprzecznej — jak wiadomo — towarzyszy zawsze zmiana momentu zginajacego. Dlatego udziat
sily poprzecznej w procesie uplastycznienia przekroju rozwaza si¢ zazwyczaj lacznie z dziataniem mo-
mentu zginajacego. Przypadek ten jest niewatpliwie najtrudniejszy, i to gtéwnie z tego powodu, ze Sciste
okreslenie naprezen w danym przekroju wymaga analizy napr¢zen w catym precie, gdyz stan naprezenia
na dlugosci preta nie jest jednorodny. Trzeba jeszcze dodaé, ze trudno$¢ sama w sobie stanowi
wyznaczenie naprezen sprezysto-plastycznych przy czystym S$cinaniu, wywolanym przez wylaczne
dziatanie sily poprzecznej Q. Dalsze komplikacje wynikaja z faktu, ze nie obowiazuje juz zatozenie
plaskich przekrojow. Wszystkie wyzej wymienione okolicznosci sprawiaja ze nawet dla przekroju
prostokatnego dysponujemy tylko rozwiazaniami przyblizonymi.

Na wstegpie omowimy obciazenia powodujace pierwsze uplastycznienie przekroju prostokatnego.
Zatozmy, ze obowiazuje warunek plastycznosci HMH (18.11). Napr¢zenia normalne przy zginaniu
poprzecznym o i styczne t dla stanu czysto sprezystego okreslaja wzory:

GZ%Z, rz%{l—(i}z}

Wobec tego stan sprezysty zachodzi wowczas, gdy

a) b) c) d) e
M»Gred"GP

wptywl

rea-‘slp

; A . . , A
Q a L

, M <Foa pierwsze © My781qq
uplastycznienie

Rys. 18.18

Szczegotowa analiza tej nierownosci prowadzi do wniosku, ze wystgpuja dwa istotne przypadki podane
na rys. 18.18d, e. Dla bardzo duzych sit poprzecznych i niewielkich momentéw zginajacych pierwsze
uplastycznienie zachodzi we witdknach wewngtrznych lezacych na osi obojgtnej (rys. 18.18d). Gdy na
catej dhugosci preta M <4/1,5 Qa oraz Q = const, pierwsze uplastycznienie warstw wewnetrznych
powoduje wzajemny poslizg na granicy tych warstw i jednoczesne osiagnigcie no$nosci granicznej.
Warunki takie wystgpuja niezmiernie rzadko, i to w belkach bardzo krotkich 1 bardzo obciazonych.
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Rys. 18.19

Omowiony przypadek dowodzi stusznosci stwierdzenia, ze procesy zginania sprezysto-plastycznego z
uwzglednieniem wptywu sit poprzecznych maja charakter globalny, zaleza bowiem od stanu naprgzenia
w catej belce. Drugi przypadek — znacznie czeSciej wystgpujacy w praktyce — odpowiada sytuacji
podanej na rys. 18.19, w ktérej moment zginajacy jest dostatecznie duzy. Pierwsze uplastycznienie
wystepuje wowczas w skrajnych zewnegtrznych wioknach preta. Dalsze powigkszanie obcigzenia
powoduje uplastycznienie wtokien lezacych blizej osi przekroju. Umowny stan nosnosci granicznej
osiagamy wtedy, gdy naprgzenia styczne na osi preta osiagnag warto$¢ tp (rys. 18.19d). Umownos¢ tego
stanu polega znowu na tym, Zze wyczerpania nosno$ci nie mozna rozpatrywacé tylko na poziomie
przekroju, gdyz zalezy on rowniez od stanu panujacego w innych przekrojach belki. Potwierdzeniem tego
sa badania teoretyczne i doswiadczalne [19], ktore wykazaly np., ze osiagnigciu no$nosci granicznej
szerokiej belki wspornikowej obciazonej sita skupiona towarzyszy poslizg na krzywoliniowej krawedzi
sprezystego jadra w okolicy utwierdzenia (rys. 18.19f). Naprezenia normalne o i styczne t przedstawione
na rys. 18.19¢, d spelniaja warunki statycznej dopuszczalnosci, czyli spetniaja rownania roézniczkowe
rownowagi oraz nie naruszaja warunku plastycznosci (G4 <o p). Charakterystyczne jest to, ze
naprezenia styczne sa przejmowane tylko przez wewngtrzna, nie uplastyczniong czgs¢ przekroju, a ich
rozktad opisuje znany wzor:

T= o8’ ,
b(z)J'

gdzie S' oraz J' oznaczaja odpowiednio moment statyczny i moment bezwladnosci sprezystej czesci

przekroju. W celu ujednolicenia sposobu podejscia przyjmuje si¢ czasami, ze rozklad naprezen
normalnych i stycznych w chwili osiggnigcia no$nosci granicznej odpowiada rys. 18.19e. Rozktad
naprezen stycznych wykazuje jednak nieciaglos¢, ktora jest statycznie niedopuszczalna.

18.2.5. Skrecanie

W stanie sprezystym problem skrgcania swobodnego opisuje rownanie rozniczkowe czastkowe funkcji
naprezen F(y,z) (por. p. 12):
2 2
6_§'+8 5:—2G®, (18.14)
oy oz

przy czym na konturze przekroju preta funkcja naprezen musi spetnia¢ warunek brzegowy:
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Fo(y,z)=0. (18.15)

Warunek (18.15) wynika z wymagania, by pobocznica preta byta wolna od naprezen. Naprezenia styczne

Ty 17Ty, sa powiazane z funkcja naprezen nastgpujacymi zaleznosciami:
oF oF
T =—0, T, =——. 18.16
T, Xz ay ( )

Zaleznosci te gwarantuja spelnienie rozniczkowych roéwnan réwnowagi wewngtrznej. Warto$é
wypadkowego naprezenia stycznego (T, =Ty, +T,,) Wynosi zatem:

2 2
oF oF
T =[] = ‘t)%y-l-‘t)%zz\/(gj +(§) =|grad F| (18.17)

Naprezenie 1, w danym punkcie (y, z) jest wigc rowne tangensowi najwigkszego kata nachylenia stycznej
do powierzchni F(y,z). Warto§¢ momentu skrecajacego, obliczona z réwnan statyki, odpowiada
podwojnej objetosci bryty ograniczonej powierzchnia F(y, z) i plaszczyzna F = 0:

m :2J-F(y,z) dA. (18.18)
A

W obszarze odksztatcen plastycznych oraz na granicy obszaréw sprezystego i plastycznego wypadkowe
napr¢zenie styczne rowna si¢ granicy plastyczno$ci przy czystym $cinaniu (T, =7 p ). Poslugujac sig
nadal koncepcja funkcji napr¢zen warunek ten, stosownie do zaleznosci (18.17), prowadzi do

nieliniowego roéwnania rézniczkowego:
2 2
(a—Fj +(5—Fj =13, (18.19)
y

oz
W obszarze plastycznym stuszne sa zatem wszystkie podane wyzej zaleznos$ci, obowiazujace rowniez w
obszarze spr¢zystym, z ta tylko rdznica, Zze miejsce rownania (18.14) zajmuje rownanie (18.19).
Réwnanie (18.19) mozna zapisa¢ w postaci:

|grad F|=1P = const. (18.19a)

Oznacza to, ze w obszarze plastycznym kat nachylenia stycznej do powierzchni funkcji naprezen F(y, z)
w kazdym punkcie tego obszaru jest staly. Rownanie (18.19a) wykazuje analogie¢ do rdéwnania
opisujacego wzgorze usypane z idealnie sypkiego piasku:

|grad f| = tgu = const, (18.20)

przy czym f= f(y, z) oznacza rzedne wzgorza piasku, a p jest katem stoku naturalnego. Gdy przekroj preta
jest w pelni uplastyczniony, rzedne funkcji naprezen F(y, z) odpowiadaja rzednym wzgodrza usypanego z
piasku na figurze ptaskiej o ksztalcie badanego przekroju. Analogie wzgorza piaskowego zauwazyt Nadai
w 1923 roku. Analogi¢ t¢ — podobnie jak analogi¢ blonowa w stanach spr¢zystych — wykorzystuje si¢ w
badaniach doswiadczalnych majacych na celu ustalenie no$nosci granicznej przekrojow o
skomplikowanych ksztattach.

W stanach sprezysto-plastycznych obowiazuje tzw. analogia dachu. Jest to potaczenie analogii
btonowej z analogia wzgorza piaskowego. Analogi¢ dachu wyobrazamy sobie nastepujaco. Nad konturem
rozpinamy przezroczysty ,,dach” o ksztalcie wynikajacym z analogii wzgdrza piaskowego. Na tym
samym konturze wewnatrz dachu rozpinamy btong i poddajemy ja wewngtrznemu ci$nieniu. Poczatkowo
btona nie bgdzie stykata si¢ z dachem, co odpowiada skrg¢caniu sprezystemu. Wzrost cisnienia spowoduje,
ze w pewnych obszarach (tj. obszarach plastycznych) btona bedzie przylegata do dachu. Przyleganie
btony na catej powierzchni dachu odpowiada pelnemu uplastycznieniu preta, czyli osiagnigciu nosnosci
granicznej na skrecanie. Geometryczny sens opisanych analogii dla skrecania preta o przekroju kolowym
ilustruje rys. 18.20.
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Stan sprezysty obserwujemy, gdy w skrajnych wtoknach zewnetrznych naprezenie 1, nie przekracza war-
tosci tp, tzn. gdy

M < Mg =1p- W,
przy czym Wés) =Jy,/R= nR> /2 ioznacza tu tzw. sprezysty wskaznik wytrzymatos$ci na skrgcanie.

Graniczna warto$¢ momentu plastycznego odpowiada podwdjnej objgtosci wzgorza piaskowego, ktore
dla przekroju kotowego ma ksztatt stozka o nachyleniu tworzacych wynoszacym 1p:

Mp =%nR2 ~h=%nR2(RtP):rp-W1(f) =§zms,

gdzie WI(,S) =21R3 /3= 4WS(S) /3 ioznacza tzw. plastyczny wskaznik wytrzymato$ci na skrecanie.

al  m<m bl M, <M <My cl M=mp

zyst ta zysto-plastyczn nosnosc
stan sprezysty stan sprezy p yczny ALk
T F(s
/N
h(TP@//'"- i MO '[(IP
R 3 o

3
|

Rys. 18.20
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W stanie sprezysto-plastycznym wykres naprezen stycznych jest linia tamana (por. rys. 18.206). Po
odciazeniu preta powstaja naprezenia resztkowe o przebiegu przedstawionym na rys. 18.21.

Rys. 18.21

Omowiony wyzej sposob postgpowania mozna wykorzysta¢ takze do dla innych ksztattéw przekroju.
Rysunek 18.22 ilustruje skrgcanie preta o przekroju trojkatnym. Zakres stref plastycznych przedstawia
rys. 18.22a. W chwili osiagnigcia nosnosci granicznej wzgoérze piaskowe ma ksztalt ostrostupa o
podstawie trojkatnej (rys. 18.22b). Charakterystyczne sa tutaj linie nieciagtosci naprezen stycznych,
wzdhiz ktérych napre¢zenia wypadkowe T, gwaltownie zmieniaja kierunek (rys. 18.22¢).

a)  b)

Rys.18.22

Ksztatty funkcji naprezen F(y, z) w chwili osiagnigcia nos$nosci granicznej dla przekrojow
prostokatnego i kwadratowego ilustruje rys. 18.23.
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Rys. 18.23

18.3. PODSTAWY TEORII KONSTRUKCJI PLASTYCZNYCH.
NOSNOSC GRANICZNA KONSTRUKCJI

18.3.1. Podstawy teorii plastycznosci

Charakterystyke materiatu sztywno-idealnie plastycznego w przypadku jednoosiowym przedstawia
rysunek 18.24a.

a) G b) Ao bE  c
ldo_ b
y
Sp } ‘ N
I odcigzenie AN
! td o LN
N
o-nd- S
' A F B
__SP o 6;

Rys. 18.24

Material ten nie wykazuje wzmocnienia, a jedyna przyczyna deformacji sa odksztatcenia plastyczne.
Modelowi sztywno-plastycznemu poswigcono wiele uwagi i uzyskano bardzo uzyteczne rezultaty,
wykorzystywane gldwnie w ocenie no$nosci granicznej elementow i uktadéw konstrukcyjnych. Jednakze,
postugujac si¢ tym modelem, warto pamigtaé o tym, ze nieomal kazdy material wykazuje w
rzeczywistosci pewne cechy sprezyste. Koncepcja materiatu idealnie plastycznego niesie ze soba nie
tylko pewne uproszczenia, ale réwniez pewne subtelnos$ci pojeciowe. Problematyka materiatow i
konstrukcji plastycznych jest obszernie omowiona w kilku polskich monografiach (por. [40], [41], [45],
[56]).
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Na wstepie przedstawimy pewne ogélne informacje dotyczace teorii ciat idealnie plastycznych. Do
opisu zachowania si¢ materiatu plastycznego Wprowadza sig¢ naprezenia o, predkosci (przyrosty) prze-

mieszczen 1; oraz predkosci odksztatcen plastycznychs wystepujace podczas ptynigeia plastycznego.

lj b

Budowa ogolnej teorii ciat idealnie plastycznych opiera si¢ na definicji plynigcia plastycznego jako
procesu, w ktorym napreZenia nie zaleiq od skali czasu. Oznacza to np., ze w czasie prob jednoosiowego
rozciagania przeprowadzanych z roznymi predkos$ciami odksztatcen naprgzenia sa takie same i rownaja
si¢ granicy plastycznosci. W jezyku matematyki niezalezno$¢ naprgzen od skali czasu odpowiada
przyjeciu, ze napr¢zenia sa jednorodna funkcja stopnia zero wzgledem predkosci odksztatcen
plastycznych. Z teorii funkcji jednorodnych wynika przede wszystkim istnienie warunku plastycznos$ci
jako pewnej funkcji skalarnej wiazacej naprezenia, F (o) =0. Oznacza to, ze pojawienie si¢ deformacji
plastycznych jest uwarunkowane spetlnieniem rownania F(o)=0. Jezeli ponadto zaakceptujemy
zalozenie, ze

(a) aGl] _ Jdou

08l 0E;

ktore wydaje si¢ oczywiste przynajmniej dla materiatow izotropowych, to mozna wykazaé, ze predkosci
odksztalcen plastycznych wyraza tzw. stowarzyszone prawo ptynigcia:

0 F
b §f =n——

(b) &j =*7 o
gdzie ) jest pewnym mnoznikiem skalarnym. Zaleznos¢ (b) wskazuje, ze wektor predkosci odksztalcen
jest prostopadly do powierzchni opisanej przez warunek plastycznosci. ,,Stowarzyszenie” polega na tym,
ze role potencjatu dla predkosci odksztatcen plastycznych & odgrywa tutaj funkcja F (o). Réwnanie ()
wiaze naprezenia z predkos$ciami odksztatcen, ma zatem sens rownania fizycznego dla cial plastycznych.

Podstawowa wlasnos$cia procesdOw plastycznego plynigcia jest dyssypacja energii odksztalcen

plastycznych. Zaktada sie wige, Ze rozpraszana moc na jednostke objetosci d musi by¢é nieujemna:

(c) d= 08 L>0.

g2
Jezeli ponadto materiat idealnie plastyczny jest niescisliwy (tzn. € lgc =0), a pomigdzy naprezeniami i
odksztatceniami wystgpuje zwiazek tensorowo-liniowy, to na podstawie nierdwnosci (c) mozna latwo
wykaza¢, ze mnoznik skalarny L>0.

Z nieujemnosci dyssypacji oraz prawa plynigcia wnioskujemy ponadto, ze obszar ograniczony
warunkiem plastyczno$ci musi by¢ gwiazdzisty, tzn. promien-wektor wyprowadzony z poczatku uktadu
w przestrzeni naprgzen moze tylko jeden raz przecina¢ powierzchnig plastycznosci.

Dalsze ograniczenie na warunek plastycznosci wynika z tzw. postulatu Druckera (1950 rok). Postulat
ten glosi, ze przyrost pracy wykonanej w cyklu naprezeniowym na nieskonczenie malym przyroscie
odksztalcenia jest nieujemny. Sens postulatu Druckera dla jednoosiowego przypadku obciazenia i
odciazenia materiatu sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem liniowym objasnimy na wykresie c—¢
(por. rys. 18.24b, [15]). Naprg¢zenie 6 odpowiada punktowi powierzchni plastycznosci, tzn. F(c) =0, a
naprezenie ¢ ' odpowiada dowolnemu stanowi dopuszczalnemu lezacemu wewnatrz lub na powierzchni
plastycznosci, tzn. F(c’) < 0. Symbolem do oznaczono infinitezymalny przyrost naprezenia, a symbolami

d" oraz de’ oznaczono odpowiednio przyrosty odksztatcen sprezystych i plastycznych wywotane przez
przyrost naprezenia do. Z rys. 18.24b wynika jasno, ze pole prostokata BCEF jest nie wigksze niz pole
prostokata ABCD. Nieré6wno$¢ t¢ mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob (por. [15]):

(c—c'+do)de” +de¥)— (6 —c' +do)deE
lub po redukcji wyrazéw podobnych
(d) (6 —o")del +do det >
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lloczyn do de ¥ w powyzszym wzorze jako mata warto$¢ wyzszego rzedu moze by¢ pominigta.
Whioskujemy stad, ze

(e) (c-c")del >0
lub
1) cdef >c'de”.

Nierownos¢ (e) jest esencja postulatu Druckera. Obowiazuje ona zarowno dla materialdw idealnie
plastycznych, jak i materialdow ze wzmocnieniem plastycznym. W przypadku idealnej plastycznosci,
zgodnie ze wzorem (c¢) przyrost dyssypacji energii odksztalcen plastycznych odpowiada

iloczynowic det . W tym przypadku nierownos¢ (f) wyraza sens hipotezy maksymalnej pracy (mocy)
Pplastycznej, podanej w 1950 roku przez Hilla: sposrod wszystkich dopuszczalnych stanow naprezenia
rzeczywisty stan naprezenia © daje najwiekszy przyrost dyssypacyi.

Jezelic =o', to nierownos¢ (d) przybiera postac:

(2) do de* > 0.

Zaleznos¢ (g) definiuje statecznosé materialu: wzrostowi naprezenia towarzyszy zawsze wzrost
odksztatcen plastycznych. Znak réwnosci wystgpuje jedynie w przypadku idealnej plastycznosci, kiedy
przyrostowi odksztalcen plastycznych nie towarzyszy przyrost naprezen.

Uzyskane wyzej wyniki mozna uog6lni¢ na trojosiowe stany naprgzen i odksztalcen. Zastapienie

naprezehi 6 przez oy, odksztatcen el przez g; oraz nieskonczenie matych przyrostow przez ich
predkoscei, tzn.: doj; =c5',~j dt i dsl-f :éijl-) dt , pozwala zapisa¢ nierownosci (e) i (f) w nastepujacy
Sposob:

(h) (0 —0;)Ef =0,

0) G, L >0.

Jezeli wykorzystamy prawo ptynigcia (), to nierd6wnos¢ (#) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

1) (GU—GU')~%ZO,

co dowodzi, ze obszar ograniczony warunkiem plastycznosci przy akceptacji postulatu Druckera jest
wypukty. Wypuklos¢ warunku plastycznosci przy danych predkosciach odksztatcen plastycznych po
spetnieniu stowarzyszonego prawa ptynigcia gwarantuje jednoznacznos$¢ stanu naprezenia oraz zapewnia
statecznos$¢ materiatu.

18.3.2. Podstawowe zaleznosci teorii plastycznych konstrukcji
pretowych

W obliczeniach konstrukcji ztozonych z elementéw pretowych i powierzchniowych (ptyty, powtoki)
postugujemy si¢ wielkosciami uogoélnionymi. Rolg uogélnionych naprezen Y; odgrywaja zazwyczaj sity
wewngetrzne (sily normalne i1 poprzeczne oraz momenty zginajace i skrgcajace), a uogolnionymi
predkosciami odksztalcen é; sa predkosci odpowiednich wielkosci kinematycznych (predkos¢ wydhuzen,
katow S$cinania, krzywizn i jednostkowych katéw skrecania). Zaleznosci podstawowe w przypadku
elementow konstrukcyjnych otrzymuje si¢ przez catkowanie odpowiednich zaleznosci przytoczonych w
p. 18.3.1, obowiazujacych na poziomie punktu. Przyporzadkowanie wielkos$ci uog6lnionych Y = {Y}

1

oraz € = {e’l-} wynika z zasady rownowaznosci mocy dyssypowanej:
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D:jcrsérsdA:ZYjé, (18.21)
A J

odniesionej do jednostki dtugosci preta lub jednostki powierzchni ptyty badz powloki. W plaskich ukta-
dach pretowych, gdzie Y = {N ,O,M ,im} oraz €= {k, B k.0 } , jednostkowa moc dyssypowana wynosi:

D:J'c,,sg'mdAzz:@éj=N>L+QB’+M|< -6 . (18.21a)
A J
Wymaganie nieujemnosci mocy dyssypowanej odpowiada nieréwnosci
D>0. (18.22)

Wprowadzenie uogélnionych naprezen wymaga okreslenia warunku plastycznosci jako funkcji sit
wewngtrznych. Warunek ten w przekroju preta wyraza funkcja @(Y;):
d(Y;)=0. (18.23)

Jezeli d(Y;) <0, to dany przekroj jest sztywny, a sily wewngtrzne sa — ogolnie biorac — nieokreslone. W
pewnych szczegdlnych przypadkach mozna je obliczy¢ jedynie z rownan rdwnowagi danej czgsci

konstrukcji.
Stowarzyszone prawo mozna zapisac, jak nastepuje:
v. 22 sy,
é = oY (18.24)
0, D <0.

Mnoznik v, bedacy odpowiednikiem mnoznika A w teorii o$rodka plastycznego, moze by¢ funkcja
potozenia (np. w pretach v =v(x) ). Prawo plynigeia bywa nazywane réwniez prawem normalnosci, gdyz
wynika z niego, ze wektory é€sa normalne do powierzchni plastycznosci (rys. 18.25). Gdy warunek
plastycznosci ma naroze, wowczas kierunek wektora € nie jest $ci§le okreslony. Mozna wowczas
stwierdzi¢ tylko tyle, Ze jest zawarty on migdzy normalnymi do sasiadujacych fragmentow powierzchni
plastycznosci.

Y .
€ b)
$=0 .
€ > 8
Y
Q Y, '
$<0
e
c) ad)

dla niewypuktego
warunku plastycznosci
SAY;-€j€0

Rys 18.25
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Teoria cial idealnie plastycznych pozwala oszacowaé nosnosé graniczng, tzn. najwigksze obciazenie,
jakie moze przenies¢ rozwazana konstrukcja. Praktyczne znaczenie teorii nosnosci granicznej w projek-

towaniu i ocenie bezpieczenstwa konstrukcji trudno zatem przeceni¢. Znajomos$¢ funkcji @(Y;) odgrywa
bardzo wazna rolge w tej teorii, gdyz pozwala okresli¢, kiedy material przechodzi w stan plastyczny, a
ponadto poprzez stowarzyszone prawo plynigcia precyzuje kinematyke ptynigcia.

18.3.3. Dwa podstawowe twierdzenia nosnosci granicznej konstrukcji

W teorii no$no$ci granicznej przyjmujemy, ze obcigzenie konstrukcji P; jest proporcjonalne do
pewnego mnoznika skalarnego p (jest to tzw. obciazenie proporcjonalne):
Pi=pp;, (18.25)

gdzie p; oznacza pewne obciazenie porownawcze (np. eksploatacyjne). Przy pewnej wartosci mnoznika p
no$nos¢ konstrukcji zostanie wyczerpana; konstrukcja przeksztalca si¢ w mechanizm. Stanowi temu
odpowiada obcigzenie graniczne wyznaczone przez graniczna warto$¢ mnoznika | = ;. Zasadniczym

celem teorii no$no$ci granicznej jest ustalenie granicznej warto$ci mnoznika obciazenia .

Statycznie dopuszczalne pole naprezen uogolnionych }?0 :
- spelnia réwnania réwnowagi wewngtrznej i napr¢zeniowe warunki brzegowe (tzn. jest w
réwnowadze z obcigzeniami pp;),

—  nie narusza warunku plastycznosci, czyli CD(ZO) <0 (por. rys. 18.25b).

. . ;. WK
Kinematycznie dopuszczalne pole predkosci 1 :
- spelnia kinematyczne warunki brzegowe oraz warunki ciagtosci,

- pozwala ze zwiazkow geometrycznych e';k = e';k (u;) otrzymac niezerowe pole odksztalcen,
- okresla dodatnia moc obciazen zewnetrznych L = uj P J-L't;k-ds >0.

Kazdej predkosci odksztatcenia é;k musi odpowiada¢ takie pole uogoélnionych naprezen );-*, by byt

spelniony warunek plastycznosci, tzn. (D(I?*) =0, gdyz w przeciwnym razie nie zachodzitloby w
konstrukcji rozpraszanie (dyssypacja) energii. Dodaé trzeba, ze wypuklos¢ warunku plastycznosci

gwarantuje jednoznaczne przyporzadkowanie uogdlnionego naprgzenia Yl* danej predkosci odksztatcenia

é; . Sytuacje te ilustruje rys. 18.25¢. Istotne jest, Zze napre¢zenia Y,-* nie musza spetnia¢ warunkow
roOwnowagi wewnetrzne;.
*

; odpowiadaja predkosci odksztatcen e‘l-*, to wewnatrz

Skoro predkosciom przemieszczen u
%k

konstrukcji nastgpuje dyssypacja energii, gdyz Y, e': > 0. Catkowita moc dyssypowana w konstrukcji

9 = [ Dds = [oyezav = [(F17e Jas>o0.
S S

v

wyraza si¢ wtedy nastgpujaco:

. -* r . ror . . 3 . . . 4
Mozna zatem dla danego u; wyznaczy¢ taka intensywno$¢ obciazenia pgp;, Ze moc obciazen

zewnetrznych L bedzie réwna wewnetrznej mocy dyssypowanej © (tzn. L =2). Mamy wiec:

MK_[ pjityds = J. (Z K*é;)ds - J. DY),
N

N N

skad otrzymujemy kinematyczny mnoznik obciazenia pg :
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jD(Y*,é*)ds
pju;as
S

Wyznaczenie statycznie dopuszczalnego pola naprezen i kinematycznie dopuszczalnego pola
predkosci odksztatcen w chwili osiagnigcia nosnosci granicznej jest na ogoét bardzo trudne. Zazwyczaj
stosujemy jedno z dwdch podejs¢: statyczne lub kinematyczne.

W podejsciu statycznym poszukujemy takiego mnoznika obcigzenia p = pg, ktore odpowiada
statycznie dopuszczalnemu polu naprezen }?0 .
W podejsciu kinematycznym poszukujemy takiego mnoznika obciazenia 1 = pg , ktére odpowiada

. . r . . r . *
kinematycznie dopuszczalnemu polu predkosci przemieszezen u; .

Nizej przedstawiamy schemat ilustrujacy, jakie zaleznosci sa spetnione przy obliczaniu mnoznikéw
Wg, Mg oraz $cistej wartosci mnoznika p; , odpowiadajacego tzw. rozwiazaniu zupetnemu
(kompletnemu):

__— réwnowaga
s —

warunek plastycznosci

nr

Ug /
T kinematyka (dyssypacja)

Ocenimy warto$§ci mnoznikdéw pg1 pgp W porOwnaniu z wartoscia Scista py. W tym celu
przyjmiemy, ze rozwiazanie zupeitne charakteryzuja: obciazenie P; = p, naprezenia uogolnione Y,
predkosci przemieszczen u oraz stowarzyszone z nimi predkosci odksztatcen é .

Dla rozwiazania zupelnego obowiazuje rOwnanie mocy wirtualne;j:

(a) J(ZYiéi)dF HLJ.Pjilde-

N A

Dla rozwiqzania statycznego roéwniez mozna ulozyé rownanie mocy wirtualnej, w ktorym
wprowadzamy statycznie dopuszczalne naprezenia uogolnione KO i prawdziwe wielkos$ci kinematycznie
dopuszczalne:

) [(X 1% s = s [ oyt s

N

Po odjeciu od siebie réwnan (a) i (b) otrzymujemy:
© J[20n -1 s = (g = s [ s
S S

Na podstawie postulatu Druckera wnioskujemy, ze wyrazenie (Y; —Xo)él- >0. Wida¢ to wyraznie na
rys. 18.25bh, gdyz przedstawia ono iloczyn skalarny dwoch wektorow tworzacych ze soba kat ostry. Lewa
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strona rownania (¢) jest zatem nieujemna. Po prawej stronie tego rownania catka I pju;ds przedstawia

warto$¢ proporcjonalna do mocy sit zewngtrznych, ktora jest zawsze dodatnia. Wobec powyzszego rdzni-
ca mnoznikow L; — pg jest zawsze nieujemna, stad na podstawie rownania (¢) otrzymujemy:

(@) HsSHL,

W rozwiqzaniu kinematycznym réwnanie bilansu mocy dyssypowanej (nie jest to rOwnanie mocy
wirtualnej!) dla rozwiazania kinematycznego ma postac:

© [ > veids =k pyias.
N

N

Poniewaz w rozwiazaniu kinematycznym wielkosci u; oraz e¢; sa kinematycznie dopuszczalne, a

wielkosci Y; w rozwiazaniu Scistym sa statycznie dopuszczalne, sluszne jest réwniez nastgpujace
réwnanie mocy wirtualne;j:

S

N

Po odjeciu réwnania (f) od réwnania (e) otrzymujemy:

&) J[2 08" = xe Jas= (e = 0| s,

. . * . * . . . . . 7. .
Poniewaz (Y, —Y;)é; na podstawie postulatu Druckera jest nieujemne oraz I P ju;ds >0, zatem roznica

Hg —Up ZO, Stqd

(h) Hg 2 Hp.

Z przytoczonych wywodow wynikaja dwa bardzo wazne twierdzenia.

Twierdzenie o ocenie dolnej (ocena statyczna):

Rzeczywista intensywnos¢ obciqzenia granicznego jest okreslona przez najwiekszy sposrod mnoznikow
obciqzenia dla wszystkich statycznie dopuszczalnych pol naprezen, tzn.:

Lz =suppg. (18.27)

Twierdzenie o ocenie gornej (ocena kinematyczna):
Rzeczywista intensywnos¢ obciqzenia granicznego jest okreslona przez najmniejszy sposrod

mnoznikow obciqzenia dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pol predkosci przemieszczen,
izn.:
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Twierdzenie o ocenie dolnej wynika ze wzoru (d), a twierdzenie o ocenie gornej — ze wzoru (4). Z obu
powyzszych twierdzen wnioskujemy, ze zachodzi nieréwnos¢ jednoczesna:
Mg S Hp S Hg. (18.29)

Z analizy twierdzen o ocenie dolnej 1 ocenie gornej wynikaja m. in. nast¢pujace wnioski praktyczne:
- dodanie niewazkiego materialu bez zmiany warunkéw brzegowych nie prowadzi do
zmniejszenia obcigzenia granicznego,
- podwyzszenie granicy plastyczno$ci materiatu nie obniza nosnos$ci konstrukcji,
- ostabienie wigzoéw kinematycznych nie prowadzi do podwyzszenia no$nosci graniczne;.

18.3.4. Warunki plastycznosci wyrazone przez naprezenia uogolnione

Rozwazymy jednoczesne dziatanie sity normalnej i momentu zginajacego na przekroj prostokatny
(rys. 18.26a, b). Rozktad naprezen w chwili osiagnigcia no$nosci granicznej podano na rys. 18.26¢. Z
definicji sit wewngtrznych N i M otrzymujemy:

N=jch=[(a—zo)—(a+zo)]bcp =2z0bsp = Np 2,
a

N

(a) )
M= JGZdA =(a —zo)[2a —(a —ZO)]bGP = (a2 —z%)bcp = Mpll - (Z—Oj ],
g a
gdzie
Np i Mp oznaczaja odpowiednio normalna sil¢ plastyczna i moment plastyczny:
NP=AGP=2apr, MPZW(P)GPZClszP,

z kolei zy=—Na/Np 1 oznacza odleglo$¢ osi obojgtnej od $rodka cigzkosci przekroju (por. rys.

18.26¢, d). Po wyeliminowaniu z rownan (a) parametru zo otrzymujemy warunek plastycznosci wyrazony
przez uogodlnione napr¢zenia:

M (N
O(N,M)="L4| ——| —1=0. (18.30)
Mp \Np

Zaleznos¢ (18.30) czgsto przedstawia si¢ w postaci bezwymiarowej po wprowadzeniu oznaczen:
n=N/Nporaz m= M/ Mp. Woéwczas

@ (n,m) =|m|+n* ~1=0. (18.30a)

d) & e) M ,
;'ée
$=0 e
Qa-z, ? M K7 ™A
%
- - Y .
7 A N B e
- o N 0 N N
<o
—Mp
Rys. 18.26
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Rozktad predkosci odksztatcenia w obrebie przekroju wynika z hipotezy Bernoulliego: € =kz+A. Po
zrozniczkowaniu tej zaleznosci € =Kz+ A Zwiazki migdzy predkoscia wydluzenia Ao predkoscia
krzywizny K wynikaja ze stowarzyszonego prawa plynigcia:

;;:\;.ai):\;.ﬂ, k:\;.aﬂzi\).L,
ON N3 oM Mp
skad
|k|— Mp=2n P|k'|=an|k'|=zok'.
P P

Rozktad predkosci odksztalcen € przedstawia rys. 18.26d, a warunek plastycznosci (18.30) oraz
interpretacje¢ geometryczna prawa ptynigcia ilustruje rys. 18.26e. Kazdemu punktowi krzywej granicznej
O(N,M)=0 odpowiada pewna para wartosci N i M, ktéra powoduje uplastycznienie przekroju. Punkty
lezace wewnatrz obszaru granicznego odpowiadaja stanowi sztywnemu (® <0). W punktach 4 i B
wystepuja naroza. Wnioskujemy stad, ze przy wylacznym dziataniu sily normalnej oprocz predkosci
wydluzen moga réwniez wystepowac dodatnie lub ujemne predkosci krzywizn.

Duze znaczenie teoretyczne i praktyczne w badaniach mimosrodowego dziatania sily normalnej ma
idealny przekrd] dwuteowy (rys. 18.27a). Catkowite pole przekroju jest skoncentrowane w poétkach.
Grubo$¢ tych poétek jest tak mata, ze za wysokos¢ przekroju 2a mozna uwaza¢ odleglto$¢ miedzy
srodkami cigzkos$ci potek. Wowczas:

- - 2 ) —p(P) _
A=24,, J=24,-a", W =W’ =24,a,
oraz

szzAp’GP i MpzzAp(lGP:NP(l,

gdzie 4, oznacza pole jednej potki. Silg normalng i moment zginajacy okreslaja zaleznosci:
N=(04+0g) 4y,
M = (Gd —Gg)-aAp.

Gdy N#0 i jednoczesnie M # 0, osiagni¢cie nosnosci granicznej objawia si¢ w ten sposédb, ze jedna z
potek jest sztywna i wokdl niej nastepuje obrdt catego przekroju. Na rysunku 18.27¢ zilustrowano
kinematyke tego przypadku: dla N>0 i M >0 dolna potka ptynie (c;=0cp), a gorna jest sztywna
(-op<-64,<0op). Rysunki 18.27d, e odpowiadaja przypadkom: N=Np, M =0 (64=6,=0p)

oraz N=0, M=Mp (65 =0p,0,=-0p).
£) My
a) b) CINFO A Ne0 M- M, W
Ap 64 Ap M=z( N Np = i -
pp— . N e P
gE==3+ £==3 .
o N>
- | — 5
a |
L p————
tE—=JF—+ E=——d, , ,
Ap d P E=N+2%®
Rys. 18.27
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Rozwazymy uplastycznienie idealnego przekroju dwuteowego, gdy N >0, M >0 (6;=6p,5, =G).

g
Wowczas

N=(6P+G)Ap, M=(GP—0)aAp.

Po rozpisaniu wyrazenia na moment zginajacy otrzymujemy:

Mz(cp—c)-Apa=2c5PApa—(GP +c5)aAp=MP—Na

i stad otrzymujemy warunek plastycznosci:

T AL
M

P P

Analiza pozostatych mozliwosci (N> 0, M <0; N<0, M > 0; N <0, M > 0) prowadzi do nastgpujace;j
zalezno$ci graniczne;j:

CD(N,M):%+%—1:O
P P

lub w postaci bezwymiarowe;j
O (n,m) = |m|+|n|— 1=0.
Zaleznos¢ te przedstawia rys. 18.27f. Z prawa plynigcia wynika, ze (por. takze rys. 18.27¢):
M = |k' | -a.

Dla jednoczesnego dziatania dwoch momentow zginajacych M, i M, ustalenie postaci warunku
plastyczno$ci wymaga juz nieco dokladniejszej analizy. Ostateczny ksztatt odpowiedniej krzywej
granicznej dla przekroju prostokatnego podano na rysunku 18.28b. Jezeli na przekrdj dziata jeszcze sita
normalna, to warunek plastycznosci w przestrzeni naprezen uogdlnionych (Y1 = N, Y, = M,, Y3 = M;) jest
wypukla bryla otaczajaca poczatek uktadu wspotrzednych (rys. 18.28¢).

Rys. 18.28

Podamy jeszcze posta¢ krzywej granicznej dla jednoczesnego rozciagania i skrgcania preta o przekroju
kolowym (rys. 18.29):

d(m,n) = im2 +§n2 +ln3 -1=0,
16 4 4
gdzie m=91/9Mg, n=N/Ng, przy czym Ng = Np.
Jesli wystepuje wigksza liczba sit wewnetrznych, powierzchnia plastycznosci jest bryla w przestrzeni
o wymiarze odpowiadajacym liczbie sit wewngtrznych. Dzieje si¢ tak w pretach dwukierunkowo

zginanych, rozciaganych i skr¢canych (przestrzen czterowymiarowa) oraz w plytach i powlokach, w
odniesieniu do ktorych warunki plastycznosci zapisuje si¢ nawet w przestrzeniach szesciowymiarowych.
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b)
a) 14, m=’m/m$
™
\\N
N
-1 o .1
—~I n=N/N;
NS=NP
=
Rys. 18.29

Na zakonczenie omowimy warunki plastycznos$ci dla pretow wykonanych z materiatow znakoczutych
i zbrojonych.

Warunki plastycznosci dla materiatow znakoczutych nie wykazuja symetrii wzgledem uktadu osi
oznaczajacych sity wewngtrzne. Rozwazmy przyktadowo pret wykonany z materiatu o charakterystyce
fizycznej podanej na rys. 18.30a. Na przekroj preta dzialaja sita normalna N i moment zginajacy M, = M
(rys. 18.30b). Przyjawszy prawo plaskich przekrojow: &=Kkz+A, otrzymujemy cztery przypadki
rozktadu naprezen normalnych, ktére odpowiadaja nastgpujacym sitom wewngtrznym:

1) X<O, |ZO|>a: N =-2bac p,
M =0,
2) K>0, |zg|<a: N=-ba+zy)op+bla—z)op,
M= blatz)-(a-z0)05 +ba-z)-(a+ 2o
3) K<0, |zo|<a: N=b(a+zo)cs}§—b(a—zo)cs]),
M=—b(a +ZO)G}L> —b(a—zo)-(a+zo)cs;>,
4) A>0, |zp|>a: N=2bac}h,
M =0.

Wprowadzenie oznaczen:

b

1 _ _ obh-0p
Co=20/a; GPér:—(G;‘FGP), Acz—]j 1_3
2 GP+GP

. .2
Npg =2bac py; M pg =ba”c py

pozwala zapisa¢ powyzsze rownania w nader prostej postaci:
{ N = Npg -(Ac =Cp)
M=Mpg-(1-65),  —1<Go<l.

Jest to parametryczna posta¢ warunku plastycznosci. Po wyeliminowaniu parametru (g otrzymujemy
réwnanie poszukiwanej krzywej granicznej:

®(m,n) =|m|+ (n - AG)* ~1=0, (18.300)

gdzie m = M/Mpg, n= N/Npg.
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Krzywa graniczna (18.30b) obrazuje rys. 18.30d. Latwo zauwazy¢, ze rownanie (18.30a) jest
szczegdlnym przypadkiem réwnania (18.305).

Bardzo duze znaczenie praktyczne maja prety zbrojone wioknami (wktadkami) wykazujacymi tylko
sztywnos$¢ na rozciaganie i $ciskanie. Jako material rodzimy stosuje si¢ najczesdciej tworzywa sztuczne,
drewno lub beton. Zbrojenie stanowia widkna weglowe lub cienkie prety stalowe. Jezeli materiatlowi
rodzimemu i wloknom zbrojenia przypiszemy cechy materiatu sztywno-plastycznego, to dla takiego
kompozytu mozna ustali¢ warunek plastycznosci. Wymaga to jednak dosy¢ drobiazgowej analizy.
Ostatecznie otrzymuje si¢ dalsze modyfikacje ksztattu krzywych granicznych. Przyktad takiej krzywej
granicznej podano na rysunku 18.315. Warunek plastycznoéci dotyczy tu podwojnie zbrojonego
przekroju prostokatnego (rys. 18.31a), poddanego jednoczesnemu dziataniu sity normalnej i momentu
zginajacego. Krzywa graniczna w tym przypadku jest opisana dziesigcioma rownaniami (por. Janas [17]).

a) 3

S E—

A . .
b r x pergy

IO: M ?
T_BN‘ _

<

) ZO
z
c) "
e 5;
i | I
M : __ l 1+AG
.ui R e A5 AT
a | Zo |la+z,)i2 E n
| i |
&

Rys. 18.30

Sposdb wyznaczania warunku plastycznosci zilustrujemy na przyktadzie mimosrodowego dziatania
sity normalnej na przekroj prostokatny, w ktorym jest tylko jedna warstwa zbrojenia usytuowana na
dolnej zewngetrznej warstwie krawedzi przekroju. Przyjmiemy, Ze granice plastycznos$ci zbrojenia dla

rozciagania i $ciskania sa rowne i wynosza G , natomiast w materiale rodzimym dla rozciagania ¢ p =0,

a dla $ciskania ¢ p =0 p, stad A =—1 (por. rys. 18.31¢).

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 18. PRETY Z MATERIALU FIZYCZNIE NIELINIOWEGO 141

al b b)

t | — Mmax _
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' J ! | | 1
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Rys. 18.31

Dla kazdego przypadku rozkladu naprgzen stowarzyszonego z deformacjami przekroju otrzymujemy
nastgpujace wartosci sit wewngtrznych:

1) N=-2abop-A4,6,, M=—-4,ac,,

2) N=-2abop+A4,06,, M=A4,ac, —6,<0C <o,

3) N =—abo p-(1+5o)+ 4. -0, M:%baz-cp(l—g§)+Azacz,
4) N=4c,, M=A4,ac,,

5) N =—abo p-(1-Cg)— 4.0, Mz—%baz-cp(l—gg)—/lza-cz,

6) N=A4,6, M=A4,a6, -6,<06<0,.

Na uwage zastuguja przypadki 2) i 6), w ktorych odksztalcenie widkien zbrojenia rowna si¢ zeru.
Naprezenia w zbrojeniu mieszcza si¢ wowczas w przedziale < —c,,6, >. Po wprowadzeniu oznaczen:
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N N M M 4

, O

V4

= = . m= 2 = , o = - —
apr NPS'I- (ba Gp /2) Mps'r 2ab Cp

oraz wyeliminowaniu parametru {y otrzymujemy szes$¢ zalezno$ci opisujacych krzywa graniczng w
postaci bezwymiarowej:

1) n=-2(1+a), m= —4a,

2y m=2n+4, -2(lta) <n <2(1-a),
3) m=Qa-n)2-2a+n) + 4a

4) n=20, m=4aq,

5) m=Qo+n)(2+20+n)-4a,

6) m=-2n, —2a<n<2q.

Zaleznosci 1) i 4) wyznaczaja punkty, zaleznosci 2) i 6) przedstawiaja roéwnania prostych, a
zaleznosci 3) i 5) opisuja réwnania parabol drugiego stopnia. Wykres zalezno$ci krzywej granicznej
podano na rys. 18.31f. Interesujace jest, ze maksymalne i minimalne wartosci momentu zginajacego w
przekroju zbrojonym sa takie same: Mpyax = —Mmnin. Warto$ciom tym odpowiadaja jednak rézne wartosci
sit podtuznych.

18.3.5. Przeguby plastyczne. Obliczanie obcigzenia granicznego

W rozwazaniach dotyczacych zginania pretow sprezysto-plastycznych zwrociliSmy uwage na to, ze
osiagni¢ciu no$nosci granicznej w danym przekroju towarzysza nieskonczone krzywizny. Deformacje
belki objawiaja si¢ w ten sposdb, ze wystepuje obrot sasiednich czesci preta wzgledem osi obojetnej
rozwazanego przekroju (rys. 18.32a). Podobnie jest w materiale sztywno-plastycznym. W przekroju
krytycznym obserwujemy bardzo duza koncentracj¢ odksztatcen na bardzo matym obszarze (rys. 18.32b).

W celu obliczenia calkowitej wewnetrznej dyssypacji predkosé krzywizny wygodnie jest wyrazi¢ za
pomoca funkcji Diraca d(x—a):

(@) K(x)=¢-3(x—a),

gdzie ¢ jest predkoscia wzajemnego kata obrotu sasiednich czesci belki. Jezeli jedyna niezerowa
predkoscia uogolnionego odksztatcenia jest wiasnie predkos¢ krzywizny, to stosownie do wzoru (18.21a)
i wlasnosci filtracji funkcji Diraca otrzymujemy:

IDdx - ij dx = IM(x)qS S(x—a)dx= M(a)-¢ = Mp-¢, (18.31)

—a —a —a

gdzie Mp oznacza moment plastyczny rozwazanego przekroju. Wzor (18.31) mozna réwniez uzyskac,
wykonujac przejscie graniczne, odpowiadajace zatozeniu, ze wymiary obszaru koncentracji krzywizny
zmierzaja do zera, tzn. Ax — 0.
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Rys. 18.32

Uproszczony mechanizm zniszczenia belki przedstawia rys. 18.32c. Mozna wigc przyjaé, ze w
przekroju krytycznym powstat pewnego rodzaju przegub. Nosi on nazwe przegubu plastycznego. Przegub
plastyczny jest uogdlnieniem pojecia przegubu sprezystego. Przegub sprezysty przenosi bowiem stala
warto$¢ momentu zginajacego réwna zeru, a przegub plastyczny przenosi staly moment zginajacy réwny
momentowi plastycznemu Mp. W obu przegubach wystepuje mozliwos¢ obrotu. Koncepcje przegubu
plastycznego mozna rozszerzy¢ rowniez na pozostate sktadowe predkosci odksztatcenia. Jezeli predkosci
te sa skoncentrowane w przekroju x = a, to mozna je zapisa¢ nastepujaco:

Ax)=A, -8(x—a)
B(x) =W, -5(x-a)
K(x)=6,-5(x—a)
0(x) =V, -3(x—a)

(18.32)

gdzie Aa , Wa ,9,4,V, 0znaczaja odpowiednio predkosci (przyrosty) wzajemnych przesuni¢¢ podtuznych
i poprzecznych oraz katéw obrotu i skrgcenia (por. rys. 18.33).

Rys. 18.33
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Calkowita moc dyssypowana w obrgbie takiego uogdlnionego przegubu plastycznego okresla wyraze-
nie:

a+Ax
deszAa+Q%+M¢a+mq)a >0. (18.33)
a—Ax
Zwrd¢my uwage, ze naprezenia uogolnione N, O, M i T wystepujace we wzorze (18.33) musza spetniac
warunek plastycznosci ®(N,Q, M,901) = 0.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé tylko ptaskie konstrukcje pretowe, w ktorych dominujaca rolg w
procesie uplastycznienia odgrywaja momenty zginajace. Wplyw sit normalnych jest zazwyczaj niewielki,
a wpltyw sit poprzecznych objawia si¢ tylko w bardzo szczegoélnych, nielicznych przypadkach i jest

trudny do oszacowania. W zalezno$ciach kinematycznych pomija si¢ na ogot predkosci wydtuzenia Aa i
poprzecznego przemieszczenia Wa . Upraszcza to znakomicie analiz¢ deformacji konstrukcji. Pominigcie
wydtuzen nie oznacza koniecznie pominigcia wptywu sil normalnych na uplastycznienie; poniewaz
mozna dodatkowo wykorzysta¢ zaleznos¢ graniczng ®(N,M) = 0.

Jesli jednak poprzestaniemy tylko na uwzglednieniu momentoéw zginajacych, to warunek
plastyczno$ci przyjmie postac:

|M| = Mp. (18.34)

W celu ilustracji twierdzen o ocenach dolnej i gornej obliczymy obciazenie graniczne belki

pryzmatycznej (Mp = const) przedstawionej na rys. 18.34.

b) A
ERRNEEERREN!
e

i

-
e
-~

\

qfqsmt:|>‘<"cll_=l]"%62ME

Rys. 18.34

Zastosujemy najpierw podejscie statyczne. Pole momentdw musi spelnia¢ warunki brzegowe i
réwnania rownowagi. Wymagaja one, by moment byt réwny zeru na podporze 4 oraz by byt parabola 11
stopnia. Poza tym statycznie dopuszczalne pole momentdw nie moze narusza¢ warunku
plastycznos$ci: — M p < M(x)< Mp. Statycznie dopuszczalnych wykresow momentow jest wige
nieskonczenie wiele. Niektore z nich podano na rys. 18.34a. Zgodnie z twierdzeniem o ocenie dolnej
rozwigzanie $ciste odpowiada najwigkszej wartosci obciazenia ggs. Funkcje M(x), spelniajaca rdwnanie
roOwnowagi, zapiszemy nastgpujaco:
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2

gdzie
Mp - oznacza nieznany moment na podporze B.

Zadanie polega na znalezieniu g5 = gsmax Przy spetnieniu ograniczen:

2
_Mpg(%m%jx_%mp, 0<x<l.

Wbrew pozorom tak sformutowany problem nie jest matematycznie elementarny. Jego rozwiazanie
mozna uzyska¢ metodami wariacyjnymi, metodami programowania matematycznego lub sterowania
optymalnego. W rozwazanym zadaniu mamy jednak dodatkowe informacje natury fizycznej. Wiadomo,
ze osiagnigciu nosnosci graficznej towarzyszy pojawienie si¢ przeguboéw plastycznych, umozliwiajace
przejscie konstrukcji w mechanizm. Poniewaz uklad jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny, do
utworzenia geometrycznie zmiennego mechanizmu zniszczenia musza powsta¢ dwa przeguby. Jeden z
nich odpowiada momentowi ujemnemu na podporze B, a drugi — dodatniemu w obrgbie przesta belki.
Wobec tego

MBZ—MP, MmaXZM()CO)ZMP, 0<XO<Z.
Wartos¢ xq obliczamy z warunku M '(xg) = O(xg) = 0:

e Ms L M

asl 2 qsl’

2
1 M 1 1 M
CARERTA .
2 q5l) 27°\2 ggl

skad otrzymujemy réwnanie kwadratowe ze wzgledu na gg :

Zatem

I M

qal* —12q5P M p+4M% = 0.

Dodatni pierwiastek tego rownania jest poszukiwanym obciazeniem granicznym ¢ :

2M M
dSmax = 9L = ZZP(3+2\/§):11’66I_2P'

Wartosci tej odpowiada xq = l(\/z - 1).

Dodajmy jeszcze, ze w konstrukcjach statycznie wyznaczalnych jest tylko jedno statycznie
dopuszczalne pole naprgzen i wlasnie ono odpowiada $cistemu rozwiazaniu zadania.

Podejscie kinematyczne jest bardziej rozpowszechnione. Rozpatruje si¢ tutaj tylko mechanizm
zniszczenia konstrukcji. W rozwazanym zadaniu nieokreslone jest tylko potozenie przegubu przegstowego.
Kinematycznie dopuszczalne pole predkosci przemieszczen opisuja zaleznosci (rys. 18.34b):

x .
—-A, 0<x<xp,

W(x) =

A, xg<x<lL.
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Wobec tego rownanie mocy dyssypowanej przyjmuje postac:

A A A A
qrXo-—+qg(—xg)-—=Mp-—+2Mp- ;
2 2 X0 l—xO

skad

2M 1 2
gk =qk(xg) = P'(—+ j
Z XO Z—XO

Z twierdzenia o ocenie gérnej wiadomo, ze kazdej ,,zlej” kinematyce odpowiada obciazenie graniczne
wicksze od wartosci prawdziwej. W celu uzyskania rozwiazania Scistego trzeba wigc obra¢ takie xg, ktore

minimalizuje warto$¢ gg. Z warunku istnienia ekstremum dqg / dxy =0 otrzymujemy:

dag _ZMp |\ 1. 2 |
dx l ’

skad
xg +21x0—12 =0 oraz x =l(\/5—1)>0.

Wynik ten pokrywa si¢ z rozwiazaniem $cistym uzyskanym metoda statyczna. Poniewaz

2
dx{y I Ixg (=)
wiec

2M
CIK(XO):quin =qr = ]2P '(3+2\/§).

Z rozwiazanego przyktadu widaé, ze wyznaczanie obciazenia granicznego jest stosunkowo latwe.
Duzo wigksze trudnosci napotykamy jednak, gdy mechanizmy zniszczenia maja wigksza liczbe stopni

swobody oraz w przypadkach konstrukeji o zmiennych przekrojach, w ktorych Mp = Mp(x).

18.3.6. Wyznaczanie nosnosci granicznej
metoda superpozycji mechanizméw podstawowych

Rozwiazanie zupelne problemu nosnos$ci granicznej wymaga:

— spetnienia rownan réwnowagi wewnetrzne;j,

— nieprzekroczenia warunku plastycznosci (@ < 0),

— przeksztalcenia konstrukcji w mechanizm.

Aby n-krotnie statycznie niewyznaczalna konstrukcja prgtowa przeksztatcita si¢ w mechanizm o co
najmniej jednym stopniu swobody, warunek graniczny ® = 0 musi by¢ spetniony w co najmniej n + 1
przekrojach. W konstrukcji zginanej powinno zatem wystapi¢ co najmniej r=n+1 przegubow
plastycznych typu ,,zgieciowego”, jezeli wystepuje wyczerpanie nosnosci konstrukcji jako catosci. Gdy
r<m-+1, to w pewnych przypadkach moze rowniez zdarzy¢ si¢, ze tylko fragment konstrukcji
przeksztatci si¢ w mechanizm i wystapi zniszczenie czgSciowe.

W przypadku zniszczenia catkowitego, gdy liczba przegubow

(@) r=n+1,

wykres momentow zginajacych jest jednoznacznie okreslony, bo n + 1 zwiazkéw pozwala wyznaczy¢ n
wielkos$ci nadliczbowych oraz mnoznik obciazenia granicznego .
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W przypadku zniszczenia czesciowego, gdy liczba przegubow
(b) r<n+1,

pole sit wewnetrznych jest okreslone tylko w tych czesciach konstrukceji, ktore przeksztalcity si¢ w
mechanizm. W obszarach sztywnych pole sit wewnetrznych nie jest okreslone jednoznacznie.

Rozwazmy rameg zbudowana z pretow pryzmatycznych. Schemat statyczny i1 obciazenie ramy
przedstawia rys. 18.35a. Latwo stwierdzi¢, ze rama jest S-krotnie statycznie niewyznaczalna (n = 5). Pole
momentow jest catkowicie opisane, jezeli sa znane momenty zginajace w punktach 1, 2, 3, ..., 8. Punkty
te okreslaja potozenie tzw. przekrojow krytycznych, w ktdorych moga wytworzy¢ si¢ przeguby plastyczne.
Przyjmijmy wstepnie, ze we wszystkich przekrojach krytycznych wystepuja przeguby. Uzyskany w ten
sposob uktad geometrycznie zmienny jest ztozony z idealnie sztywnych pretow polaczonych miedzy soba
przegubami (por. rys. 18.35b). Uklad ten ma trzy stopnie swobody, gdyz wlasnie tyle wigzdéw trzeba
wprowadzi¢ w celu jego unieruchomienia. Wigzy te oznaczono na rys. 18.35b literami a, b i c. Usuwajac
kolejno kazdy z tych wigzow otrzymujemy trzy niezalezne mechanizmy, zwane mechanizmami
podstawowymi., Mechanizmy te przedstawiaja rys. 18.35c¢, d, e.

Liczbg mechanizmow podstawowych mozna ustali¢ jeszcze w inny sposob. Jezeli liczba przekrojow
krytycznych wynosi 7, a stopien statycznej niewyznaczalno$ci jest réwny n, to liczba niezaleznych
mechanizméw wynosi:

() S=r-—n.

W rozwazanym zadaniu s = 8 — 5 = 3, co pokrywa si¢ z rezultatem uzyskanym wyze;.

Zasadniczy sens omawianej metody polega na wykorzystaniu spostrzezenia, ze rozwiazanie zupeine
problemu no$nosci granicznej odpowiada pewnemu mechanizmowi zniszczenia, ktéry mozna przedstawié
jako superpozycje niezaleznych mechanizmoéw podstawowych. Na podstawie twierdzenia o ocenie gornej
wiadomo, ze dla kazdej ,,zlej” kinematyki zniszczenia otrzymujemy obciazenie wigksze od Scislej
wartosci granicznej. Wobec tego nalezy znalez¢ taka kombinacje liniowa mechanizmoéw podstawowych,
by obciazenie niszczace bylo najmniejsze. Mechanizmy laczymy w taki sposob, aby zamykato sig
mozliwie duzo przegubdw przy nie malejacej mocy obciazen zewngtrznych.

Rys. 18.35
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Mechg) Momenty areniczne | prsaosc Moc  |ObcigZenie

}.p. nizm Mp 2Mp L D |graniczne
11234 (5(6 (718

11 a -1 =112 [15PL 7™M, | 467 M/l
2, b 151511 |1 Pl 6M, | 600 Mp/t
3| ¢ 1 -1 = | &M, -
4 la+c 1 111 2 15PL| 7™M, | 467 Mt
5 b+c [-15/15 1 1-1-1]1 Pl | 8M, | 800 Mg/t
6 jasbc [-15]15 1i1-2]1 2 |25PL 1M, 440 MU

Rys. 18.35 (tablica)

W metodzie superpozycji mechanizmow podstawowych obciazenia niszczace oblicza si¢ zazwyczaj

tabelarycznie, przyrownujac moc obciazen zewnetrznych L z moca sit wewnetrznych D dla
poszczegdlnych mechanizméw podstawowych, a nastgpnie dla mechanizméw ztozonych. Obliczymy
przyktadowo obciazenie niszczace dla mechanizmu a:

1 : :
3P¢ el (=M ps) —@(=Mp7) +2¢M pg.

Poniewaz Mps= Mp, a Mp7= Mpg = 2Mp, zatem

P4 My _y o M.
3 ! l

Komplet obliczen zawiera tablica zamieszczona na rys. 18.35. W tablicy tej zamiast predkosci katow
obrotu wpisano jedynie wspotczynniki stojace przy ¢ . Zasada znakowania predkosci katow jest taka
sama jak zasada znakowania momentéw zginajacych. W ten sposob w kazdym przegubie
dyssypacji- M p; -@; jest nieujemna.

Jak wida¢ z tablicy, najmniejsza warto$¢ obciazenia granicznego odpowiada mechanizmowi
zniszczenia bedacego superpozycja wszystkich trzech mechanizmow podstawowych a+b +c.
Przekonamy sig, Ze jest to rozwiazanie zupelme. W tym celu trzeba sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych. Momenty zginajace w punktach 1, 2, 3, 4, 6 i 8 sa znane, bo ich warto$ci bezwzgledne sa
roéwne momentom granicznym, a znaki odpowiadaja znakom predkosci katow obrotu w tych przekrojach.
Momenty zginajace w punktach 3 i 7 mozna wyznaczy¢ z rownan pracy wirtualnej lub z rownan
rownowagi. Rownanie pracy wirtualnej odpowiadajace mechanizmowi a przybiera postac:

3P%6+M7 '6_2M8'6+M5'6=O’

skad
_3
2

3

My =2Mg— Ms—= Pl=2(-2Mp)—(—~Mp) —% PI=5Mp—=-440Mp =-16Mp.

Moment zginajacy w punkcie 3 obliczymy z rGwnania rownowagi wezta:

M3 + M7 - M6 =0,
M3 —(=16Mp)+(-Mp)=0,6Mp.

Warto$ci obliczonych wyzej momentow nie naruszaja warunku plastycznoscei, bo |M;|< Mpy =2Mp

oraz |M3|< Mp3 = Mp. Ostateczny wykres momentow zginajacych przedstawiono na rys. 18.35f, a

mechanizm zniszczenia na rys. 18.35g. Jak wida¢, uzyskane rozwigzanie spelnia wszystkie wymagania
stawiane rozwiazaniu zupelnemu.
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18.3.7. Ogolna metoda obliczania no$nosci granicznej ram ptaskich

Naszkicujemy pewna dos¢ ogoélna metode obliczania no$no$ci granicznej ptaskich uktadow pretowych
poddanych zginaniu. Wprowadzimy uproszczenie polegajace na tym, ze obciazenie konstrukcji stanowia
tylko sity skupione. Za wezly obliczeniowe (przekroje krytyczne) bedziemy uwazac punkty przylozenia
obciazen, skokowej zmiany przekroju, zalamania osi, punkty przyweztowe oraz przekroje przy podporach
utwierdzonych. Odcinki migdzywezlowe skladaja si¢ z pretow pryzmatycznych.

Mnoznik obciazenia granicznego L, zgodnie z twierdzeniem o ocenie gornej, wynosi:

r

M p; - 64|
(@) gy =min=E—,
D P4,
j=1

gdzie Mp; jest momentem plastycznym przekroju i, ¢; — predkoscia kata obrotu w przegubie i, A ;-
rzutem predkosci przemieszczenia punktu j na kierunek dziatania obcigzenia skupionego P;, r — liczba
przekrojow krytycznych, s — liczba punktow przytozenia obciazef P;. Poniewaz predkosci przemieszezen
A j sa kinematycznie dopuszczalne, wigc moc obciazen zewngtrznych musi by¢ dodatnia:

S
(b) D Pi-A;>0.
j=1
Powyzsze sformulowanie mozna przedstawic jeszcze inaczej:
Znalezé
S .
P-4
1 j=1
(c) — =max*—m—,
Y3 My
przy czym
r
(d) MOZZMPi'|¢i|-

i=l1
Zgodnie z zasada prac wirtualnych:

S r
© ZIDJ"AJZZMi'ﬂﬁi,
j=1 i=1

gdzie M; oznacza dowolne pole momentéw zginajacych bgdacych w rownowadze z obciazeniem P;. Na

przyktad moze to by¢ uktad momentéw odpowiadajacych schematowi statycznie wyznaczalnemu. Wobec
rownania (e) zaleznos$ci (c) zapiszemy nastepujaco:

-
D M;-g;
-
0] — = max+
L My
Jezeli rama jest n-krotnie statycznie niewyznaczalna, to mozna zbudowac¢ n niezaleznych rozktadow

momentéw pochodzacych od sil nadliczbowych, zwanych réwniez momentami resztkowymi Iub
wlasnymi. Momenty te sa w rownowadze z zerowym obciazeniem zewngtrznym w uktadzie statycznie

niewyznaczalnym. Oznaczymy przez M;; wartos¢ momentu wlasnego w punkcie i wywotang dziataniem

nadliczbowej X;. Wéwczas na podstawie rownania pracy wirtualnej dostaniemy »n réwnan zgodnos$ci
katow:

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 18. PRETY Z MATERIALU FIZYCZNIE NIELINIOWEGO 50

.
) ZMik-¢i=0, k=1,2,...n
i=1

Wprowadzimy wielko$ci bezwymiarowe:
m;j = M; | Mp;,
(h) mig = My | M p;,
Ji=; - Mp; | My,

Zadanie obliczania nosnosci granicznej ram ptaskich formutujemy nastepujaco: Znalez¢ taki wektor
predkosci kqtow f;, by

r r r
@ Zml-f,- — max przy ograniczeniach Zmikfi =0, k=12,...,m Z|f,| =1
i=1 i=1 i=1

Jezeli przyjmiemy, ze
) Ji= fi+ -fis

gdzie fl-+ >0,f; 20 oraz fl.+ fi =0,
to sformutowanie (i) da si¢ przedstawi¢ jako zadanie programowania liniowego, majacego bogata

biblioteke w os$rodkach komputerowych. Zaleznos¢: f;* - f;~ =0 nosi nazwe warunku ortogonalnosci i

nalezy ja rozumie¢ jako informacje¢, ze w konkretnym wypadku realizuje si¢ badz kat fi+ badz kat f; .
Poszukiwany mnoznik obciazenia granicznego otrzymujemy ze wzoru (f) po wykorzystaniu oznaczen (h):

1

(k) My =—
D mifi
i=1

Jak wida¢, w celu przygotowania danych do obliczen trzeba zna¢ rozwiazanie uktadu podstawowego
statycznie wyznaczalnego obciazonego sitami P; oraz wykresy momentéw pochodzacych od sit
nadliczbowych X = 1.

W celu zilustrowania przedstawionej metody rozwiazemy przyktad liczbowy. Temat zadania oraz
wykresy momentoéw w przyjetym uktadzie statycznie wyznaczalnym podano na rysunku 18.36.

Dla wygody rachunkéw oraz zachowania zgodnosci wymiarow przyjegto, ze
X1=Mp/l a X, =Mp. Napodstawie wzorow (4) i rys. 18.36 obliczamy wartosci m; oraz mjy:

m = 0,50, my = 0,50, m3 = 0, my = 0,
my = —0,50, m = —0,50, my1 = —1, myy = O,
mypy = 0, nyy = 0,25, mzy = 1, myy = 1.

Sformutowanie (i) przybiera postacé: Znalez¢ max 0,5 (f] + f>) przy ograniczeniach
—-05/1-05/2-/3=0

0.25/2 + f3+ /4 =0,
Al 1Al + 1]+l =1
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Po weliminowaniu z dwdch pierwszych ograniczen f3 1 f, otrzymujemy:

LA+ 2]+ - 0501 + f2)|+ |- 0.25(f1 + f2)| = 1.

Zalezno$¢ powyzsza przedstawia szesnascie rownan liniowych. Kazde z nich odpowiada innej

kombinacji znakow wyrazen wystepujacych pod symbolami warto$ci bezwzglednych. Analiza tych
réwnan prowadzi do rozwiazania maksymalizujacego sumg f] + f5:

1 1 1
:0’ = , =——, = —,
fi f 75 f3 33 Ja p

Wobec powyzszego mnoznik obciazenia granicznego L7, stosownie do wzoru (k)

1
Uy = —1 = 3,5
()’5.7
1,75

Mechanizm zniszczenia ma jeden stopien swobody, bo przegub w punkcie 1 jest zamknigty (q')l = O) .
Kinematyke tego mechanizmu objasnia rys. 18.36e.

a)

P=Mp/ | 11

b) b c)
P Mp lz 3 M Mp
Mp1 1 2 3
e ©
P ”éi Mo/ LY _X=Mp/
P
d)
1 2 M
@ |
A
M
Mp
b yind

Rys. 18.36
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18.4. O PRZYSTOSOWANIU KONSTRUKCJI
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH

18.4.1. Istota problemu

Problem przystosowania (ang. shakedown) pojawia si¢ w konstrukcjach sprezysto-plastycznych
poddanych obciazeniom zmiennym. Obciazenia te w rzeczywisto$ci nie zmieniaja si¢ proporcjonalnie. W
takich przypadkach trzeba uwzgledni¢ fakt, ze konstrukcja czesciowo uplastyczniona po obciazeniu moze
ponownie reagowaé czysto sprezyscie.

2 3 | 2 _3_6_9

Spr Sp 1 5/8
€ 1 £ 1 €

z./ /

10

4 4 -Sp 7
‘SP
Rys. 18.37

W celu przedstawienia istoty problemu postuzymy si¢ modelem ciata idealnie spre¢zysto-plastycznego
bez wzmocnienia (rys. 18.37a). Podczas cyklicznego obciazenia odksztalcenia plastyczne moga by¢
przemienne, moga pojawiac si¢ i znika¢ w kazdym cyklu (rys. 18.37b) lub przyrasta¢ w kazdym cyklu,
powodujac ciagla kumulacj¢ deformacji trwatych, czyli tzw. ratchetting (rys. 18.37¢).

W efekcie przemiennych odksztalcen plastycznych nastgpuje zniszczenie na skutek niskocyklowego
zmeczenia plastycznego po niewielkiej liczbie cykli (por. wzoér Coffina p.4.8). Zjawisko to (tzw.
alternating plasticity) obserwujemy np. w czasie wielokrotnego zginania cienkiego drutu; po kilkunastu
zgigciach, w ktorych powstaja deformacje trwate (plastyczne), drut pgka.

Z kolei, gdy w kazdym cyklu przyrastaja trwale odksztalcenia plastyczne, obserwujemy
nieograniczony wzrost przemieszczen (tzw. incremental collapse), rtbwnoznaczny z utrata wlasciwosci
uzytkowych konstrukcji. Problem ten jest szczegoélnie widoczny, gdy dziataja obciazenia stale, ktérym
towarzyszy cykliczna zmiana temperatury.

Zmienne obciazenie konstrukcji jest opisane przez tzw. program obciazenia, czyli sily
powierzchniowe i masowe jako funkcje potozenia i czasu:

pi=pix, 0,  Gi=Gix,0). (18.35)

Przystosowanie konstrukcji do danego programu obciazenia wystepuje wtedy, gdy po pewnym czasie
ustabilizuje si¢ pewne pole odksztatcen trwalych s,(-jr ). Odksztalcenia te powoduja wytworzenie si¢

niezmiennego w czasie pola naprezen resztkowych Gl(jr) , natomiast reakcja konstrukcji na obciazenia jest

czysto sprezysta. Wobec tego, zgodnie z twierdzeniem Melana z 1938 roku przystosowanie ma miejsce
wowczas, gdy suma

E
G, (x,1) -I—Gl(jr)(x)
nie narusza nigdzie warunku plastycznosci, tzn. gdy

®|c ) (x,0)+c () (x)]<0. (18.36)
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Symbolem o 5 (x,t) oznaczono naprezenia wywolane przez dany program obciazenia i obliczone jak dla

ciata idealnie sprezystego.

Kryterium (18.36) ma charakter statyczny. W podejsciu kinematycznym postuluje sig, by energia
zuzyta na odksztalcenia plastyczne w catym okresie pracy konstrukcji byta wartoscia skonczona:

o0
I '[o,.. £Ldt |dV <on, (18.37)
VLo
gdzie
85 - oznacza predkose odksztatcen plastycznych,

Gy - jest polem naprezen stowarzyszonym z polem predkosci odksztatcen plastycznych.

Z kryterium kinematycznego (18.37) wynika twierdzenie Neala z 1950 roku™) dotyczace belek i ram
zginanych.

18.4.2. Przystosowanie belek i ram

Twierdzenia o przystosowaniu zilustrujemy na przyktadzie zginanych uktadoéw belkowych. Jak

wiadomo, po zdjeciu obciazenia w czg$ciowo uplastycznionej konstrukcji sprezysto-plastycznej

pojawiaja si¢ resztkowe odksztalcenia s(r) 1 naprgzenia G(r). W uktadach statycznie wyznaczalnych w

danym przekroju preta naprezenia resztkowe tworza uktad samorownowazacy sig (por. p. 18.2). Oznacza
to, ze resztkowe sity wewngtrzne (momenty zginajace, sity normalne itd.) sa rowne zeru.
W uktadach statycznie niewyznaczalnych zazwyczaj tak nie jest. Prze§ledzimy obecnie obciazenie i

odcigzenie pryzmatycznej belki statycznie niewyznaczalnej obciazonej sita skupiona P = P, (rys.
18.38a). Przekrdj belki jest idealnym dwuteownikiem. W zwiazku z tym moment sprgzysty Mg jest
rowny momentowi plastycznemu Mp, a wykres zaleznosci M(k) jest podobny do wykresu o(g) (rys.
18.38g). Sita P, jest tak dobrana, by Ps < P, < Pp, gdzie Pg oznacza sil¢ wywotujaca pierwsze

uplastycznienie konstrukcji (na podporze B, por. rys. 18.38b), a P; — obciazenie graniczne uktadu (rys.
18.38¢).

W rozwazanym zadaniu Pg = 2,67Mp/L, a P; = 3Mp/L. Przyjmiemy, ze P, = 17Mp/(6]) = 2,83Mp/l.
Podczas obciazenia sita P, odksztalcenia w calej belce sa sprezyste, z wyjatkiem przekroju
utwierdzonego na podporze B, gdzie na skutek uplastycznienia wystapit kat obrotu ¢, (rys. 18.38d).
Odciazenie belki jest sprezyste i odpowiada obciazeniu sita Pp = —P, = —2,83Mp/l. Przebieg momentow
zginajacych pochodzacych od odciazenia M przedstawia rys. 18.38e. Ostatecznie po odciazeniu
pozostaje pole momentow resztkowych M(r) = M, + Mp 1 ugigcie resztkowe w(r) =w, + wp (rys. 18.38f).

Z omowionego przyktadu wynika, ze pole momentdéw resztkowych z uwagi na brak obciazenia jest w
rownowadze z zerowym obciazeniem, a ksztalt wykresu odpowiada momentowi pochodzacemu od

dziatania sity nadliczbowej (np. reakceji V4 lub momentu utwierdzenia Mp). Wniosek powyzszy obejmuje
rowniez, jako przypadek szczegolny, uklady statycznie wyznaczalne, w ktorych zerowemu obciazeniu
towarzyszy zawsze zerowe pole sit wewnetrznych. W uktadach o wyzszym stopniu statycznej
niewyznaczalnosci resztkowe pole sit wewngtrznych jest kombinacja liniowa sit wewngtrznych
wywotanych przez poszczegoélne sity nadliczbowe.

*) Twierdzenie Neala podamy w p. 18.4.2. Twierdzenie to uogélnit na osrodek ciagty Koiter w 1956 roku.
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e) odcigzenie

| { 6"
ipm 1 %MP
s® R

f) sity i ugiecia resztkowe:

B

—

Rys. 18.38
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W zginanych belkach i ramach o przekrojach idealnie dwuteowych (Mg = Mp) przystosowanie zacho-
dzi wéwcezas, gdy po pewnym czasie reakcja konstrukcji bedzie czysto sprezysta, tzn. gdy

max ME + M) < Mp,
(18.38)
min ME + M) > —Mp
1 jednoczesnie
max M —min M} <2M,. (18.39)

Spetnienie nierownosci (18.38) zabezpiecza przed zniszczeniem przyrostowym, a spelnienie
nierownosci  (18.39) zabezpiecza przed zniszczeniem niskocyklowym (przemiennym). W obu

nierownosciach max MZE oraz min MZE oznaczaja rzedne momentow zginajacych w przekroju i

obliczone jak dla konstrukcji idealnie sprezystej. Uklad momentow resztkowych Ml(r) powstaje w

cyklach plastycznej deformacji konstrukcji w procesie stabilizacji odksztatcen trwatych. W przypadku
przystosowania pole momentoéw resztkowych pozostaje juz niezmienne w czasie.

Momenty resztkowe sa kombinacja liniowa momentéw pochodzacych od sit nadliczbowych X; (j = 1,
2,..,0n):

n
M, =2Xj-mij, (18.40)
j=1

gdzie m;; oznacza moment w przekroju i wywotany przez dziafanie sity nadliczbowej X; = 1.
Zalezno$¢ (18.38) jest trescia twierdzenia Melana w zastosowaniu do konstrukcji zginanych.
Odpowiednikiem tego twierdzenia w podejsciu kinematycznym jest twierdzenie Neala:

Konstrukcja przystosuje si¢ do danego programu obciqzenia, jezeli istnieje taki mechanizm ruchu
plastycznego, ze jest spetniona nierownosc:

r r
* . .
D MG <D My, (18.41)
i=1 i=1
gdzie
E .
M=, edy @; >0,
M= B P (18.42)

min MI-E, gdy ¢; <O0.

Twierdzenie to dotyczy tylko zniszczenia przyrostowego.

Na zakonczenie dodajmy, ze problem przystosowania konstrukcji jako uogélnienie problemu nosnosci
granicznej mozna rowniez sformutowa¢ w kategoriach programowania liniowego, co pozwala
wykorzysta¢ gotowe procedury komputerowe.
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18.4.3. Przyktad *)

Rozwazymy pryzmatyczna belke ciagla przedstawiona na rys. 18.39a. Przekrdj belki jest idealnie
dwuteowy.

a) P,
2 l
~ l1 A2 3 —
LY Y S Y SR Y S
K 1 1 d 1
OKR (P 0L(R (P
b) 30 minME
A O RERL__ AP
T 1 T
13 \ 13
64Pl ] szl
max M

Rys. 18.39

W praktyce przebieg obciazen w czasie nie jest blizej znany. Do rozwiazania zadan przystosowania
wystarczy jednak podac tylko granice (amplitudy) zmiennosci obciazen w postaci nierownosci:
— +
P <P <P

W rozwazanym zadaniu przyjmiemy, ze
0<P <P, 0<Py<P.

Obwiednie momentéw max MiE 1 min MI-E mozna ustali¢ za pomoca tablic dla spr¢zystych belek
ciagtych. Ekstremalne momenty podano w tablicy II. Wykres obwiedni przedstawia rys. 18.39b.

Tablica I1
Obcigzenie i= i=2 i=3
Pi=P 1B p _S p 2 p
P,=0 64 64 64
Pi=0 3 6 13
—-—PI —-—PI — Pl
P,=P 64 64 64
13 13
E — Pl — Pl
max M, 64 0 64
min MF _3p _12 N
64 64 64
*) Przyklad ten prezentowat J.4.Konig.
Alma Mater
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Nosno$¢ sprezysta, czyli maksymalng wartos$¢ sity P powodujaca pierwsze uplastycznienie, wyzna-
czymy z wykresu obwiedni momentow:

max‘ME‘ - 51{@ = Mg=M,,

skad

P =ﬁ-&=4,923 Mp/ L.
12 L
Obciazenie graniczne belki mozna ustali¢, poszukujac takiej kombinacji niezaleznych mechanizmow

zniszczenia 1 1 II (rys. 18.39d), by sita Py byta najmniejsza. Ta sama warto$¢ odpowiada wykresowi
momentoéw z rys. 18.39¢:

P; = 6Mp/L.

Wyznaczymy teraz najwigksza warto$¢ amplitudy obciazenia P, wynikajaca z twierdzen o
przystosowaniu. Dla zniszczenia niskocyklowego wedtug wzoru (18.39) mamy:

EPl—(—ipz)ssz,
64 64

skad
P<8Mp/L.

Zniszczenie przyrostowe zbadamy za pomoca twierdzenia Neala (18.41). Przyjmujac odpowiedni
mechanizm zniszczenia kierujemy, si¢ tym, by moc dysypowana wewnatrz konstrukcji byta mozliwie
najmniejsza. Zachodzi to wowczas, gdy przyjmiemy jeden z niezaleznych mechanizméw zniszczenia

podanych na rys. 18.39d. Przyktadowo dla mechanizmu II otrzymujemy ((Pl =0, 92 =0y, 93 =29 ):

13 . 12 . . .
aPlQ(Pu +(—apl) (~fu)< Mp-0+(=Mp)-(~¢u )+ Mp-2¢y,
skad
3-64Mp
P<—==5053M,/L.
38L r

Poréwnujac wartosci Pg, Py 1 P, stwierdzamy, ze zachodzi nier6wnos$¢:

Pg<P<Py (18.43)

Nie jest to przypadkowe, gdyz nosnos¢ z uwzglednieniem przystosowania z reguly jest nieco wigksza
(lub rowna) od no$nosci sprezystej i — oczywiscie — nie moze by¢ wigksza od no$nosci graniczne;.

18.5. MATERIALY O WLASNOSCIACH REOLOGICZNYCH

18.5.1. Wprowadzenie

W latach dwudziestych biezacego stulecia nastapil bardzo gwaltowny rozwoj przemysthu tworzyw
sztucznych. W trakcie badan wytrzymato$ciowych tych tworzyw zaobserwowano ,,plynigcie” materiatu
nawet przy bardzo matych naprezeniach. Poczatkowo proces ten utozsamiano z ptynigciem plastycznym,
odpowiadajacym tarciu suchemu. Blizsza analiza wynikéw badan wykazata jednak, ze zarejestrowane
zjawisko ma cechy plynigcia lepkiego, charakterystycznego dla cieczy. Lepkos$¢ szczegdlnie wyraznie
objawia si¢ wlasnie w tworzywach sztucznych oraz w betonie i gruntach. W metalach efekty deformac;ji
lepkich wystepuja przede wszystkim w wysokich temperaturach, aczkolwiek wplyw ich trzeba uwzgled-
nia¢ rowniez w temperaturach pokojowych, np. w betonowych konstrukcjach wstepnie spr¢zonych. Opi-
sem materialow wykazujacych oprécz innych réwniez cechy ciat lepkich zajmuje si¢ reologia (reo — z
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greckiego: ptynac). Scislej biorac, reologia jest synteza teorii sprezystosci, teorii plastycznosci i hydro-
mechaniki. Prawa fizyczne w zlozonych cialach reologicznych mozna zapisa¢ w postaci:

F(c,6,6,6,t,T) =0, (18.44)

gdzie t oznacza czas, T— temperature, a kropka — pochodng wzgledem czasu.
18.5.2. Elementarne modele reologiczne

Zasadnicze cechy fizyczne materiatow mozna opisa¢ za pomoca tzw. modeli reologicznych,
sktadajacych si¢ z trzech modeli elementarnych:

— sprezyny opisujacej wlasnosci sprezyste — model Hooke'a, (rys. 18.40a),
— suwaka opisujacego wiasnosci plastyczne — model de Saint-Venanta, (rys. 18.400),
— thumika opisujacego wtasnosci lepkie — model Newfona, (rys. 18.40c).

W modelu Hooke 'a opory sprezyny (naprezenia) sa proporcjonalne do odksztatcenia:

o, =Ee,. (18.45)

W modelu de Saint-Venanta opory suwaka, obrazujacego tarcie suche sa state:

GVSGP, éVZO,

. . (18.46)
oy =0 p-sgney, ey #0.

W modelu Newtfona thumik sktada si¢ z cylindra wypetionego niescisliwg ciecza oraz z
perforowanego ttoka. Ruchowi tloka wzgledem cylindra towarzyszy przeptyw cieczy przez otwory ttoka.
Wobec tego podczas proby naglego przesunigeia thumik zachowuje si¢ jak ciato sztywne, gdyz do
przeplywu cieczy przez otwory tloka trzeba trochg czasu. Opory tlumika sa wigec proporcjonalne do
predkosci odksztatcenia:

gdzie symbol n:[N-s/mz] nazywa si¢ wspotczynnikiem lepkosci dynamiczne;.

a) S b) I% C)
S
E — -
G E)l
16 Ig 5
1)
E ? 1
=& e &g
1. A
Rys. 18.40

Uogolnienie modeli elementarnych polega na wprowadzeniu nieliniowej sprezyny, wzmocnienia pla-
stycznego lub nieliniowego tlumika, ktérego opory zaleza od wyzszych poteg predkosci odksztatcenia.
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Dalsze komplikacje pojawia si¢ z chwila uwzglednienia wplywu temperatury na state materiatowe. Wiele
materiatow (beton, tworzywa sztuczne) wykazuje zmiang wartosci ,,stalych” materialowych w miarg
uplywu czasu. Moéwimy wowczas o tzw. starzeniu si¢ materiatu, ktore przebiega niezaleznie od obciazen
zewngtrznych w niezmiennych warunkach otoczenia.
W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do oméwienia najprostszych modeli ztozonych materialow
reologicznych.
18.5.3. Liniowe materialy lepko-sprezyste

Modele materiatlow lepko-sprezystych powstaja przez laczenie modeli materiatow sprgzystych
(sprgzyn) i modeli materiatow lepkich (ttumikow). Jezeli naprezenia i odksztalcenia oraz ich pochodne
wzgledem czasu wystepuja tylko w pierwszej potedze, to material lepkosprezysty nazywamy liniowym.
Model materiatu liniowego sktada si¢ wylacznie z liniowych sprezyn i tlumikéw, opisanych wzorami

(18.45) i (18.47).
a)
S b) £t
| ]
i
: ¢! tetg |
Gy I —F s,
AL}
n
f)
16
Y S !
2
0 £
£, t—o0

Rys. 18.41

Szeregowe polaczenie sprezyny i thumika (rys. 18.41a) odpowiada modelowi Maxwella. Rownanie
fizyczne tego modelu wynika ze spostrzezenia, ze w kaz dej chwili ¢ catkowite odksztatcenie jest suma
odksztalcenia sprezyny i odksztatcenia thumika:

(a) e(t)=ex()+ey(0),

a napr¢zenia w obu elementach sa jednakowe:

(b) c(t)=cy()=oy().

Po zrozniczkowaniu rownania (a) wzgledem czasu

(o) e()=ex()+ey (),

z kolei ze wzoru (18.45) oraz wzoru () (E = const) uzyskujemy:
G

@ En(n="t=""
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Na podstawie zaleznosci (c), (d) i (18.47) otrzymujemy poszukiwany zwiazek fizyczny dla modelu
Maxwella:

=249 (18.48)
E
lub
t,G+0 =18, (18.484)

gdzie ¢, =m/ E 1inosi nazwg czasu relaksacji.

Model Maxwella bardzo dobrze opisuje jakosciowo zjawisko relaksacji, czyli zmiang naprezen w

czasie przy statej wartoSci odksztalcenia &(f) = g9 = const. Rozwazmy dla przyktadu prgt wykonany z
materiatu Maxwella, poddany wymuszeniu kinematycznemu (rys. 18.41d):

O, f<f0,
€0, t>1t,

© e(t)=¢q- H(1) = {

gdzie H(f) jest funkcja skoku jednostkowego Heaviside'a. Realizacje tego wymuszenia obrazuja
rys. 18.41b, c. W pewnej chwili #y = ¢ pret rozciagnigto, a jego konce zamocowano. Tuz po rozciagnigciu
w chwili t(}L , W precie wystapito naprezenie cs(tar )=0y=FEgy. W chwili tej wydluzeniu ulegta tylko
sprezyna, a thumik nie wykazat odksztatcen. W miarg uptywu czasu nastgpuje przepltyw cieczy w thumiku;
thumik wydluza sig, a sprezyna ulega stopniowemu skroceniu, co zmniejsza naprg¢zenia w precie.
Obserwujemy zatem relaksacje naprezen. Gdy czas zmierza do nieskonczonosci, naprezenia daza do zera.
Calkowity zanik naprgzen jest zasadnicza wada modelu Maxwella, gdyz w rzeczywistych materiatach w
miarg uptywu czasu naprezenie dazy do pewnej wartoSci skonczonej, o(e) # 0.

Przejdziemy do matematycznego opisu zjawiska relaksacji za pomoca modelu Maxwella. W réwnaniu
(18.48) uwzglednimy, ze dla ¢ > 0 &(¢) = gy = const, czyli € (¢) = 0. Wynika stad rownanie rézniczkowe na
funkcje naprezenia o(%):

) t,-6+c=0

z warunkiem poczatkowym

o(ty)=0( = Es,.

Catka ogolna tego rownania ma postac:
o(t)=C-e ',

gdzie C jest stala catkowania. Jezeli przyjmiemy, ze f9 = 0, to wykorzystanie warunku poczatkowego
prowadzi do rozwiazania:

~t/t,

(g) o(t)=Eey-e ' =cp-e

Funkcja o(¢) obrazuje spadek (relaksacj¢) naprezen w funkcji czasu przy statej wartosci odksztatcenia
€= go. Na rysunku 18.41e podano wykres tej funkcji. Rysunek 18.41f przedstawia zaleznos¢ c(g) z
zaznaczeniem kolejnych etapdéw badanego procesu. Czas odgrywa tutaj rolg¢ parametru. Wykres o(g)

wskazuje na to, ze mamy do czynienia z procesem nieodwracalnym, w ktérym nastgpuje rozpraszanie
energii przez element lepki (thumik).

Zwroé¢my uwage na pewna uzyteczna wiasno$¢ materiatow liniowych. Obowiazuje tu tzw. zasada
superpozycji Boltzmanna:
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Jezeli cykl odksztaicen €1(t) powoduje naprezenia o1(t), a cykl odksztatcen €>(t), powoduje naprezenia
o3 (1), to suma cykli g1(t) + €3(t) wywoluje sume naprezen G1(t) + Go(1).

Zasada Boltzmanna obowiazuje rowniez dla cykli naprezen o1(f) i o»(f) wywolujacych odksztalcenia

€1(?) 1 ex(¢). Zastosowanie zasady Boltzmanna zilustrujemy przykladem, w ktorym zbadamy odpowiedz
materialu Maxwella na wymuszenie kinematyczne okreslone, jak nastgpuje (rys. 18.42a):

0, <0
e(t)=4gp, O<t<y
0, t>1.

Wymuszenie to mozna uwaza¢ za sume¢ dwoch cykli opisanych za pomoca funkcji Heaviside'a (rys.
18.42b):

&(r) = €1() * &),
el(t)=go-H(1),  &x(t)=—go-H(t—1).

Do wyznaczenia naprezen wykorzystamy zasade Boltzmanna oraz rozwiazanie (g):

c1()=cg-e ", oy(t)=—cp-e

_(t_tl )/tr
Posta¢ funkcji op(f) wynika z przesunigcia osi czasu w rownaniu (g) o wartosci #1. Ostatecznie
otrzymujemy:
Gl(t)zﬁoe_t/tr, th<t<h
o(t) =
Gl(t)-}—crz(t):csoe_t/t’ -(l—e_tl/t"), t>1.

Ilustracja tej zaleznosci sg rysunki 18.42¢, d.

Warto zwroci¢ uwage na rys. 18.42¢, na ktorym wykres o(e) odpowiadajacy rozwazanemu cyklowi
odksztatcen przedstawia petle histerezy sprezystej (por. p. 4.3). Pole tej petli jest energia rozpraszang w
procesie przypadajaca na jednostke objetosci:

VVd =00€p '(l—e_tl/tr )

Omowimy teraz rownolegle potaczenie sprezyny i tlumika, czyli tzw. model Kelvina (rys. 18.43a).
Model ten bardzo dobrze opisuje zjawisko pelzania, czyli zmiang odksztalcen w czasie przy stalej
wartos$ci naprezenia. Rownanie modelu Kelvina wyprowadza sig, korzystajac z faktu, ze w kazdej chwili
odksztatcenia sprezyny i thumika sa jednakowe. Oznacza to, ze element poprzeczny taczacy oba modele
elementarne musi by¢ zawsze poziomy, tzn. moze przesuwac sig tylko rownolegle. Ponadto bierzemy pod
uwagge, ze naprezenie catkowite jest suma naprezen wystepujacych w sprezynie i thumiku. Mamy wigc:

" {s(t)=8H(t)=8N(t)

G(1)=0, () +0 ().
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al b)
€l € €
& ! 2 & o0
® = +
0 i3t 6% ! L
t S \
g L] o0
1 !
-G,
Glt)=Gt)+6,lt)=-5 (" )" G, ft)s -6, M1
e)
S
AG, = 6,(1-€"1")
2(t) o
; B.e—t1ltr
0(ts) : o ’ -
L (tco) 5 €
J ‘_l B,(1- e

Wd = So Eo(,’_e—t]/(;)

Rys. 18.42

Z tych zalezno$ci oraz rownan fizycznych ciata Hooke'a (18.45) i ciata Newtona (18.47) otrzymujemy
réwnanie fizyczne modelu Kelvina:

c =Ee+ne. (18.49)

Rozwazymy pret wykonany z materialu odpowiadajacego modelowi Kelvina, poddany statemu
naprezeniu rozciagajacemu oo (por. rys. 18.43b,¢). W chwili ¢= tar , odpowiadajacej momentowi
przytozenia obciazenia, pret nie wykazuje zadnych wydtuzen, bo ttumik zachowuje si¢ jak cialo sztywne
(calg site przejmuje wiasnie thumik). W miar¢ uptywu czasu nastgpuje przeptyw cieczy w thumiku, co
umozliwia wydtuzenie prgta. Czes¢ naprezen proporcjonalnych do tego wydluzenia przejmuje spr¢zyna;
napre¢zenie przenoszone przez ttumik zmniejsza si¢. Gdy czas obciazenia jest nieskonczenie diugi, cata
site przejmuje sprezyna, a wydtuzenie preta dazy do wartosci 6o/E. Opisany proces ma cechy petzania.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 18. PRETY Z MATERIALU FIZYCZNIE NIELINIOWEGO 63

a)l
16 e) t<t,
R 177 . —
G, t=t? g
b od g j_,o
E :
G, Wty '
LE(H) |
b) © f)
E)‘ G
S, ] S, ] > 12
@® @{
| RS 0 3 t
c) 1’:1‘0 ) to 'l’1
S, (. -titr g
3 E_(,l_ trt ) £
G, /E -t ——————mmas——m
©
t t
d)_T*"‘to
Gy R
tO N t—«-oo
t5 b P E 0 3 ¢
£~ 6,/E €ly)

Rys. 18.43

Zalezno$¢ &(¢) ustalimy na podstawie rownania (18.49), w ktérym o(¢) = o¢ :
@) t.e+e=0(/E.

Roéwnanie to przy warunku poczatkowym €(0) = 0 ma nastepujace rozwiazanie:
: _So ( —t/t )
e(ty=—"+(1—€e ")
) (1) z

Wykres funkcji &(f) podano na rys. 18.43¢c. Funkcja o(g), zobrazowana na rys. 18.43d, jest podobna do
wykresu o(g) dla ciata idealnie plastycznego. Dlatego w poczatkowych badaniach przeprowadzanych w
latach dwudziestych naszego wieku petzanie utozsamiano z ptynigciem plastycznym. Zasadnicza réznica
migdzy tymi procesami polega na tym, ze predkos¢ odksztatcenia podczas petzania jest zmienna w czasie,
a podczas plynigcia plastycznego jest stala.

Na rysunkach 18.43f, g, h przedstawiono funkcje obciazenia o(f), odpowiadajacy jej przebieg
odksztatcen &(¢) 1 wykres o(g). Rozwiazanie tego zadania otrzymuje si¢ bezposrednio z rownania () na
podstawie zasady superpozycji Boltzmanna. Wykres o(€) — podobnie jak w modelu Kelvina — obrazuje
histerezg sprezysta. Usunigcie obciazenia po odpowiednio dtugim czasie prowadzi do zaniku odksztatcen.
Stad przymiotnik ,,sprezysta”, mimo ze badany proces jest niesprezysty (nieodwracalny). Jak widaé,
zanikanie odksztalcen po zdjeciu obciazenia nie $wiadczy o sprezystosci materiatu. Sprezystosé
charakteryzuje si¢ bowiem tym, ze na plaszczyznie (o, €) droga obciazenia pokrywa si¢ z droga
odciazenia.

Model Kelvina nie wykazuje doraznych cech sprezystych, charakterystycznych dla kazdego rzeczywi-
stego materialu. Wady tej nie ma tzw. model standardowy, okreslony trzema parametrami Ey, E, 1 (rys.
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18.44a). Symbolem E( oznaczono tu modut sprezystosci doraznej. Model standardowy sklada sig¢ z sze-
regowego potaczenia modelu Hooke'a i modelu Kelvina. Rownanie rézniczkowe tego modelu standardo-
wego wynika z nastgpujacych zaleznos$ci:

e=¢gg+teg,
(%) {
0 =0g=0Og,

przy czym €y =6 / E(y, natomiast indeks K dotyczy modelu Kelvina. Wobec tego

o =0k =FEeg +néK=E(s—sH)+n(8'—8'H)=Ea—Ei+né—ni,

Ey Ey
stad
o) -(1+£} + s =E-g+n-E.
Ey) Ep
Po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie:
* . * * .
c+t,6=E¢e+nc¢, (18.50)
gdzie
t:: n , E*z EEO <E0, 1’]*: nEO
E+ EO E+ EO E+ EO

Zauwazmy, ze model standardowy jest uogélnieniem modeli Maxwella i Kelvina. Pierwszy z nich

uzyskamy dla £ — 0, drugi — dla Eg — . Zachowanie si¢ modelu standardowego poddanego obciazeniu
»prostokatnemu” (rys. 18.44b):

o (1) =co[H(t—1)~ H()],

obrazuja rys. 18.44c, d.

o

m| &

o

¥a

m
o

Rys. 18.44
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Chcac zastosowaé ktorykolwiek z wyzej omowionych modeli trzeba oszacowaé parametry ¢,.,E in ,

pemhiace funkcje statych materiatowych. Jedna z mozliwosci jest badanie wymiardw petli histerezy przy
wymuszeniu odksztatcenia badz naprezenia (por. [9]). W maszynach wytrzymatosciowych wygodnie jest
wymusza¢ odksztatcenie, zmieniajace si¢ w czasie wedtug wzoru:

0) e(t) = gp sin(wr).

Réwnanie rozniczkowe modelu standardowego przyjmuje woéwczas postac:
% . . *

(m) C +1,.06 = Ejg( SIn®t +1n g0 COSWI,

przy czym jako warunek poczatkowy przyjmiemy wymaganie, by o(0) = 0. Catka og6lna rownania (m)
jest nastgpujaca:
o(1)=Ce " o (1),

gdzie
C - jest stalg catkowania,
o4(?) - jest calka szczeg6lna rownania niejednorodnego o postaci:

(n) o,(f) = Asinwt + Bcoswt.

Warto$ci 4 i B musza by¢ tak dobrane, by réwnanie rozniczkowe (m) byto spetnione tozsamosciowo. Po
podstawieniu zaleznos$ci (n) do (m) otrzymujemy:
* . * * . *
(A - trwB) sinw? + (trcoA + B) coswt = E gqsinmt +1 £pm coswt,
skad

(0) A:f—OZ(E*th:n*oaz), Bz%-m(n*—t:El)>O.
I+t,"o

Z warunku poczatkowy o(0) = 0 wynika, ze C = —B, a rozwiazanie rOwnania (m) przybiera postac:

() o(t)= ~Be ' + Asinot + Bcosot
lub o(t)=—-Be "I 454 sin(ot +¢),
gdzie Go=A/cosp, tgp=DB/A.

Przebieg funkcji €(¢) i o(¢) przedstawiono na rys. 18.45a, b.
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WWMW/ !

)

| &

Rys. 18.45

Z rysunkow tych oraz ze wzoru (p) wida¢, ze w miar¢ zwigkszania liczby cykli (uptywu czasu)
zaleznos$¢ o(?) stabilizuje si¢ i w przyblizeniu mozna ja okresli¢ funkcja:

(r) o(t) = Asinwt + Bcoswt.
Procesowi stabilizacji towarzyszy wytworzenie si¢ petli histerezy (rys. 18.45¢) na ptaszczyznie (o, €). Dla

bardzo duzej liczby cykli petla histerezy przyjmuje posta¢ zilustrowana na rys. 18.45d. Energia
rozpraszana odpowiada tzw. tlhumieniu wewngtrznemu. Réwnanie petli histerezy otrzymujemy przez

wyrugowanie z rownan (/) i (») parametru czasu. Po uwzglednieniu w zaleznosci (r), ze sinot = €/gq,
dysponujemy dwoma réwnaniami:

C—-¢

€ = sinwt, = cosmt,

gdzie 6 =0, € = Ae / gy. Po obustronnym podniesieniu do kwadratu i wykorzystaniu wzoru
jedynkowego rownania te prowadza do zaleznosci:

(6-€) +tg’0-82 = B2

Mozna sig przekonac, ze uzyskane rownanie przedstawia elipsg, ktorej gldéwne osie pokrywaja si¢ z
osiami & 157, obroconymi o pewien kat a (rys. 18.45d). Ostatecznie otrzymujemy rownanie:

=2 —2
€ 9]

(s) —2"‘—2:1,
a b

gdzie € =€ -coso. —G -sinaL; G| =¢€ -sina +G -cosa, tg2a = —2/tg2(p oraz
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a’ =a2(t:,n*,E*)= B? /(1+tg2(p -cos’ o —sinZa),
0
b? =b2(t:,n*,E*)= B? /(1+tg2(p -sin’ o +sin20c)<a2.

Pomiar warto$ci 6o oraz wymiaré6w i usytuowania petli histerezy otrzymanej na podstawie badan
doswiadczalnych pozwala za pomoca zaleznosci (f) oraz rys. 18.45d oszacowaé nieznane parametry

modelu t:,n* iE.

Omowimy jeszcze rozciaganie i zginanie preta wykonanego z materiatu standardowego. Podstawa
rozwazan jest rownanie modelu standardowego (18.50) oraz prawo Bernoulliego dla przekroju, w ktorym
0§ z jest osig symetrii:

e(x,z,t) = M(x,t)+ K (x,1)z.

Z zaleznosci tej wynika, ze
e(x,z,t) = M(x,0) + K (x,0)z.

Podstawienie obu powyzszych zalezno$ci do rownania (18.50) prowadzi do wyniku:
() o+t:-d=E*-(x+k-z)+n*(>;+k'z).

Obustronne catkowanie réwnania (u#) po powierzchni przekroju 4:

I((S 1,6 )dA = E*j(k +kz)dA +n*j(x +Kz)dd,
A A A

prowadzi do réwnania rézniczkowego wiazacego site podtuzna z wydtuzeniem osi:

N+t N=E A\ =n"AX. (18.51)

Odpowiednie réwnanie dla momentu zginajacego otrzymuje si¢ przez pomnozenie roéwnania (i) przez z
oraz scatkowanie po powierzchni przekroju A4:

I(GZ + t:dz)dA = E*j (Az+ kzz)dA +1”|*J.(7;z +Kz? )dA,
A A A
skad

M+t.M=E"J-K+n"J-K, (18.52)

gdzie J oznacza moment bezwtadnosci przekroju wzgledem osi y.

W celu ilustracji zastosowania uzyskanych wynikow obliczymy belke wspornikowa przedstawiona na
rys. 18.46a. W chwili ¢+ = 0 belkg obciazono sila skupiona P. Poniewaz ograniczamy si¢ do matych
przemieszczen, a uklad jest statycznie wyznaczalny, wigc moment zginajacy ma znana warto$¢ i nie

zmienia si¢ w miarg uptywu czasu, czyli M =0. Wobec tego roéwnanie (18.52) przyjmuje postac:

w) n*k' +EK = ij),

przy czym warunek poczatkowy dla krzywizny powinien uwzglednia¢ krzywizng dorazna, pojawiajaca
si¢ tuz przy przytozeniu obciazenia, czyli
M(x)

() K (x,0)= Fo .
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Rozwiazaniem ogolnym réwnania (w) jest funkcja:

k(x,0)=C-e ' +kg(x,0).
Calke szczegdlna mozna przyjac w postaci:

Ks(rat) =k g(x) = L&)
E J

Wobec powyzszego
e M
K(x,t)=C-e 1y +—£x).
EJ

Po uwzglednieniu warunku poczatkowego (x) otrzymujemy ostatecznie, ze

C=— Mka) .(1_E_*J __Mx
E J Ey EJ

oraz

o) K (x,1) = ng)-(l—E—-e_t/t"].
E'J E

Poniewaz k(x, t) = —-w"(x, £), wigc rOwnanie rézniczkowe linii ugigcia jest nastgpujace:

w'(x,t)=—

M(x).{l_E_*.e-t/z:

= Z J, M(x)=P(-x).

Po scatkowaniu wzgledem x i uwzglednieniu warunkow brzegowych: w(0, £) = 0, w'(0, ) =0,

uzyskujemy rownanie linii ugiecia w funkcji czasu:

(2) w(x,1) :éi] H’;} _(’;ﬂ[@f;’j _%e—mr }: e (x)[(l N 115;) _ % o }

gdzie wgpy (x) oznacza funkcjg ugigeia belki idealnie sprezystej o sztywnosci EgJ.

Ugigcie konca belki wspornikowej w(/, t) = A(¢) jako funkcja czasu

3 ‘
A(t) = PI”_ (Hﬂ)_ﬂ.e—f/tr i
3EyJ E) E

Uzyskane rezultaty obrazuja rys. 18.46¢, d.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r.

Alma Mater



Czesc 4 18. PRETY Z MATERIALU FIZYCZNIE NIELINIOWEGO 69

P c)
a) J Al
=77 A B
27 ———— X
A(o@)
L l }
21 A,T ot
b) o£— o
d)
Pl M .
M{x)=P-{l-x) t A
1 1
! !
| i
to1 L oA
A1 A(oo)
Rys. 18.46

Warto dodaé, ze rozwiazania zadan liniowej lepkosprezystosci sktadaja si¢ zawsze z iloczynu czgsci
odpowiadajacej rozwiazaniu sprezystemu i pewnej funkcji czasu. Ilustracja tego jest budowa rownania

@)

18.5.4. Materialy sprezysto-plastyczne

Charakterystyczna cecha materialow wykazujacych wiasnosci reologiczne jest lepkos¢. Materialy
sprezysto-plastyczne, jako niewrazliwe na predkos¢ odksztalcenia, nie sa zatem $cisle biorac, materiatami
reologicznymi. Niemniej jednak wlasnosci mechaniczne materiatdow sprezysto-plastycznych wynikaja
réowniez z analizy zachowania si¢ modeli reologicznych ztozonych ze sprezyn i suwakow. Przykladem
takiego modelu jest model ciata sprgzysto-idealnie plastycznego, przedstawiony na rys. 18.47a.
Zachowanie si¢ modelu w trakcie obciazania i odciazania ilustruje rys. 18.47b.

a)l b)

Rys. 18.47

18.5.5. Materialy sprezystolepkoplastyczne

Modele tych materiatow maja najbardziej ztozona strukture, sktadaja si¢ bowiem ze wszystkich
rodzajow modeli elementarnych, tzn. spr¢zyn, thumikow i suwakow.

Materiaty sprezystolepkoplastyczne dzieli si¢ zazwyczaj na dwie zasadnicze grupy, [34]:
— materiaty sprezysto/lepkoplastyczne (por. rys. 18.48),
— materialy sprezysto-lepkoplastyczne (por. rys. 18.49).
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Materialy pierwszej grupy przed uplastycznieniem sa wylacznie sprezyste; lepkos¢ ich pojawia si¢
dopiero po uplastycznieniu. Materiaty drugiej grupy wykazuja wlasnosci lepkie zarbwno w obszarze
sprezystym, jak i plastycznym. Oba rodzaje modeli ciat sprezystolepkoplastycznych bardzo dobrze
opisuja znany z eksperymentow wplyw predkosci i obciazenia na charakterystyke wykresu o(¢).

Rozwazymy najpierw model Binghama, opisujacy material sprezysto/lepko-plastyczny (rys. 18.48a).
Roéwnanie tego modelu budujemy na podstawie zaleznosci:
G =Cfp =0y +O0yp, E=TER TENY .

Gdy |o| < op, model zachowuje sig czysto sprezyscie. Gdy |o| > op, to nadwyzke obciazenia
6 —0 p-sgne przejmuje thumik. Wobec tego

) {G'/E, |G|<cp,

_ _ (18.53)
(6 /E)+(c —op-sgné)/n, [o|>0p.

Rozwazymy obciazenie modelu naprgzeniem rosnacym jednostajnie z predkoscia v [N/ (mz/ s)]:
o(t) =v-t (rys. 18.48D). Wowczas

—gdy tSG—P,to s(t)zl-t,
\ E

2
—edy t22P 1o 8(t)=.[ A Uil J ) PR TP UL ) o)
\ E M E n

Stata catkowania C wyznaczymy z warunku ciagtosci odksztalcen w chwili ¢t = op/v:

skad

Rys. 18.48
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7

Rozwiazanie zadania jest wigc nastepujace:

S <92,
E v
@ &)= v vV © c? c
Rays +(———sz+—", t>—L
2n E 2nv v
Po wyeliminowaniu czasu ¢ otrzymujemy zalezno$¢ &(c):
c
— R c|<o
ol o|<op
e(o)=
2
LI Cllndd D P
E 2nv

Zalezno$¢ te¢ ilustruje rys. 18.48¢c. Z rysunku widaé, ze wzrost predkosci obcigzenia powoduje

podniesienie si¢ krzywej ().

Jeden z najprostszych modeli ciata sprezysto-lepkoplastycznego przedstawia rys. 18.49a. Jest to model
czteroparametrowy. Analiza reologiczna tego modelu jest dosy¢ obszerna. Poprzestaniemy zatem tylko
na przedstawieniu wykresu o(g) przy wymuszeniu dynamicznym o(f)= vt. Okazuje si¢, ze poza
zjawiskami wystgpujacymi w modelu Binghama rejestrujemy réwniez podwyzszenie granicy

. * . y e e . . yr
plastycznosci 6 p w efekcie wzrostu predkosci i naprezenia. T¢ wlasno$¢ modelu czteroparametrowego

ilustruje rysunek 18.49c.

b)

Rys. 18.49
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