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PODSUMOWANIE TRZECIEJ CZESCI

Wiadomosci ogéine

o Warunki rownowagi uktadu sit
Sita jest wektorem bedacym mechaniczna miara oddziatywania ciat materialnych. Konsekwencja tego
pewnika jest akceptacja algebry wektoréw do badania rownowagi ciat sztywnych. Rownowaga ta

zachodzi, gdy wektor wypadkowy wszystkich sit P(i) (i=12,3,...,n) 1 wektor momentu tych sit

wzgledem dowolnie obranego punktu sa rowne zeru. Analityczna posta¢ warunkdéw rownowagi jest
nastepujaca:

anp)@ =0, anpy(i) =0, Zn:PZ(") =0,
i=1 i=1 i=1
i=1 i=1

i=1
gdzie
VT
M =20 gl
M =P =y, PV,

Liczby X;,y;,z; oznaczaja wspolrzedne punktow przylozenia sit P(i).
W ptaskim uktadzie sit pokrywajacych sig z plaszczyzna uktadu wspotrzednych x, z, mamy
PJEi) =0,y;, =0, oraz M )(Ci) =M Z(i) =0. Wtedy istotne sg tylko trzy rownania rownowagi:

n n n n
S RO -0, S A0 20, 3 MDY (0 -5 p0) <o
i=1 i=1 i=1 i=1

Réwnania rownowagi dla ptaskiego uktadu sit moga by¢ stosowane w nastepujacych trzech wariantach:

— suma rzutéw sit na dwie dowolne rownolegte proste oraz suma momentow tych sit wzgledem
dowolnego punktu sg rowne zeru (postac jak wyzej),

— suma rzutoéw sil na jedna dowolna prosta oraz suma momentow tych sit wzgledem dwoch
dowolnych punktéw nie lezacych na prostej prostopadtej do kierunku rzutowania sit sa rowne zeru,

— suma momentow sit wzgledem trzech dowolnych punktow nie lezacych na jednej prostej jest rowna
zeru.

W metodzie wykreslnej rownania rownowagi plaskiego uktadu sit odpowiadaja zamykaniu si¢

wieloboku sit (ZP)C(i) =0, Zl’z(i) = 0) i zamykaniu si¢ wieloboku sznurowego ( ZM )(,i) =0).

e Podpory pretow
Przekroje preta zachowuja si¢ jak sztywne figury plaskie, majace tylko szes¢ stopni swobody:

{di} = {u,v,w,\u,(py,(pz}, i=12,...,6.
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Podparcie preta w danym punkcie osi oznacza wprowadzenie dodatkowych wigzow, odbierajacych
przekrojowi jeden, dwa lub wiecej stopni swobody. Obciazeniu preta (tzw. sitom czynnym) towarzysza
reakcje wigzow podporowych (tzw. sit biernych).

Typowe rodzaje podpor w uktadach ptaskich (ptaszczyzna x, z) to:

— utwierdzenie — przekroj nie ma zadnego stopnia swobody (u = w = 0; @), = 0); wystepuja zatem trzy
reakcje wiezdéw: dwie sily sktadowe i moment;

— podpora teleskopowa — pozbawia przekrdj dwoch stopni swobody (w = 0, @y, = 0), wystepuja dwie
reakcje: moment i sita o kierunku normalnym do podstawy fundamentu;

— podpora przegubowa nieprzesuwna — pozbawia przekrdj dwoch stopni swobody (u=v=0);
wystepuja dwie sktadowe reakcji (dwie sity);

— podpora przegubowa przesuwna — pozbawia przekroj jednego stopnia swobody (w = 0), wystepuje
tylko jedna sktadowa reakcji o kierunku pokrywajacym sig z osia preta podporowego;

— podpora "slizgowa" — pozbawia przekrdj dwoch stopni swobody (u = 0, @, = 0); wystgpuja dwie
sktadowe reakcji: sita podluzna i moment zginajacy.

e Czynniki zewnetrzne powodujgce deformacje konstrukcji. Obcigzenia

Na obciazenia zewngtrzne sktadaja si¢ sity powierzchniowe i masowe. Mozna wprowadzi¢ jeszcze
inny podziat: na obciazenia roztozone w sposob ciagtly i1 obciazenia skupione. Obciazenia skupione
stanowia idealizacje obciazenia ciaglego roztozonego na bardzo matym obszarze.

W teorii pretow wszystkie obciazenia sprowadza si¢ do punktow osi cigzkosci preta. Jezeli
wypadkowe wszystkich sit zewngtrznych leza na tej samej ptaszczyznie, to wystgpuje ptaski uktad
obcigzenia.

W przypadku ogélnym na obciazenie preta sktadaja sig sity g, (s), g,,(s), ¢, (s) oraz momenty

my(s), m,,(s), m,(s), odniesione do jednostki dlugosci preta. Obciazenie preta opisuje macierz {E} :

{F}}:{QX:Qy:QZ:mx:my:mz}ﬂ i=1,2,3,..,6.
Elementy F; moga przedstawia¢ rowniez obciazenia skupione i odcinkowo ciagle, jezeli wyrazimy je za

pomoca funkcji Heaviside 'a H(s) 1 Diraca o(s).

o Sity wewnetrzne w pretach
Ogodlnie sity wewngtrzne dziatajace na dany przekroj (tzw. uogoélnione naprezenia) sa okreslone przez

sze$¢ elementéw macierzy {X } :

%} ={N.0,,0..9, M, M.}, i=1,23,...6

W przypadku trojwymiarowym znakowanie sit wewngtrznych jest zgodne z przyjetym uktadem
wspotrzednych. Oznacza to, ze na plaszczyznach zwroty dodatnich wektorow sit wewnetrznych sa
zgodne ze zwrotami osi i kr¢tnoscia uktadu wspotrzednych (np. w uktadzie prawoskretnym dodatni
moment skregcajacy odpowiada odkrgcaniu nakretki sruby).

W zadaniach ptaskich — zgodnie z wieloletnia tradycja — zasady znakowania sit poprzecznych i mo-
mentdéw zginajacych sa juz ustalone; dodatnia sita normalna rozciaga pret, dodatnia sita poprzeczna usitu-
je obroci¢ odcigta czes¢ preta zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, dodatni moment powoduje rozciaga-
nie dolnych wioékien preta, przyjetych jako ,,dolne”. Zasady te — jakkolwiek nie nawiazujace do zadnego
uktadu wspotrzednych — zaleza jednak od polozenia obserwatora. Dodajmy jeszcze, ze znakowania mo-
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mentoéw mozna catkowicie zaniechac, jesli rzedne wykresu momentdéw odnosi si¢ po stronie widkien roz-
ciaganych.

e Klasyfikacja uktadéw pretowych

Nazewnictwo konstrukcji pretowych ksztattowato si¢ na przestrzeni stuleci. Nic dziwnego, ze
klasyfikacja uktadow pretowych nie jest merytorycznie spdjna. O nazwie konstrukeji decyduja zazwyczaj
nastepujace cechy:

— sposob podparcia i potaczenia pretow,

— ksztalt geometryczny osi,

— sposob obciazenia,

— zdolno$¢ konstrukcji do przejmowania okreslonych sit wewngtrznych.

A oto okre$lenia najczesciej spotykanych uktadéw pretowych:

e Kratownica to uktad prostoliniowych pretow polaczonych ze soba przegubowo. Obciazenie dziata
wylacznie w postaci sit skupionych przylozonych w weztach, tj. w punktach polaczenia pretow. Przy
tych zatozeniach prety kratownicy przenosza wytacznie sity podtuzne.

e Belka to pret o osi prostoliniowej, obciazony poprzecznie. Belka w dwoch punktach podparta
swobodnie (przegubowo) oraz belka wspornikowa nosza nazwg belek prostych. Termin ,,belka”
rezerwuje si¢ dla pretow zginanych.

o Luk to pret o osi zakrzywionej w pewnej plaszczyznie. W tukach oprécz zginania i $cinania, z reguly
wystepuja podtuzne sity $ciskajace.

e Ciggno to pret majacy tylko sztywnosc¢ rozciagania. ROwnowaga ciggna obciazonego wymaga
zakrzywienia lub zatamania osi. Ciggno przenosi wytacznie sity normalne rozciagajace.

e  Rama to uktad pretow prostoliniowych potaczonych w weztach w sposob sztywny lub przegubowy.

e  Ruszt to rama plaska obciazona prostopadle do swej ptaszczyzny.

Poza tym stosuje si¢ bardziej szczegdtowe terminy. Okreslenie ,,stup” oznacza pret pionowy poddany
$ciskaniu. Rozciagany pret pionowy nosi nazwe ,,wieszak”. ., Rygiel” to zazwyczaj poziomy element
ramy przenoszacy momenty zginajace.

e Obliczanie sit wewnetrznych. Zasada zesztywnienia

Ogolny sposob wyznaczania sit wewngtrznych w przekroju o — a polega na badaniu réwnowagi
jednej dowolnie wybranej czesci preta oddzielonej tym przekrojem. Do wyznaczenia sit wewngtrznych za
pomoca rownan rownowagi musza by¢ dane:

— przemieszczenia kazdego przekroju preta,
— zachowanie si¢ obciazenia w procesie deformacji,
— sity reakcji wigzow.

Wyznaczanie sit wewnetrznych upraszcza si¢ znakomicie, gdy przyjmiemy, ze przemieszczenia
konstrukcji sa bardzo mate, co pozwala zaniedba¢ rozréznianie konfiguracji przed i po odksztalceniu. W
rownaniach rownowagi mozna wtedy pominaé wptyw deformacji. Przy ukltadaniu rownan rownowagi
prety traktujemy jak ciala sztywne zajmujace pod obciazeniem konfiguracje poczatkowa. Stwierdzenie
powyzsze stanowi tres¢ tzw. zasady zesztywnienia.

e Konstrukcje statycznie wyznaczalne i statycznie niewyznaczalne

Jezeli dla dowolnego obciazenia konstrukceji reakcje i sity wewngtrzne mozna wyznaczy¢ wytacznie z
rownan rownowagi, to konstrukcje takgq nazywamy statycznie wyznaczalng. Wszystkie inne tworza zbior
konstrukc;ji statycznie niewyznaczalnych. W konstrukcjach tych do okreslenia pola statycznego (tj. reak-
cji 1 sit wewngtrznych) oprocz rownan rownowagi wykorzystuje si¢ dodatkowo informacje o polu prze-
mieszczen, ktore zaleza m. in. od wlasnos$ci fizycznych materiatu. Nalezy podkresli¢, ze w ramach teorii
kinematycznie nieliniowej, w ktorej nie obowiazuje zasada zesztywnienia, kazda konstrukcja jest statycz-
nie niewyznaczalna. Bardzo istotna cecha konstrukcji statycznie wyznaczalnych jest to, ze zerowemu
obcigzeniu odpowiadaja zawsze zerowe reakcje 1 sity wewngtrzne. W konstrukcjach statycznie niewyzna-
czalnych juz tak nie jest, gdyz moga w nich wystgpowac rézne od zera reakcje i sity wewngtrzne pozosta-
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jace w rownowadze z zerowym obciazeniem. Teoria konstrukcji statycznie wyznaczalnych ma znaczenie
podstawowe, stuzy bowiem takze do obliczania konstrukcji statycznie niewyznaczalnych.

e Rbéwnania pracy wirtualnej dla konstrukcji pretowych
Roéwnania pracy wirtualnej dla konstrukcji pretowych przyjmuja nastepujaca postaé:
— wirtualny stan przemieszczen:
I(qxﬁ +q,V +qW+my +m,@, +m.e,)ds =

N

=JN7T+Qy[§y + OB, +9M + MK, + MK, )ds,

s
6

Yi "€ ds,
=1

Il

lub krocej

1
— wirtualny stan sit:

I(qxu +qV WM\ +m,@, +m,p, )ds =

S
:I]Vx +Qyﬁy + 0B, + 90 + A_/[yxy + M.y )ds,

N

J[gﬁ-df]ds=£[iz-eins.

Ky l=1

lub krocej

W réwnaniach tych A,f,,B.,0,k ,,k oznaczaja uogolnione odksztatcenia preta, zgrupowane w

macierzy e = {e,-} :

e={e,.}z{x,;sy,ﬁz,e,ky,kz}, i=1,2,...,6.

e Twierdzenia energetyczne dla pretow sprezystych

— Twierdzenie Clapeyrona
Tres¢ tego twierdzenia dla konstrukcji pretowych wyraza rownanie:

1
Ej(qxu +qV+q W+ my +myQ, +m,)ds =

N

1
:EI(M+QyBy +O.B, + MO + Mk, + MK )ds,
S

lub

LZX-@inS, i=1,2,...,6.

i=l

[if’i-di}ds:%f

N i=1 N

Twierdzenie to obowiazuje tylko dla uktadéw Clapeyrona, czyli uktadow, w ktorych zaleznosci
migdzy obciazeniami i przemieszczeniami sg liniowe, a ponadto nie wystepuja wstgpne naprezenia lub
odksztalcenia oraz zmiany temperatury.

— Twierdzenie o minimum energii potencjalnej
Energia potencjalna dla konstrukcji pretowych ma postac:
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M =T1(d,)=[W[e/(d,)]ds~

[(Er)

przy czym

W o yi=12..6
Oe,

Stan rownowagi odpowiada sytuacji, w ktorej energia potencjalna I1(d;) osiaga wartos¢ ekstremalna.
Rownowaga stateczna wystepuje natomiast wtedy, gdy energia potencjalna osiaga warto$¢ minimalna:

I1(d; ) = min.

Twierdzenie to jest stuszne rowniez dla pretow nieliniowo-sprgzystych. Przemieszczenia konstrukcji
moga by¢ dowolnie duze pod warunkiem, ze obciazenia sa konserwatywne. W przypadku prgta liniowo-
sprezystego

6
W(e;) =%{EAK2 +%B§ +%B§ +GJ®> +EJ K +EJZk22] =%ZD,-e,-2,
y z i=1

gdzie D; oznaczaja kolejno odpowiednie sztywnos$ci przekroju preta:

(D} = {EA,GA/ky,GA/kZ,GJT,EJy,EJZ}.

Gdy obciazenie sktada sig rowniez z uogolnionych obciazen skupionych (sit lub momentow) P; (j = 1, 2,

o 1)
J{iﬂdl]ds - I[ZFidinS+ inA )

Ky i=1 Sp i=1

gdzie A; oznacza rzut przemieszczenia punktu przylozenia obciazenia skupionego P; na linig dziatania
tego obcigzenia, to z warunku minimum energii potencjalnej otrzymujemy, ze
_ou
j —_ .
0A;

W réwnaniu tym U =U(e;,A;) = J. W(e;,Aj)ds 1o0znacza catkowita energig odksztalcenia wyrazong
N
przez wielkosci kinematyczne.

— Twierdzenie o minimum energii dopetniajqcej. Zasada Castigliano
Energia dopehiajaca IT dla konstrukcji pretowych ma postac:

6
j > Fd; | ds.
Sd i=1

n =jW(Yi)ds—

przy czym
ow

e, k=1,2,..,6.
o

Sposrod wszystkich dopuszczalnych pol statycznych (naprezen uogdlnionych i sit zewnetrznych)
realizuje sig to pole, ktore nadaje energii dopetniajacej warto$¢ minimalna, czyli:
17 (%, F}) = min.

Twierdzenie to jest sluszne rowniez dla pretéw nieliniowo-sprezystych. W przypadku preta liniowo-
sprezystego
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2 2 2 2 M2 2
:.l EY;_+ Q%; + Q& +_&n + Yy + Alé _ 1
2| EA (GA/ky) (GAlk;) GJg EJ, EJ. | 2

6 2
VA
/404 —» L
(1) 2.7,
1=

Szczego6lnym przypadkiem tego twierdzenia jest tzw. zasada Castigliano, ktdra ma zastosowanie, gdy
poza obciazeniami ciaglymi Fy wystgpuja rowniez obciazenia skupione P;. Wowczas

6 m
H* ZH*(YlﬁFk’P])ZIW(Yl’R/)dS_ I[ZEdZJdS_ZPJAj
s Sq i=1 J=1

Z warunku znikania pochodnej energii dopetniajacej wzgledem sity P;. otrzymujemy:
_ou
i T 5p
o,

gdzie U=U(Y,P) = I W(Y,,P,) ds 1oznacza calkowita energig odksztalcenia wyrazona przez wielkosci
statyczne.
e Kinematyka i statyka uktadow ciat idealnie sztywnych

— Male przemieszczenia tarcz sztywnych

Dowolny przyrost przemieszczen ciata sztywnego mozna traktowac jako obrot tego ciata wokot
chwilowego bieguna obrotu. Przesunigcie rownolegle (translacja) stanowi przypadek szczegolny, w
ktorym chwilowy biegun obrotu lezy w nieskonczonosci. Jesli kat obrotu ¢ jest maly, to mozna przyjaé,
ze wektor przemieszczenia danego punktu tarczy sztywnej jest prostopadty do kierunku promienia r
Taczacego ten punkt z biegunem obrotu. Wtedy wektor przemieszczenia A jest prostopadly do promienia
r, przy czym

A=r-tgp=r-¢.

Z analizy ptaskich tarcz sztywnych wynika, ze:

— bezwzgledna wartos¢ dowolnej sktadowej wektora przemieszczenia jest iloczynem kqta obrotu tarczy
i odlegtosci tej skladowej od bieguna obrotu.

— jezeli znamy kierunki wektorow przemieszczenia dwoch roznych punktow tarczy, to chwilowy biegun
obrotu lezy w punkcie przeciecia sie prostych prostopadtych do tych wektorow.
Ponadto podczas obrotu tarczy wzgledem bieguna o maty kat ¢ dla poszczegdlnych punktow tarczy

zachodzi zalezno$¢:

A A A
=2 _Tn_const.
n ) n

— Warunek konieczny geometrycznej niezmiennosci

Jesli p jest taczna liczba pretow podporowych, a ¢ — liczba tarcz w uktadzie, to moga wystapic trzy
przypadki:

1) gdy p <3¢, uklad jest geometrycznie zmienny,

2) gdy p =3¢, uklad jest geometrycznie niezmienny,

3) gdy p > 3¢, uklad jest geometrycznie niezmienny i przesztywniony.

Warunek konieczny kinematycznej (geometrycznej) niezmiennosci ma postac:

p=3t.

Liczba n = p — 3¢ okresla stopien przesztywnienia uktadu, a liczba s = 3¢ — p okresla liczbeg stopni

swobody uktadu geometrycznie zmiennego.
Do badania kinematyki tarcz sztywnych sporzadza si¢ plan biegunéw obrotu lub uktada si¢ réwnania
sumy rzutdw przemieszczen na osie uktadu wspoétrzednych x, y.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 16. PODSUMOWANIE TRZECIEJ CZESCI 7

— Warunek konieczny statycznej wyznaczalnosci i rownowaga tarcz sztywnych

Statyczna wyznaczalno$¢ w przypadku uktadu tarcz sztywnych oznacza, ze reakcje wszystkich
wigzow (tj. pretdw podporowych i pretow taczacych tarcze) mozna obliczy¢ wytacznie z rGwnan
rownowagi. Wystepuja tutaj trzy przypadki:

1) gdy p <3¢, uktad rownan statyki jest sprzeczny,

2) gdy p =3¢, uklad jest statycznie wyznaczalny,

3) gdy p > 3¢, uklad jest statycznie niewyznaczalny.
W statyce konstrukcji liczba n= p— 3¢ nazywa si¢ stopniem statycznej niewyznaczalnosci uktadu.

Warunek p = 3¢ jest tylko warunkiem koniecznym statycznej wyznaczalnoS$ci.

Przy badaniu rownowagi warto pamigtac o tym, ze jezeli na uktad tarcz dziataja:

— tylko dwie sity, to rownowaga zachodzi wtedy, gdy linie dziatania tych sit pokrywaja sig, wartosci
sa rowne, a Zwroty przeciwne,

— tylko trzy sity, to rdwnowaga zachodzi wtedy, gdy linie dziatania tych sil przecinaja si¢ w jednym
punkcie

— Warunek dostateczny geometrycznej niezmiennosci

Uktad konstrukcyjny jest geometrycznie (kinematycznie) niezmienny, jezeli przemieszczeniom uktadu
towarzysza rozne od zera odksztatcenia (lub zerowym odksztalceniom odpowiadaja zerowe
przemieszczenia).

Jesli przez € oznaczymy wektor pewnych uogdlnionych odksztalcen (np. w kratownicach wektor
wydhluzen pretow), a przez u odpowiadajace im uogolnione przemieszczenia, to wektory te mozna
powiaza¢ zaleznoS$cia

Cu=¢g,
gdzie C jest w ogdlnosci macierza prostokatna, noszaca nazwe macierzy geometrycznej (kinematycznej)

zgodnosci. W uktadach geometrycznie niezmiennych uktad rownan
Cu=0

moze mie¢ tylko rozwiazanie zerowe, czyli u = 0. Zachodzi to wtedy, gdy rzad macierzy jest rowny
liczbie stopni swobody s:

1z[C]=5.
Jest to warunek konieczny kinematycznej niezmienno$ci konstrukcji. Warunek ten, zgodnie z

twierdzeniem Grama, sprowadza si¢ do wymagania, by det [CT C]#0. Gdy rz [C] <0, to uktad jest

kinematycznie zmienny.
W przypadku konstrukcji statycznie wyznaczalnych, kiedy macierz C jest kwadratowa, warunek ten
jest rownowazny wymaganiu, by wyznacznik macierzy C byt rozny od zera, tj. by
det[C]=0.

Podobnie, badajac rownowage konstrukcji, otrzymujemy uktad rownan liniowych taczacych wektor
uogolnionych obcigzen P z wektorem uogolnionych naprezen Y (np. sitami w pretach kratownicy):

DY=P,

gdzie D jest w ogo6lnosci prostokatng macierza, noszaca nazwe macierzy rownowagi. Okazuje sig, ze
macierz D jest zawsze rowna transpozycji macierzy C, tzn.

p’ =c.

e Réwnania rézniczkowe rownowagi pretow

— Dla pretow o osi prostoliniowej
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dN _ QZ
T 4,

— dMy —
==4:2(x), — == 0:(x) =m, (x).

Dodajmy, ze zazwyczaj m,(x) = 0. Wtedy otrzymujemy, wykorzystywane czgsto w praktyce, zaleznosci:

au, d*M,
—L=0.(x) omz ——¥=—q,(x.
dx
— Dla pretow o osi zakrzywionej

aN 0.

[ Qz
ds ro ~4x(9): +

M, B
_qz(s)a F - Qz(s) - my(s)~

W réwnaniach tych r oznacza promien krzywizny preta, a s — wspotrzedna krzywoliniowa odmierzana
wzdtuz osi krzywoliniowej preta. Gdy » — o, to ds — dx i rdwnania powyzsze upraszczaja si¢ do
postaci obowiazujacych dla preta o osi prostoliniowe;.

Konstrukcje statycznie wyznaczalne

e Warunek konieczny statycznej wyznaczalnosci
Stopien statycznej niewyznaczalnosci n plaskiej konstrukcji pretowej okresla wzor:

n=p;+2py+3p3—2w; —2w,,

gdzie p1 jest liczba pretdw obustronnie przegubowych, py — liczba pretdw z jednej strony przegubowych,
a z drugiej utwierdzonych, p3 — liczba pretdow obustronnie utwierdzonych, wy — liczba weztow, w ktorych

prety sa potaczone przegubowo, a wy — liczba innych weztdw, w ktorych choéby dwa prety sa miedzy
soba potaczone w sposob sztywny. Wzor powyzszy jest stuszny pod warunkiem, ze uktad jest
kinematycznie niezmienny.

e Obliczanie sit wewnetrznych

Przyczyna pojawienia si¢ reakcji podporowych R i sit wewngtrznych Y sa obciazenia . W rownaniach
rownowagi wielko$ci te wystepuja zawsze w pierwszej potedze; tworza zatem funkcje liniowe. Wobec
tego dla przyczyny (obciazenia) i skutkow (reakcje, sity wewngetrzne) obowiazuje zasada superpozyciji:

R(Fi,,Fm) = Rl(Fi)+R2(F2)+"'+Rm(Fm)’
Y(F,.... Fy) = N+ L)+ 41, (Fy,),

gdzie indeksy reakc;ji i sit wewngtrznych odpowiadaja kolejnym numerom obcigzen. Powyzsze rownania
sq stuszne dla dowolnego materiatu, rowniez nieliniowego. Jedynym ograniczeniem jest akceptacja
zasady zesztywnienia.

Do wyznaczania reakcji i sit przekrojowych stosujemy dwie metody: statyczna i kinematyczng. W
metodzie statycznej wykorzystuje si¢ rownania rownowagi. Reakcje obliczamy, badajac rownowagg calej
konstrukcji lub jej czg$ci, natomiast sity przekrojowe obliczamy z rownan rownowagi jednej z my$lowo
przecigtej czgsci konstrukcji. W metodzie kinematycznej reakcje i sity przekrojowe sa wyznaczane za
pomoca réwnania pracy wirtualnej dla uktadu ciat sztywnych, dla ktérego przyjmuje si¢ odpowiednio
dobrany wirtualny stan przemieszczen. Okazuje sig np., ze ksztalt kinematyki wirtualnej odpowiada
ksztaltowi linii wptywu obliczanej reakcji lub sity przekrojowe;j. Jest to szczeg6lnie uzyteczny sposoéb w
odniesieniu do belek prostych i przegubowych.

¢ Obliczanie przemieszczen konstrukcji liniowo-sprezystych

W odniesieniu do konstrukcji liniowo-sprezystych dysponujemy réznorodnymi metodani wyznaczania
przemieszczen uogolnionych. Sa to metody:

— catkowania roéwnania rézniczkowego linii ugigcia,
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— obciazenia krzywiznami (metoda Mohra)
oraz metody energetyczne wykorzystujace:

— twierdzenie Clapeyrona,

— twierdzenie o minimum energii dopetniajacej (twierdzenie Castigliano)

— roéwnania pracy wirtualnej przy wirtualnym stanie sit.

W mechanice konstrukcji stosuje si¢ przede wszystkim metode wywodzaca si¢ z rOwnania pracy
wirtualnej. W celu obliczenia uogoélnionego przemieszczenia punktu i konstrukcje obciaza si¢ uogdlniona
sita wirtualna P = 1 w ten sposob, by iloczyn poszukiwanego przemieszczenia A, i sity wirtualnej
przedstawial prace tego obciazenia na rzeczywistym przemieszczeniu A;. Obciazenie wirtualne wywotuje
wirtualne reakcje R, i wirtualne sity przekrojowe N ,Qy,QZ,ﬁ, M s M, . Wtedy réwnanie pracy

wirtualnej przybiera postac:

Ta+Y Redy :j(zv.x@ygy + OB, +970 + Mok, + Mzk) ds,
k s
gdzie symbol calki rozciaga si¢ na wszystkie prety konstrukeji. Przemieszezenia Ay oznaczaja tutaj

rzeczywiste osiadania podpor. Rzeczywiste odksztalcenia uogolnione w uktadach liniowo-sprezystych sa
opisane zaleznosciami:

N 0 Q 0,
7\‘:_+7\‘3 DN b T b
EA by = (GA/ k) By b= (GA/'k,) "B
=2 16° k,=—2 4k, k.=Mz O
GJ, EJ, EJ,

Czlony zaznaczone indeksem 0 wyrazaja odksztatcenia uogélnione wywolane przez czynniki
niemechaniczne (temperaturg, skurcz) lub wstepne deformacje technologiczne (btedy wykonania).
W przypadku kratownic réwnanie pracy wirtualnej upraszcza si¢ do postaci:

T A+2Rk Ay = INxdx NjAZj,

gdzie Al; oznacza rzeczywiste Wydmzenle pretaji:

Nl
Al =AY +—LL
Ejd;
przy czym Al}) jest wydhuzeniem wynikajacym z czynnikéw niemechanicznych (np. bledy wykonania,

wplyw temperatury), 4; — przekrojem preta i, a E; — modulem sprezystosci tego preta.

Roéwnanie pracy wirtualnej mozna tez wykorzysta¢ do obliczenia tzw. cigzarkoéw sprezystych.
Cigzarki sprezyste sa rowne roznicy katow obrotu cigciw linii ugigcia w poszczegolnych punktach belki
lub kratownicy. Wykresy momentoéw zginajacych wywotanych przez obciazenie cigzarkami sprezystymi
odpowiadaja przyblizone;j linii ugigcia belki. W przypadku kratownic otrzymujemy doktadny ksztatt linii
ugigeia.

Konstrukcje statycznie niewyznaczalne

e Metoda sit

Konstrukcje statycznie niewyznaczalna mozna przeksztatci¢ w wyznaczalna (w tzw. uktad
podstawowy) przez usunigcie odpowiedniej liczby wigzéw 1 dodatkowe obciazenie jej reakcjami tych
wigzow (tzw. sitami nadliczbowymi). Liczba usunig¢tych wigzéw n rOwna sig stopniowi statycznej
niewyznaczalnoS$ci, a wartosci sit nadliczbowych musza by¢ takie, by byly spelnione kinematyczne
warunki cigglosci (zgodnosci) przemieszczen.
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Sity nadliczbowe X, (k=1, 2, ..., n) sa niewiadomymi w liniowym uktadzie réwnan kanonicznych me-
tody sit.

n
ZAik'Xk+Ai0=0= i=12,...n.
i=1

W przypadku uktadow ptaskich przy braku momentow skrecajacych wspotczynniki w rownaniach
kanonicznych sa zdefiniowane wzorami:

A-k:Akizj'(NiNM 9O +MiMkjds, ik=12,..,n
EA  (GA/k) EJ

N

Ao =J{Ni(%”“o) +Qi((G§(; ) +B0j " Ml’(ﬂg_;woj}kzlgﬁif'
7

N

Indeks 0 dotyczy uktadu podstawowego, a A;‘ oznacza osiadanie podpory f.

W og6lnym przypadku, gdy wystepuje szes¢ sit wewngetrznych, wspdtczynniki réwnan kanonicznych
wyrazaja wzory:

6
V¥
Aik:Aki:J > jll)J ds,
s\Jj=1 J
6
Y.
Al-ozj ZYJ-,-[DL%eﬁ? ds=> Rp-Ap, i,j.k=12,...m,
sLJ=1 A

gdzie Yj; oznacza j-ta sitg wewngtrzng w przyjetym ukfadzie podstawowym wywotang stanem X; = 1, D;
oznacza wektor sztywnosci przekrojow pretow, a e? sa uogodlnionymi odksztatceniami wywotanymi

przez wplywy niemechaniczne.

e Metoda przemieszczen

W metodzie przemieszczen konstrukcje pretowa traktujemy jako pewien skonczony zbior wezlow, z
ktorych kazdy ma okreslong liczbe stopni swobody. Za wezly uwazamy niewielkie fragmenty konstrukcji
zawierajace zazwyczaj wszystkie punkty zatamania osi, punkty, w ktorych zbiega si¢ wigksza liczba
pretow, i punkty podporowe. Niegjednokrotnie dogodne jest wyodrgbnienie weztow zawierajacych punkty
nagtej zmiany przekroju i punkty przylozenia obcigzen skupionych. Weztem moze by¢ rowniez fragment
zawierajacy dowolny obrany punkt lezacy na osi preta. Elementy migdzywezlowe nazywamy pretami.

W konstrukcji ptaskiej wezty, w ktorych chocby dwa prety sa potaczone w sposob sztywny, sa
tarczami sztywnymi. Z kolei wezly zawierajace przeguby sa punktami materialnymi. Wezly sztywne na
plaszczyznie maja zatem co najwyzej trzy stopnie swobody (dwa przesunig¢cia i obrot), a wezly
przegubowe — co najwyzej dwa stopnie swobody (dwa przesunigcia). Podpory konstrukcji odbieraja
weztom pewna liczbg stopni swobody. Wezty catkowicie unieruchomione (zazwyczaj wezly podporowe)
nazywaja si¢ weztami nieruchomymi. Pozostate wezly to wezty ruchome. Liczba stopni swobody
wszystkich weztéw (czyli stopien kinematycznej niewyznaczalnosci) jest rowna liczbie niewiadomych w
metodzie przemieszczen. Uktad podstawowy w tej metodzie to uktad o wszystkich weztach
nieruchomych, czyli uktad o zerowej liczbie stopni swobody.

Do wyznaczenia warto$ci przemieszczen weztow wykorzystuje si¢ rownania rOwnowagi weztow.
Réwnania te odpowiadaja sumie rzutow sit na kierunki wyznaczone przez wektory przesunigc oraz sumie
momentow wzgledem osi katow obrotu danego wezta. Catkowita liczba rownan rownowagi pokrywa si¢
zatem z liczba niewiadomych przemieszczen.

Opisana metoda ma sens dopiero wowczas, gdy reakcje pretdw zapiszemy jako funkcje przemieszczen
sasiednich weztow. Postac tych funkcji zalezy od usytuowania preta, wymiardw geometrycznych,
wlasnosci fizycznych materialu oraz warunkow brzegowych danego pregta. Dla prostoliniowego preta
sprezystego reakcje brzegowe prgtow oblicza si¢ z tzw. wzorow transformacyjnych:
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0

I”jzl"j +Sj(um), j,m:l,Z,...,6,

gdzie u,, oznaczaja uogdlnione przemieszczenia koncow preta, rjo sa reakcjami w uktadzie nieruchomym

(kinematycznie wyznaczalnym), a s(u,,) sa sitami brzegowymi wywotanymi przez przemieszczenia
koncow preta. Sity te oblicza si¢ wedlug zaleznosci

6
$i= D ety J=12,..,6,
m=1

gdzie [kj.] = [k.;] = K 1 nazywa si¢ macierzq sztywnosci preta w uktadzie lokalnym:

[ EA/I 0 0 —EA/l 0 0 |
0  12EJ/P  6EJ/I 0  —12J/P 6EJ/I

K| o 6EJ /1> 4EJ/I 0 —6EJ/I*> 2EJ/I
_EAJI 0 0 EA/I 0 0

0 —12EJ/P —6EJ/I* 0  12EJ/P® —6EJ/I?

L0 6EJ/1>  2EJ/I 0 —6EJ/I* 4EJ/I |

Roéwnania rownowagi poszczegolnych weztéw uktada si¢ w uktadzie globalnym, w ktérym uogolnione
przemieszczenia sa oznaczone przez Uy,. Reakcje brzegowe pretow R; wyraza sig¢ wowczas nastgpujaco:

0 .
RJ(Um)ZR] +S](Um), ],m=1,2,...,6,
gdzie

6 6
0 -~ 0
R} = Cjp-ry, SiUm) =D KjnUn.
p:l m=1

Symbol C jp oznacza macierz transformacji z uktadu lokalnego do uktadu globalnego. Do wyrazenia sit

brzegowych §; w danym precie przez przemieszcezenia shuzy macierz sztywnos$ci w uktadzie globalnym
Kin.

Wykorzystanie wzoréw transformacyjnych w rownaniach rownowagi wszystkich weztow prowadzi do
rownan metody przemieszczen. W celu uzyskania ostatecznej postaci rownan metody konieczne jest
wprowadzenie globalnej numeracji wszystkich sktadowych wektora przemieszczen, dokonanie agregacji
macierzy sztywnosci poszczegolnych pretow oraz uwzglednienie warunkoéw brzegowych. Warunki
brzegowe mozna uwzgledni¢ na rézne sposoby. Kolumny i wiersze macierzy odpowiadajace zerowym
przemieszczeniom usuwa sig, a w przypadku statycznych warunkoéw brzegowych uwzglednia sig
dodatkowe réwnania, redukujace liczbe niewiadomych. Uzyskana w ten sposob globalna macierz

sztywnoSci konstrukcji K jest macierza liniowego uktadu rownaf na poszukiwane przemieszczenia U,.
Macierzowa posta¢ rownan metody przemieszczen zapisuje si¢, jak nastepuje:

KU=P,

gdzie P jest wektorem wyrazow wolnych, wynikajacym z reakcji w ukladzie nieruchomym oraz obcigzen
dziatajacych bezposrednio na wegzty. Macierz sztywnosci K jest kwadratowa, symetryczna i $cisle
dodatnio okreslona.

Opisana metoda stanowi szczegdlny przypadek przemieszczeniowej wersji metody elementow skon-
czonych. Metoda ta nie nadaje si¢ jednak do obliczen ,,r¢cznych”. Tradycyjna metoda przemieszczen jest
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przystosowana wytacznie do obliczen konstrukeji zginanych (ramy, belki ciagte, tuki). Podstawowe
uproszczenie polega na przyjeciu zatozenia, ze prety sa niescisliwe. W obliczeniach wykorzystuje si¢
jedynie wzory transformacyjne dla momentow zginajacych, a jako wielkosci kinematyczne przyjmuje si¢
katy obrotow weztow i katy obrotu pretdw. Wzory te przybieraja postaé:

o 2EJ

My = My +T'(2(Pi 0k —3Wi),
o 2EJ

My = My +T'((Pi +20k — 3V ),

gdzie ¢;, ¢; sa katami obrotu weztow, a i katami obrotu pretow. Symbole M,-(}( oraz M ,?i oznaczaja
momenty utwierdzenia prgta w uktadzie nieruchomym. Bardzo istotna korzy$¢ polega na tym, ze katy
©;, @ oraz y; nie zaleza od uktadu wspotrzednych. Metoda ta jest niezwykle skuteczna wtedy, gdy

wezty konstrukcji tylko obracaja si¢. W przypadku weztow przemieszczajacych sig (przesuwnych) nalezy

zbada¢ dodatkowe stopnie swobody oraz wyznaczy¢ zaleznoséci pomigdzy katami obrotu pretow.

Réwnania metody odpowiadaja rownaniom réwnowagi momentow w poszczegolnych weztach oraz

dodatkowym réwnaniom réwnowagi momentow wynikajacych z kolejnych przesuwow weztow.
Roéwnania kanoniczne obu metod mozna zapisac jeszcze inaczej:

k=n
D g+ Ry =03 i=1,2,3,..n,,
k=1

gdzie rj jest uogdlniona reakcja wigzu i, powstajaca wskutek wymuszenia jednostkowego uogolnionego

przemieszczenia w kierunku wigzu k, a R;, jest reakcja wigzu i w ukladzie podstawowym kinematycznie
wyznaczalnym (tzn. w uktadzie nieruchomym). Réwnania kanoniczne odpowiadaja wymaganiu, by suma
wszystkich reakcji wigzu i w uktadzie byta réwna zeru.

¢ Obliczanie przemieszczen konstrukcji liniowo-sprezystych
W celu obliczenia przemieszczenia A; punktu i postepujemy tak jak w uktadach statycznie
wyznaczalnych. Statycznie dopuszczalne wirtualne pole naprgzen otrzymujemy z rozwigzania zadania

pomocniczego, w ktorym konstrukcje obciazamy jednostkowa sita wirtualng P = 1. Konstrukcja
obciazona sita wirtualna nie musi by¢ identyczna z rozwazang konstrukcja niewyznaczalna. Chodzi
przeciez tylko o to, by sity przekrojowe (uogolnione naprezenia) byty w rownowadze z przytozona sita
wirtualna. Mozna zatem przyjac, ze konstrukcja ta ma nizszy stopien statycznej niewyznaczalnosci lub ze
jest po prostu dowolna konstrukcja statycznie wyznaczalna, zbudowana z konstrukeji niewyznaczalnej
przez usunigcie tylu odpowiednich wigzow, ile jest stopni statycznej niewyznaczalnoS$ci.

Rownanie pracy wirtualnej, stuzace do obliczenia przemieszczenia A;, przybiera zatem postac:

T8+ Ry Ay =j(zv.x+§y5y + OB, + 900 + Mok, + M=k ) ds,
A s
gdzie N,Q,,0,,90, My, M:iR i sa odpowiednio sitami przekrojowymi i reakcjami podpor
spowodowanymi przez obcigzenie wirtualne w przyjetej konstrukcji statycznie wyznaczalnej, natomiast
ABy.B, 0,k K A; sa odpowiednio rzeczywistymi uogdlnionymi odksztalceniami w uktadzie

statycznie niewyznaczalnym i osiadaniami podpor. Trzeba tu pamigta¢, ze odksztatcenia te oblicza sig z
uwzglednieniem odksztatcen niemechanicznych. Bardziej szczegdtowa, ogdlng posta¢ rownania pracy
wirtualnej mozna wobec tego zapisac nastgpujaco:
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6

_ - (v, -

Fac=[]> ij[D—{+ejj ds—> Ry Ay
s Li=1 / /

e Zastosowanie twierdzenia Bettiego w teorii uktadéw statycznie niewyznaczalnych

— Twierdzenie o wzajemnosci reakcji

Twierdzenie o wzajemnosci reakcji jest nastgpujace:
Reakcja Ry; odpowiadajqca k-temu przemieszczeniu i wywolana stanem A; = 1

jest rowna reakcji R odpowiadajqcej i-temu przemieszczeniu i wywolanej stanem Ay = 1.

— Linie wplhywu wielkosci statycznych w uktadach statycznie niewyznaczalnych

Z twierdzenia Bettiego wynika jeszcze inny uzyteczny wniosek, stuzacy do wyznaczania linii wptywu
uktadéw statycznie niewyznaczalnych. Szczegdlnie przekonywujacy jest przyktad linii wptywu w
odniesieniu do belek ciaglych. Okazuje si¢ bowiem, ze ksztatt linii wptywu danej wielkoSci statycznej
odpowiada linii ugigcia belki ciaglej przy wymuszeniu jednostkowego przemieszczenia, na ktorym
wykonuje pracg badana wielko$¢ statyczna.

W konstrukcjach statycznie niewyznaczalnych usunigcie jednego wigzu prowadzi do uktadu, ktorego
stopien statycznej niewyznaczalno$ci zmniejsza si¢ o jeden. Jest to zatem w dalszym ciagu uktad
geometrycznie niezmienny, a wymuszenie przemieszczenia jednostkowego musi pociagaé za soba
deformacjg¢ pretow. Wnioskujemy stad, ze linie wptywu uktadow statycznie niewyznaczalnych jako linie
ugigcia uktadow sprezystych sa zawsze funkcjami nieliniowymi.
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