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PROBLEMY STATECZNOSCI

19.1. WIADOMOSCI WSTEPNE

19.1.1. Bifurkacja stanu rébwnowagi

Zagadnienia statecznosci naleza do najtrudniejszych, a =zarazem kluczowych probleméw
mechaniki. Naszkicujemy je wstepnie na przyktadzie idealnie sprezystego preta pryzmatycznego
poddanego dzialaniu osiowej sity S$ciskajacej (rys. 19.1a). Pod wplywem dostatecznie matej sity
sciskajacej pret ulega jedynie skroceniu, a 0§ preta pozostaje prostoliniowa (odcinek OB na rys. 19.15). Z
do$wiadczenia wiemy jednak, ze przy wigkszym obciazeniu pojawia si¢ pewien stan réwnowagi
chwiejnej, kryjacy w sobie niebezpieczenstwo, ze wskutek jakiej§ drobnej przyczyny (wstrzas,
przypadkowe uderzenie) pret zmieni nagle swa prostoliniowa postac i przyjmuje polozenie wygigte. Te
nagla zmiang nazywamy wyboczeniem preta. Zjawisko wyboczenia jest jedna z form utraty statecznosci.

Utrata stateczno$ci moze nastapi¢ wowczas, gdy sita osiowa P osiagnie pewna wartos¢ krytyczna Py..
Wartos$ci tej towarzysza zatem dwa stany rownowagi odpowiadajace prostoliniowej lub krzywoliniowe;j

osi preta. Na wykresie P — A (rys. 19.1b) jest to punkt B. W punkcie tym nastgpuje wigc ,,rozwidlenie”
stanu rownowagi, czyli tzw. bifurkacja.

a) b) =)

P¢

ﬁ C

B D
l '?(r
0
- A
Rys. 19.1

19.1.2. Zagadnienie Eulera

Podejmiemy probg wyznaczenia sity krytycznej na podstawie analizy wygictej postaci rownowagi
preta. Jedyna przyczyna wygigcia osi preta jest moment zginajacy M (x) = —P-[A - w(x)] (rys. 19.1a),
obliczony po odstapieniu od zasady zesztywnienia. Tak ustalona funkcje momentu wprowadzimy do
rownania rézniczkowego linii ugiecia. Zatozymy dodatkowo, ze:

— krzywizny wygigtej osi preta sa mate,

— pomijamy wplyw sil poprzecznych,

— pomijamy wptyw skrdcenia osi preta.

Wszystkie wyzej wymienione zatozenia odpowiadaja teorii wyboczenia preta sprezystego,
zbudowanej przez Eulera w potowie XVIII wieku.

Roéwnanie rozniczkowe linii ugigcia przyjmuje zatem nastgpujaca postac:

EJ-w'=-M(x)=P(A-w),
skad

2

(@) w'+o w=a2A,

gdzie aZ=P/ (EJ). Ogoblnym rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja:

w(x) = Cj cosax + G, sinox + A.
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Z warunkoéw brzegowych mamy:
w(0)=0, Ci+A=0, Cj=-A,
w'(0)=0, G, =0.
Wobec tego
w(x)=A-(1-cosox).
Poniewaz na swobodnym koncu preta w(l) = A, wige musi zachodzi¢ warunek:
A -cosal =0.

Z rownania tego wynika, ze albo A = 0, albo cosa/ = 0. Jezeli A = 0, to w=0, a zatem nie ma
wyboczenia. Jezeli natomiast cosa/ = 0, to musi by¢ spetniona zalezno$¢:

() al=(2n—l)-%, n=12,..

Z tego rownania wyznaczymy wartosci o, dla ktorych moze wystapi¢ wyboczenie. Ugigcie A pozostaje

jednak nieokreslone. Uwzgledniwszy, ze a Z=p/ (EJ) , na podstawie rownania (b) otrzymujemy:

P T
d=Q2n-1)-—,
TR
skad
© pn _ @n=D’n’EJ]

a2
Otrzymalis$my zatem nieskonczenie wiele rozwiazan. Z praktycznego punktu widzenia interesuje nas
jednak tylko najmniejsza sita P(n), wystegpujaca dla n = 1. Jest to poszukiwana sita krytyczna:

41

Wartosci tej odpowiada tak zwana pierwsza posta¢ wyboczenia (n = 1), ktora okresla rownanie:
wl) = A-(l - cosﬂj.
21

Trzy pierwsze postacie wyboczenia odpowiadajace wartosciom n = 1, n =2 i n = 3 ilustruje rys. 19.2.

lp(Z)
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19.1.3. Uwzglednienie duzych przemieszczen

Opisana wyzej uproszczona teoria wyboczenia pozwala obliczy¢ jedynie site krytyczna i
odpowiadajaca jej posta¢ wyboczenia. Jest to tak zwana ,,liniowa” teoria wyboczenia, gdyz zastosowano
liniowe réwnanie rozniczkowe linii ugigcia. Trzeba jednak podkresli¢, ze problemy statecznos$ci sa
zawsze nieliniowe i nie obowiazuje tu zasada superpozycji. Odstapimy obecnie od zatozenia, zZe
krzywizny sa male i zastosujemy doktadny wzoér na skonczona krzywizng. Ugigcia prgta moga by¢
wowczas dowolnie duze. Réwnanie rozniczkowe linii ugigcia jest nieliniowe i przybiera postac:

@) Y _ol.(A-w) ub ! —a?.1,

32~ 32
(1 + W.z) (1+t'2)

gdzie ¢=A-w (por.rys. 19.3a). Zauwazmy, ze zachodza tozsamosci:
1 2 1 ' 1 12 11 " 1
Ed(t )=t-t"dx =t(t'dx), Ed(t y=t"t"dx =1"(t'dx).

Po pomnozeniu obu stron réwnania (e); przez t'dx otrzymujemy:

|2
™) __ 2 (),
2\3/2
(1+t
skad po scatkowaniu:
-1/2
)] (1+z’2) =%a2-t2+C1.

Stata C; wyznaczymy z warunkow brzegowych na koncu utwierdzonym (x = 0), gdzie w =01 w' =0,
czyli A—t=0 1 -¢' = 0. Wynika stad, ze dla # = A pochodna ¢’ = 0. Uwzgledniwszy ten warunek
stwierdzamy, ze C; = 1-a2A? /2.

a) ]x lp b) TP

|
! { rewnowaga chwiejna
W / 4 teoria nieliniowa
|
I \q_x-_ Pkr — ———
l i : B[ “Nteoria liniowa
| l 4
{
0
- .
a Lt A
c)
l 6
i
P Sk
| &-0 A+0
L
AP=Fer yFa)
U M-PiA)t

Rys. 19.3

Dalsze zadanie polega wigc na rozwiazaniu nieliniowego rownania rézniczkowego pierwszego rzedu:

© Jier? = :

1—1a2(A2—z2)
2
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Po prostych przeksztatceniach rownanie to mozna doprowadzi¢ do postaci:
[1 _laz(Az - tz)]dt
2
o /(Az —tz)-[l—iocz(Az —tz)}

lub po wykorzystaniu rownania wyj$ciowego (g), — do postaci:

iaJ(Az_tz).[l_;az.(Az_tz)}'

Lewa strona tego rownania przedstawia element dlugosci zdeformowanej osi preta df =+v1+ 2 - dx , CO
po obustronnym scatkowaniu prowadzi do zaleznosci:

dx=+

1412 dx =

A ‘

(h) ajdl =

J' dt
0 ()\lAz—tz-\/l—iocz(Az—tz)

Poniewaz zalozenie o niescisliwosci osi preta jest nadal aktualne, lewa strona réwnania (%) daje w wyniku
warto§¢ ol. Prawa stron¢ mozna by przedstawi¢ w postaci nieelementarnej calki eliptycznej (por. np.
Timoshenko, Gere [48], Naleszkiewicz [30]). Wybierzemy jednak nieco inna drogg, prowadzaca do
postaci nadajacej si¢ do bezposrednich obliczen (por. np. Ballenstedt [2]). W tym celu zauwazmy, ze

2
: 2_ P _ (lj
@ TR CY)

gdzie p=P/ B,, przy czym B, = n’EJ/ (21)2 i stosownie do wzoru (d) oznacza site krytyczna (tzw.
eulerowska) obliczona wedhug teorii liniowe;j.
Jezeli skladnik o.” (A2 - t2) /4 jest mniejszy od jednosci, tzn. gdy

2
laz(AQ —t2)=p-(£j ~(A2 —t2)< 1,
41

2 ' 4 2
! =1+lp(£) -(Az—t2)+£p2(£j -(Az—t2) +...
2°\4] 2-4° \4]

\/1—1a2(A2—t2)
4

Rozwinigcie to pozwala kolejno scatkowaé sktadniki prawej strony réwnania (%). Po scalkowaniu

to

otrzymujemy:

=gy -3e(a) () - ) )
skad i , 2 4
o ey ()

Wzér () okresla zalezno$¢ migdzy sita P a ugigciem A.
Jezeli A = 0, to sita P jest rowna eulerowskiej sile krytycznej (p = 1). Wigkszym wartosciom sity P
odpowiadaja $cisle okreslone dwie wartosci przemieszczenia A. Dla nieduzych wartosci A/l szereg po

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 19. PROBLEMY STATECZNOSCI 5

prawej stronie wzoru (j) jest bardzo szybko zbiezny. Uwzgledniwszy jedynie dwa wyrazy tego szeregu
otrzymamy:

(k) éziﬁ f@
l i p

Nietrudno si¢ przekona¢, ze niewielkiemu zwigkszeniu obciazenia towarzysza znaczny przyrost ugiec i
katastrofalny wzrost napr¢zen normalnych. Naprezenia te obliczamy ze wzoru na mimosrodowe $ciskanie

(por. rys. 19.3c¢, d):
P PA B A A
|G|max =0 Zz+—=p7r(l+7) ZGkrp(l'F?j,

gdzie oy, = B, / A, ar oznacza promien rdzenia przekroju (» = W/A). Zatem

0 & = Smax :p[H_._)

Przyjmiemy przyktadowo, ze wysokos$¢ stupa /=5 m, a przekrdj shupa jest rura o $rednicy zewnetrzne;j
70 mm i grubosci Scianki 3 mm. Promien rdzenia przekroju » = 1,606 cm, czyli I/r = 311,4. Dla tych
danych ze wzorow (k) i (/) obliczono wartosci zestawione w tablicy III.

Tablica I1I
p="P/Py 1 1,001 1,002 1,003 1,004
v/i +0,0569 +0,0804 +0,0984 +0,1136
o 1 18,74 26,10 31,75 36,52

Wykres zaleznosci P(A) ilustruje rys. 19.3b. Charakterystyczne jest to, ze w rozwazanym przypadku
wykres ten jest symetryczny wzgledem osi P. Obserwowany znaczny wzrost napr¢zen po niewielkim
przekroczeniu wartosci sity krytycznej pozwala stwierdzi¢, ze wyboczenie preta jest rOwnoznaczne z
wyczerpaniem no$nosci konstrukceji. Z punktu widzenia bezpieczenstwa konstrukcji naprezenie krytyczne
traktuje sig zatem jako warto$¢ niszczaca.

19.1.4. Wplyw sit poprzecznych i skrécenia osi preta

Omoéwimy obecnie konsekwencje odejscia od dalszych zatozen teorii Eulera. Przedstawimy wplyw sit
poprzecznych i skrocenia osi preta na warto$c sity krytyczne;.
Wpltyw sily poprzecznej przeanalizujemy na gruncie teorii liniowej. Z rownania rownowagi elementu
dl, wycigtego w konfiguracji odksztalconej (rys. 19.4b) wynika, ze
Q= Psinp = P-w'(x),

gdzie

w(x) = wyy(x) + wo(x).

Q+dQ
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Funkcja w,,(x) spelnia rGwnanie rézniczkowe

n M
wy"(x) =——,
m" (%) T,
a pochodna funkcji wp(x) jest srednim katem $cinania:
\ k
wo'(x)=—":0,
0'(%) o 0
skad
k dO k
w " X :—’—:—'PW”
0" =G e~ G
Poniewaz w"= wM"+wQ", wiec
" M P‘k "
wx)y=——+—w
EJ GA

Po uwzglednieniu, ze M = —P(A — w), otrzymujemy réwnanie rézniczkowe:

(m) w"+(x12w=a12A,

gdzie

_

EJ| (1 - kPj
GA

Postgpujac podobnie jak w zadaniu Eulera otrzymujemy warunek:

af =

oc11=(2n—1)-§, n=1,2,..

Dlan=1

P n?

04
EJ|1- kP
GA
Uwzgledniajac, ze sita eulerowska krytyczna wynosi Py = n’EJ/ (21)2 dostajemy:

()
PO p, ,[l_kp_}
GA

skad
(n) By =PV =

Ze wzoru (n) wynika, ze uwzglednienie wptywu sit poprzecznych powoduje zmniejszenie wartosci sily
krytycznej. Warto$¢ ta jest zazwyczaj niewiele mniejsza od Pg. Istotne rdéznice moga wystapi¢ w pretach
ztozonych potaczonych przewiazkami lub krzyzulcami. Warto dodac, ze wzor (n) obowiazuje rowniez dla
innych warunkéw podparcia preta.

W przypadku stosunkowo krotkich pretoéw wykonanych z materiatu o bardzo wysokiej granicy
sprezysto$ci istotny wpltyw moze mie¢ skrdcenie osi preta przed utrata statecznosci (por. Zyczkowski,
[57]). Ostateczny wzor na sit¢ krytyczna uwzgledniajacy to skrocenie ma postac:
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2P

(0) By =—F—,
1+ l_ﬁ
\ EA

gdzie Py oznacza silg krytyczng obliczong wedtug teorii Eulera. Odnotowac trzeba, ze dla Py > EA/4
wyboczenie preta w ogole nie wystepuje.

19.1.5. Wplyw imperfekcji

Do tej pory zaktadali§my, ze obciazenie preta jest przylozone idealnie osiowo, a 0§ preta jest idealnie
prosta. W praktyce zalozenia te nigdy nie sa spetnione. Wobec tego konieczne jest wyrobienie sobie
pogladu na wptyw wyzej wymienionych imperfekcji.

Przyjmijmy przykltadowo, ze sita P dziala na pewnym mimosrodzie e (por. rys. 19.5a). Jesli
ograniczymy si¢ do bardzo matych ugig¢, otrzymamy nastepujace rownanie rozniczkowe linii ugigcia:

Ew'=P-(A+e—w).

Rozwiazanie tego rownania ma postac:
1 —cosowx

w(x)=e
cosolx

gdzie oo =4/ P/(EJ). Dla x = sum¢ maksymalnego ugigcia A i wstegpnego mimosrodu e wyraza wzor:

») A.=A(P)+e=e- =e-f(P).

1
cos[oc(P) . Z]

Wykresy funkcji A(P) ilustruje rys. 19.5b (linie przerywane).

——— teoria liniowa

teoria nieliniowa

Rys. 19.5

Latwo zauwazy¢, ze A dazy do nieskonczonosci, gdy cos(al) dazy do zera, czyli gdy o/ dazy do m/2.
Widzimy zatem, ze asymptota funkcji P(A) jest wartos¢ sity P wynikajaca z warunku: o/ = n/2, skad

P="r; = n’EJ/ (2[)2. Z powyzszego wynika, ze gdy sila P dzialajaca na pewnym mimosrodzie jest
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bliska eulerowskiej warto$ci krytycznej, nastepuje gwattowny przyrost poprzecznego ugigcia. Zwroc¢my

uwagg na to, ze calkowite ugigcie A, mozna przedstawi¢ jako iloczyn wstepnego mimosrodu e i pewnej
funkcji f(P) uzaleznionej od aktualnej wartos$ci sily Sciskajacej. Powigkszanie mimosrodu powoduje jedy-
nie wigksze ugigcie, nie wptywa ono jednak na potozenie asymptoty (por. rys. 19.5b). Bardziej Sciste
rozwigzanie nieliniowe ilustruja wykresy zaznaczone na rys. 19.5b liniami ciaglymi. Warto doda¢, ze
analogiczne wnioski wyplywaja z analizy Sciskania preta o poczatkowej krzywiznie (por. rys. 19.5¢).

19.1.6. Wplyw obciazen poprzecznych
Omowimy jeszcze wptyw obciazenia poprzecznego na charakter wykresow P(A).

a)

Rys. 19.6

Na wstepie wyprowadzimy réwnanie rozniczkowe linii ugigeia dla preta $ciskanego i jednoczesnie
obciazonego poprzecznie. W tym celu rozpatrzymy rownowage wycigtego elementu belki o dlugosci dx
(rys. 19.6b):

— warunek rownowagi sit pionowych

Q—qdx—-Q +dQ =0,
skad

do
== 19.1
1 dx ( )
— warunek rownowagi momentow

M+qu-%+(Q+dQ)-dx—(M+Md)+P-dw=O.

Po pominigciu matych wartosci drugiego rz¢du otrzymujemy:

M dw
—=0+P-—. 19.2
dx Q dx (192)
Roéwnanie rozniczkowe linii ugigeia ma postac:
Em"=-M. (19.3)

Zrézniczkowanie tego rownania wzglgdem x oraz wykorzystanie rownania (19.2) prowadzi do rezultatu:
(EW")+Pw'=—-0Q. (19.4)

Po ponownym zrézniczkowaniu powyzszego rownania i wykorzystaniu zaleznosci (19.1) otrzymujemy:
(EW")"+Pw"=gq. (19.5)
Wzory (19.3), (19.4) i (19.5) przedstawiaja trzy postacie rownania rézniczkowego linii ugigcia preta

mimosrodowo $ciskanego o dowolnych warunkach brzegowych. Sa one sluszne rowniez dla
mimosrodowego rozciagania, jezeli zmienimy znak sily P.
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Dla ilustracji powyzszych wywodoéw wyznaczymy funkcje ugigcia preta wspornikowego obcigzonego
na swobodnym koncu dwoma sitami: pionowa P i pozioma H (rys. 19.7). Przyjmijmy, Zze w czasie
obcigzenia stosunek obu sit jest staty i ze

X
A Ap-P/ﬁ“

-+ l H '/J- P
I
. wix
1 1 1
[ } Mo=0
a W= o
< I A
Rys. 19.7

n=H/P.Wykorzystamy tu rownanie rézniczkowe linii ugigcia (19.3), gdyz funkcja momentow
zginajacych jest znana:

) EJw"=H(l-x)+ P(A—w).
Réwnanie to po przeksztalceniu mozna zapisac¢ nastgpujaco:

w2 w=a? [A+u-x)],

gdzie a’=P/ (EJ). Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja (por. Ballenstedt [2]):

1 sin(a) — sin[(x (/- x)]
W= { T o cos(al) }

Najwigksze ugigcie A = w(/) okresla wzor:

A(P) = pl-[w—l}
ol

Rownanie to opisuje zalezno$¢ migdzy przemieszczeniem A a sita P. Przedstawimy je w postaci
bezwymiarowej, uwzglgdniwszy stosownie do wzoru (i), ze o/ =(n/2)\/ P/ B, =(n/ 2)\/; :

d(p)=np- tg(}—\/;)—l ,

“

2

gdzie & = A/l. Nietrudno zauwazy¢, ze dla p = 1, czyli dla P = Py, przemieszczenie § — co. Widzimy
zatem, ze obecno$¢ obciazenia poprzecznego nie wptywa na wartos¢ krytyczna sity $ciskajacej P. Wptyw
obciazenia poprzecznego na przebieg wykreséw P(A) jest podobny do wptywu imperfekcji. Stwierdzenie
to ilustruja dodatkowe wykresy funkcji p(d) zamieszczone na rys. 19.7b.

Na koniec wyprowadzimy jeszcze jeden bardzo uzyteczny wzor przyblizony na obliczanie ugig¢ preta
zginanego 1 S$ciskanego. W rozwazanym wyzej zadaniu dla P = 0 maksymalne ugigcie preta
wspornikowego
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3
By =1L
3EJ
Wobec tego
u=H/P= 33EJ -A():%'So,
I” pFy np

gdzie 8y = Ay /. Po podstawieniu tej warto$ci do wzoru na d(p) otrzymujemy:

() =592 tg(;\/;j_l.

n°p E\/;

2

Wyrazenie w nawiasie mozna zapisa¢ w sposob przyblizony, jezeli uwzglednimy trzy wyrazy rozwinigcia
funkcji tgp w szereg potegowy:
5

tgep ~ +l 3+i
¢ =0 3(P 15(P-

Wowczas otrzymujemy:

T

t _

g(2\/;) nz. +n4p2'i_1_n2p 1+n2p ~n2p. 1
gy 12 7" 16 15 12 10 12 1-p

2

Po uwzglednieniu uzyskanego rezultatu we wzorze na d(p) otrzymujemy przyblizong formul¢ stuzaca do
obliczania ugie¢ preta z uwzglednieniem sity Sciskajace;:

1
d(p) =6y -—. (19.6)
I-p
Latwo sprawdzi¢, ze wzoér (19.6) daje bardzo dobre przyblizenie nawet dla duzych wartosci p.

Na podstawie ogoélnej analizy mozna pokazaé, ze wzor (19.6) ma charakter uniwersalny i obowiazuje

dla dowolnych warunkéw brzegowych (por. Timoshenko, Gere [48]). Symbol &g oznacza tu ugigcie bez
udziatu sit osiowych, a drugi czton f(p)=1/(1- p) oznacza wspotczynnik zwigkszajacy, ktory zalezy

od stosunku p= P/ F,. Warto doda¢, ze wspdtczynnik ten mozna réwniez stosowa¢ do szacowania
wptywu imperfekcji, jakkolwiek doktadno$¢ takiego oszacowania bywa nieco gorsza (por. np. wzor (p)).

19.1.7. Rozcigganie mimosrodowe

Utrata statecznosci wystepuje si¢ z reguty w pretach $ciskanych. Sity rozciagajace na ogo6t stabilizuja
ugigcia. Ilustracja tego zjawiska moga by¢ wykresy podane na rys. 19.8a. Wykresy te odpowiadaja
rozwiazaniu rownania rézniczkowego (7), w ktérym zmieniono znak sity P.

a) TP b,

Rys. 19.8
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19.1.8. Definicja statecznosci. Punkty graniczne i punkty bifurkacji

Przedmiotem dotychczasowych rozwazan bylo zjawisko bifurkacji stanu réwnowagi. problem
statecznosci jest jednak rozumiany znacznie szerzej. Niestateczno$¢ definiuje si¢ na ogot jako proces, w
ktorym niewielka zmiana przyczyny powoduje bardzo duza zmiang skutku. W definicji tej miesci sig
zjawisko wyboczenia, kiedy niewielka zmiana sity (przyczyny) powoduje duza zmiang poprzecznego
ugigcia (skutku). Zjawisko szerzej pojgtej utraty statecznosci obserwujemy rowniez w czasie dziatania
sity pionowej na wezet kratownicy Misesa (por. p. 17.2). Zblizajac si¢ bowiem do punktu granicznego
rejestrujemy coraz wigksze przemieszczenia pionowe. W chwili osiagnigcia obciazenia odpowiadajacego
punktowi granicznemu, w ktorym dP/dA =0, nastgpuje gwaltowny przyrost wartosci przemieszczenia
$wiadczacy o utracie stateczno$ci. Dalszy wzrost sity po przeskoku odpowiada jednak procesowi
statecznemu. W innych przypadkach osiagnigcie punktu granicznego moze oznacza¢ catkowite
wyczerpanie no$no$ci konstrukcji.

a) Pa b) P{;\
Btflc?rwczny N8

c) P{l

unk t

A TN ifurkacji
unkt
ifurkac)i
o 7\ & z [ ,A

Rys. 19.9

Ogolnie biorac, utrata statecznosci wystgpuje badz w punkcie bifurkacji, badZ w punkcie granicznym.
[lustracja tych uwag jest rys. 19.9, na ktorym przedstawiono punkt graniczny i dwa przypadki bifurkacji
stanu rownowagi. Odnotowac trzeba, Ze osiagnigcie punktu bifurkacji nie zawsze oznacza utratg nosnosci
konstrukcji. Sytuacje taka ilustruje rys. 19.9¢, stan pobifurkacyjny jest tutaj nadal stateczny, gdyz
dP/dA >0 . Zagadnienia te omowimy doktadniej w dalszych czg$ciach tego rozdziatu.

19.2. PODEJSCIE ENERGETYCZNE

19.2.1. Uwagi wstepne

Rozwazmy konstrukcje idealnie sprezysta bedaca poczatkowo w stanie rownowagi, poddang dziataniu
obciazenia konserwatywnego. Uktad moze odej$¢ od tego stanu rownowagi, jezeli wystapia pewne sily
zaklocajace, w nastgpstwie ktorych pojawia si¢ przemieszczenia rozwijajace si¢ z okre§lonymi
predkosciami. Z zasady zachowania energii wiadomo, ze suma energii potencjalnej uktadu IT i energii

kinetycznej EJ, jest stata:
IT + £} = const.

Stan réwnowagi uktadu zachodzi, gdy energia potencjalna osiaga ekstremum. Przyjmijmy, ze uktad jest
pierwotnie w stanie rownowagi charakteryzujacym si¢ minimalng warto$cia energii potencjalne;.
Nadajmy ukladowi pewna mata predkos¢ poczatkowa. Warto$¢ energii potencjalnej moze jedynie
wzrastaC, czemu towarzyszy zmniejszenie si¢ energii kinetycznej, stosownie do zasady zachowania
energii. Przypadek ten odpowiada stanowi réwnowagi statecznej. Rownowage stateczna mozna
zobrazowa¢ na przyktadzie analogii, zilustrowanej na rys. 19.10a, na ktéorym przedstawiono kulke
toczaca si¢ po zakrzywionej powierzchni. Pierwotny stan rownowagi
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a) b) c) d)

Rys. 19.10
odpowiada minimum energii potencjalnej; kulka znajduje si¢ w zaglebieniu. Po wyprowadzeniu kulki z
pierwotnego polozenia rownowagi przez nadanie jej malej predkosci poczatkowej obserwujemy oscylacje
kulki w otoczeniu polozenia roéwnowagi. W polozeniu tym energia potencjalna osiaga minimum, a
predkosc kulki jest najwigksza. Predko$¢ ta zmniejsza si¢ w miarg odchodzenia od pierwotnego potozenia
roOwnowagi.

Rozwazmy teraz sytuacjg, gdy poczatkowe potozenie rownowagi nie odpowiada minimum energii
potencjalnej. Wowczas, stosownie do zasady zachowania energii, impuls powoduje wzrost energii
kinetycznej. Pojawiaja si¢ duze przemieszczenia, rozwijajace si¢ ze znacznymi predkosciami. Opisany
przypadek odpowiada niestatecznemu stanowi rownowagi, a jego ilustracja sa rys. 19.10b, c. Stan
rownowagi obojetnej odpowiada toczeniu si¢ kulki na ptaszczyznie poziomej (rys. 19.10d).

Bardziej ztozona sytuacje przedstawia rys. 19.11, na ktéorym dla malych zaburzen potozenie
poczatkowe mozna uznac za stateczne. Jesli jednak zaktocenie jest dostatecznie duze, to kulka moze zajaé
polozenie rownowagi o nizszym poziomie energetycznym. Problem ten wystgpuje w zjawisku przeskoku.

energia
potencjaina

9

deformacja

Rys. 19.11

Powyzsze uwagi pozwalaja zmodyfikowaé nieco zasad¢ minimum energii potencjalne;j:
Uktad konserwatywny jest w stanie rownowagi statecznej tylko wtedy, gdy wartos¢ energii
potencjalnej osiqga minimum wzgledne.

19.2.2. Matematyczna interpretacja Easady minimum energii
potencjalne;j’)

Rozwazmy konstrukcje sprezysta, ktorej stan odksztatcenia jest catkowicie okreslony przez parametr
T, a obciazenie stanowi stala sita P. Wowczas energi¢ potencjalna mozna zapisa¢ jako funkcje¢ parametru
T:

1 =T1(7).

Funkcje tg obrazuje wykres na rysunku 19.12. Naszym celem jest znalezienie

mn

r]o+m - -
rk,__

1}

|
Loy
Lo
Pl
P
Pl
1 {

To Tort
Rys. 19.12

*) Por. [14, 38, 40, 45, 50].

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 19. PROBLEMY STATECZNOSCI 13

punktéw réwnowagi i okreslenie, czy sa one stateczne czy niestateczne. Wybieramy dowolny punkt
krzywej T1(T) o wspolrzednych Iy, Ty. Zbadamy przyrost energii potencjalnej po zmianie wspolrzednej
Ty o mata warto$¢ ¢, z wykorzystaniem rozwinigcia w szereg Taylora:
2
11 1 IT
(T +1)=T1(T)+ 2 L 2

oT 2 72

gdzie pochodne funkcji odnosza si¢ do punktu 7= Tj. Rozwinigcie to mozna zapisa¢ nieco inaczej:
Mg +AIT =g +8IT + 82 +..., (19.7)

gdzie oI1, Eizl'l,u...uoznaczajac kolejne wariacje energii potencjalnej. Warunkiem koniecznym ekstremum

(maksimum lub minimum) energii jest znikanie pierwszej wariacji oIl. Wobec tego warunek réwnowagi
ma postac:

6£:O lub JIT1 =0, (19.8)
oT
a warunkami minimum energii sa zaleznosci:
2
O o, P 6 b sm=0, 8250 (19.9)
or or?
dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych wartosci £. Wynika stad kryterium statecznosci konstrukcji
2
O o Wb 821 >0, (19.10)
o,

Jezeli 0°T1 /0T < 0, uktad jest niestateczny, a jesli 0211 /0T =0 , to w celu ustalenia statecznosci
uktadu trzeba zbada¢ znaki wyzszych pochodnych (wariacji) energii potencjalnej. Na przyktad, gdy

Oll /0T =0 1 jednocze$nie 0°11 /o1? =0, to 031 /0T <0 oznacza uklad niestateczny. Jezeli
0’1 /o1 byloby rowniez réwne zeru, wtedy o1 /o1 >0 oznaczaloby uklad stateczny, a

011 /0T* <0 — uklad niestateczny. Postgpowanie to powielamy az do skutku.

Dla ilustracji powyzszych stwierdzen rozwazymy pionowy idealnie sztywny pret o dlugosci/,
utwierdzony sprezyscie w fundamencie za posrednictwem sprezyny o sztywno$ci rownej ¢ (rys. 19.13).
Pret jest obciazony sita pionowa P. Nalezy obliczy¢ wartos¢ krytyczna sity P, dla ktdérej pionowe
potozenie preta staje si¢ niestateczne. Energia potencjalna w pozycji wychylonej

a) P b) |
e ¥ I
|
|
!
|
|

 u=l{1-cos®)

—

¢ lcosd

.
W/

Rys. 19.13
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I =H(¢):%c-¢2 —P-u(¢)=%-c¢2 — PI(1-cosd).

Rolg parametru odksztatcenia odgrywa tu kat ¢. Rownowaga zachodzi, gdy oIl /0$ =0, tzn.
oIl

—=c¢ — Plsinp =0.
3 ¢ ¢
Dla matych przemieszczen mozna przyjac, ze sing =~ ¢ , stad
aﬂ:d) (c—PDH=0.
o9

Roéwnowaga jest mozliwa w dwoéch przypadkach:
$=0 lub P= %

Pierwszy z nich odpowiada pozycji nie wychylonej (nie wyboczonej). Drugi okresla wartos¢ P, dla ktorej
jest mozliwy stan rownowagi w pozycji wychylonej. Stateczno$¢ rownowagi okresla druga pochodna
funkcji I1(¢):

>0 stan stateczny

——=c— Pl {=0 stan krytyczny

<0 stan niestateczny

Z powyzszego wynika, ze P= B, =c/l i jest warto$cia krytyczna, ponizej ktorej pionowe polozenie
preta jest stateczne.

W omowionym wyzej zadaniu energia potencjalna byla funkcja jednej zmiennej ¢, a warunki
rownowagi i stateczno$ci byly wyrazone przez pochodne czastkowe funkcji T1(¢p). W uktadach ciaglych
trzeba bada¢ wariacje funkcjonatu energii potencjalnej. Rozwazmy zatem dla przyktadu pryzmatyczny
pret wspornikowy obciazony osiowa sila P (rys. 19.14). Przyrost pionowego przemieszczenia punktu
przytozenia sity na skutek wyboczenia przy zatozeniu nieécisliwosci osi preta mozna zapisaé, jak
nastepuje:

Au =_l[(ds—dx) = j(xlnw'z —ljdx z%j(w’)zdx.
0 0 0

Wobec tego przyrost pracy obciazenia zewngtrznego

/
QAL = P-Auz%PI(W')zdx.
0

uis

" y——
44—
)

Rys. 19.14
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Zatem energi¢ potencjalna wyboczenia preta wyraza wzor:

/ l
H(w)zAU—ZAL=%EJI(W")2dx—%PJ(w')zdx. (19.11)
0 0

Funkcje parametru odksztalcenia pelni tu ugigcie poprzeczne w(x). Przyrost energii potencjalnej jest
wynikiem przyrostu funkcji w(x) o funkcje n-#(x). Funkcja #(x) jest kinematycznie dopuszczalnym
przemieszczeniem spetniajacym te same warunki brzegowe co funkcja w(x), a 1 jest stata o nieskonczenie
malej warto$ci. Wtedy energi¢ potencjalng wyraza si¢ nastgpujaco:

/ l
IT + AT =TT (w+n?) =%EJ'[(w"Jrnt")zdx—%Pj(w'mf)zdx=
0 0

/ / / /
=%EJJ(W")zdx—%PI(W')zdx+n EJ‘[W”-I"dx—PJ.w't'dx +
0 0 0 0

[ [
+n2 . %EJI(t”)2dx—%PI(t')2dx .
0 0

Z powyzszego wida¢ wyraznie, jaka posta¢ maja wariacje funkcjonatu; rzad wariacji odpowiada potedze
parametru n:

/

ST =7- j (EJw'"'—P-w't')dx, (19.12)
0
| [
5211 :Enz-”EJ(t")Z—P-(t’)Q]dx. (19.13)
0

Stany rownowagi odpowiadaja rownaniu SI1 = 0. Warunek ten rozpiszemy catkujac dwukrotnie przez
czesci rownanie (19.12) i przyrownujac je do zera:
EJ‘[w”(l)‘t'(l) —w'"(0)-£'(0)—w'"(])-¢()) +w‘”(0)-t(0)]—
/
= P[w (-1~ w ©-1O)] + [ (Em™ + Pw")--dx =0,
0
Dla rozwazanego preta wspornikowego obowiazuja nastgpujace warunki brzegowe:
x=0: w(0)=0, w'(0)=0 oraz #0)=0, #(0)=0,
x=0I M)=0 1 Q)=0,
co wedlug wzorow (19.3) 1 (19.4) prowadzi do zaleznoSci:
w'(l)=0, EW"(I)+P-w'(l)=0,
"'(1)y=0, EJ"(D)+P-t'(l)=0.
Z warunkow tych wynika, ze suma skladnikow stojacych poza catka jest rowna zeru. Wobec tego
rownowaga uktadu zachodzi wtedy, gdy
l
I(EJWIV +Pw")-1-dx =0.
0
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Jezeli przyrost ugigcia #(x) jest dowolny i rozny od zera oraz spetnia warunki brzegowe zadania, to
roOwnowaga jest osiagana, gdy wyrazenie podcatkowe zawarte w nawiasie jest rowne zeru. Odpowiada to
spetnieniu rownania rézniczkowego:

EwY = Pw'=0
lub

wl¥ +o? w'=0,. (19.14)
gdzie a?=P/ (EJ). Rownanie (19.14) pokrywa si¢ z wcze$niej wyprowadzonym rownaniem
rézniczkowym linii ugigcia (19.5) dla preta mimosrodowo $ciskanego, jezeli przyjmiemy w nim, ze g = 0.

Pozostaje jeszcze odpowiedzie¢ na pytanie, jakie warunki odpowiadaja stanowi krytycznemu, gdy
§°T1 =0 . Z réwnania (19.13) widzimy, ze dla P =0, §°T1 >0
1 robwnowaga jest stateczna. W miar¢ wzrostu sity P warto$¢ 821 maleje, by dla P = Py, osiagnac
wartos¢ zero, czyli

[
821 (R,) = %nzﬂEJ(t”)z “ B, -(t’)z]dx —0. (19.15)
0

Poniewaz funkcja #(x) spetnia wszystkie wymagania stawiane funkcji w(x), z rownania (19.15) wynika, ze
przyrost energii potencjalnej w stanie krytycznym jest rOwna zeru. Zatem

/ [
1 2 1 2
—VEJ¢")ax==P,| 19.16
S By ds =2 B @), (19.16)
0 0
skad
l
IEJ(t")zdx
Pkrzol (19.17)
I(t')zdx
0

Wzor (19.17) nosi nazwg ilorazu Rayleigha i stuzy do przyblizonego wyznaczania sity krytycznej przez
przyjecie z gory pewnej funkcji #(x), spetiajacej warunki brzegowe zadania.
Dla przyktadu przyjmiemy, ze w precie wspornikowym z rys. 19.14 funkcja #(x) ma w przyblizeniu
ksztalt paraboli drugiego stopnia o rownaniu:
t(x)= Az X2
[

Funkcja ta spetnia warunki brzegowe #(0) =0, #'(0) = 0. Obliczymy calki wystgpujace w rownaniu (19.17):

4N
[

! 2L Ap2 ! 2!
(t)dx =" | 4x? dx =22 (") dx =" | 4dx =
14 3/ 14
0 0 0

0

Zatem wedtug rownania (19.17) otrzymujemy ze B, ~3EJ /[ 2 , wobec wyniku $cistego

B =n2EJ/(21)* =2,467EJ /12,

Duzo lepsze przyblizenie otrzymamy, jezeli druga pochodna #'(x), bedaca krzywizna wygictej osi
preta, wyrazimy przez moment zginajacy:
t"(x)=—M/(EJ)=—-P(A—1t)/(EJ]).

Wowczas
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j dx——P I(t) dx =0,

lub
R 2
kr N2
Sa [(A—¢)ax- R Ir dx =0,
ar (= efae- R )
0 0
skad
/
EJI(t’)zdx
By =7"0———=250E] /1,
_[(A—z)zdx

Btad tego przyblizenia jest teraz bardzo maly i wynosi tylko 1,3%. Poniewaz przyblizona linia ugigcia
wymaga natozenia pewnych wigzo6w na rozwiazanie dokladne (pret jest sztywniejszy), wartosci sit
krytycznych sa zawsze obarczone btedem przez nadmiar. Jest to zasadnicza wada metody Reyleigha.

19.3. STANY POKRYTYCZNE"

19.3.1. Wiadomosci ogoine

W praktyce inzynierskiej do dnia dzisiejszego poprzestaje si¢ z reguly na wyznaczeniu obciazenia
krytycznego bez analizy pokrytycznego zachowania si¢ konstrukcji. Wynika to zarowno z duzych
trudnosci matematycznych wystepujacych podczas badania duzych przemieszczen, jak i trudnosci
fizycznej interpretacji stanéw pokrytycznych. Podstawy nowoczesnej teorii stanow pokrytycznych przy
obcigzeniach konserwatywnych zbudowal Koiter w swej pracy doktorskiej ogloszonej w 1945 roku.
Prace tg¢ przettumaczono na jezyk angielski dopiero w 1967 roku, gdy pojawily si¢ juz inne, pdzniejsze
publikacje Koitera z zakresu statecznoSci. Okazuje sig, ze przyczyny szeregu niepowodzen
konstrukcyjnych oraz wielokrotnie stwierdzanych ,,bledow” eksperymentalnych tkwia z niedocenianiu
wagi problematyki stanow pokrytycznych. Istote tej problematyki zilustrujemy na kilku przyktadach.

W analizie stanéow pokrytycznych decydujace znaczenie maja pochodne czastkowe funkcji energii
potencjalnej IT wzgledem parametru odksztalcenia konstrukcji 7. Dlatego dla skrdcenia zapisu
wprowadzimy oznaczenia:

oIl a1 o311

Hy=—>-, Hyp=—%5, Hp=—7y,.
or? or?

, 19.18
oT ( )

Powré6cimy do zadania rozwazanego w p. 19.2.2 (rys. 19.13). Przyjmiemy, ze parametrem obciazenia
jest kat obrotu preta, czyli T = ¢. Energia potencjalna

H(T,P)z%cTz—Pl-(l—cosT), (19.19)
a warunek rownowagi ma postac:
HI(T,P)zé;—?ch—Pl-sinTzo. (19.20)

Réwnowaga zachodzi dla dwoch przypadkow:
=0 (19.21)
lub

*) Por. [14, 38, 50].

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 19. PROBLEMY STATECZNOSCI 18

cT

P(T)= .
() [-sinT

(19.22)

W nie wychylonej pozycji preta (7 = 0) rownowaga jest spetniona dla dowolnej wartosci sity P. Tak
zwana glowna (fundamentalna) S§ciezka rownowagi odpowiada prostej 77 = 0, a druga S$ciezka
(pokrytyczna) dana jest wzorem (19.22). Obie $ciezki rownowagi na plaszczyznie (7, P) ilustruje
rys. 19.15b.

fP
i punkt |
e j:l(‘I—COST) bifurkacji
T ~_\ dciezka pokrytyczna
l ' Rer gtowna sciezka
rownowagi
LW .
Rys 19.15

Problem stateczno$ci rozstrzyga badanie znaku drugiej pochodnej energii potencjalnej, wyrazonej
wzorem:
2
HH(T,P)za—Hzc—Pl~cosT. (19.23)
oT?
Na gtownej §ciezce rownowagi (7 = 0) otrzymujemy
HH(O,P) :C—Pl,

skad wida¢, ze dla P< B, =c/l, IIy(0,P)>0, czyli energia potencjalna osiagga minimum i

rownowaga jest stateczna. Dla P > Py, rownowaga jest niestateczna, bo Il (0, P) <0.

Aby wykazaé, ze druga Sciezka rownowagi (19.20) jest stateczna, trzeba udowodnié, ze energia na tej
sciezce osiaga lokalne minimum w punkcie bifurkacji. Poniewaz IIy(0, F,)=1II;(0,5;)=0,
poszukujemy warto$ci nastgpnych pochodnych:

M (T,P)= Pl-sinT, skad ITy;(0,B,) =0,

I (T,P)= Pl-sinT, skad Iy (0,H;)=c>0.
Widzimy wige, ze funkcja I1(7,P) na pokrytycznej $ciezce rdOwnowagi rzeczywiscie osiaga lokalne
minimum. Do tego samego wyniku dojdziemy, rozwijajac funkcje IT1(7,P) w szereg Taylora. Godne

uwagi jest to, ze podobny jakosciowo wynik uzyskalismy w p. 19.1.3 (rys. 19.3), gdzie badaliSmy duze
przemieszczenie sprezystego preta wspornikowego.

a) b) Picl

Y
o
S

-1 ' 1
Rys. 19.16
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Rozwazmy obecnie nieco inne zadanie, przedstawione na rys. 19.16. Zbadamy deformacje uktadu
ztozonego z pionowego idealnie sztywnego preta potaczonego na jednym koncu z fundamentem za po-
srednictwem przegubu. Drugi koniec jest podparty idealnie sprezystym pretem poziomym o sztywnos$ci
podtuznej réwnej c. Pret sprezysty przenosi zardwno $ciskanie, jak i rozciaganie, a jego o§ podczas
deformacji jest zawsze pozioma. Catkowite przemieszczenie poziome punktu przytozenia sity P wynosi
Tl. Energi¢ potencjalna uktadu zdeformowanego wyraza wzor:

H(T,P)z%clz-Tz—Pl(l—\/l—sz. (19.24)
Otrzymujemy stad warunek rownowagi:
M(T,P)=cl>-T- PT- Lo (19.25)
V1-T2
oraz druga pochodna:
(T, P) = cl? _pl—L___pp? % (19.26)
V1-T1? ( [ sz
Z warunku rownowagi (19.25) wynika, ze
T[d i L} 0
Vi-712
Wobec tego albo
T=0, (19.27)
albo

P=P(T)=cl-N1-T>. (19.28)

Obie sciezkik (19.27) 1 (19.28) przecinaja si¢ w punkcie krytycznym, gdzie
P = Py = cl. W punkcie tym
(0, P) =cl® - PL.

Wida¢ stad, ze pionowe polozenie stupa jest stateczne, je§li P < Pyg,. Ze wzoru (19.28) i rys. 19.16b
wynika natychmiast, ze Sciezka pokrytyczna jest w kazdym punkcie niestateczna. Ponadto mozna
pokaza¢, ze Ily(0,B,)=0 oraz HIV(O,Pkr):—3012 <0, co dodatkowo dowodzi, Ze obciazenie

pokrytyczne jest niestateczne.

Zbadamy jeszcze jeden uktad, w ktorym idealnie sztywny pret potaczony przegubowo z fundamentem
jest podparty ukosnym pretem sprezystym o sztywnosci ¢ 1 nachylonym pod katem 45° (rys. 19.17a).
Energie potencjalna wyraza wzor:

H(T,P):clz(M—l)z—Pl-(l—\/l—Tz), (19.29)

a rbwnowaga zachodzi, gdy

HI(T,P):clz(l— ! )—PT-;zo. (19.30)

N1+ T 1II_TZ

Réwnanie (19.30) jest spetnione dla 7= 0 (gldwna $ciezka rownowagi) przy dowolnej wartosci sity P.
Statecznosc tej Sciezki okresla druga pochodna energii potencjalne;:
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My (0, P) = %clz - Pl

skad widzimy, ze jesli P< B, =cl/2, to wystgpuje rownowaga stateczna, a jesli P> B, — rdwnowaga
niestateczna.

sciezka
pokrytyczna

T

l
f

Rys. 19.17
Warunek rownowagi (19.30) jest spetniony takze, jezeli sita P zmienia si¢ wedtug zalezno$ci:

P(T):%l-(\/l—T2 —\/l—Tj. (19.31)

Roéwnanie to okresla $ciezke pokrytyczna. Trzecia pochodna energii potencjalne;j
w punkcie bifurkacji (T=0, P= B, )

My (0, B,) = —%cl2 <0,

co wskazuje, ze krytyczny stan rownowagi jest niestateczny. Pozostaje jeszcze okreslenie pokrytycznego
zachowania si¢ badanej konstrukcji. Dla 7= 0 wzor (19.31) jest symbolem nieoznaczonym typu 0/0. W
takim przypadku najdogodniej jest rozwinaé funkcje P(7T) w szereg potggowy. Wykorzystamy znany
wzor na rozwini¢cie funkcji pierwiastkowej:

1 -1 » 1-1.3 3
Nlta=1x—a—-——a" + — e <1,,
¢ 2a 2-4a 2-4-6a |a|
co prowadzi do wyniku:
P(T)zcl(l—émi#—£T3+...j. (19.32)
2 8 16 128
Ze wzoru (19.32) wnioskujemy, ze dla 7= 0
1
PzperECZ
oraz
£=—§cl<0. (19.33)
dT 8

Otrzymalis$my zatem bardzo wazny rezultat. Okazuje si¢, ze w punkcie bifurkacji Sciezka pokrytyczna ma
pochylenie niezerowe. Przebieg $ciezki pokrytycznej objasnia rys. 19.17b.

19.3.2. Klasyfikacja punktow bifurkacji

Zadania rozwiazane w p. 19.3.1. pozwalaja na wprowadzenie uzytecznej klasyfikacji punktow bifur-
kacji. W zaleznosci od charakteru wykresow P(T) punkty bifurkacji mozemy podzieli¢ na niesymetryczne
i symetryczne. Punkty niesymetryczne (rys. 19.18a,b) charakteryzuja si¢ tym, ze w punkcie bifurkacji
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(dlaT7=0) Iy #0, a pochodna dP/dT # 0. W symetrycznych punktach bifurkacji
[Ty =0 1 dP/dT =0, natomiast pochodna Iy moze by¢ dodatnia lub ujemna. Jezeli I1, <0, to sy-

metryczny punkt bifurkacji jest niestateczny (rys. 19.18¢). Symetryczny i stateczny punkt bifurkacji wy-
stepuje, gdy [Ty >0 (rys. 19.184).

2) b) c) d)
P P P AP

£ O] T~ T

T S S N S — 11 7
nzo N=0 n,=0 N;=0
M2 0 Nm<0 =0 MNip=0

. ) _ Ny N0
niesym etryczn; punkty bifurkacji symetryczneEnkty bifurkacji
Rys. 19.18

19.3.3. Wplyw imperfekcji

Omoéwione w p. 19.3.1 trzy modele wyczerpuja charakterystyczne cechy zachowania si¢ konstrukcji w
zakresie pokrytycznym. W celu przeniesienia uzyskanych rezultatdéw na konstrukcje realne trzeba
uwzgledni¢ wptyw imperfekcji, okreslonych parametrem e. Wplyw tego parametru na przebiegi funkcji
P(7) ilustruje rys. 19.19.

Rys. 19.19

Model z rys. 19.19a odpowiada S$ciskaniu sprezystego preta wspornikowego, a wykresy P(T) e)
jakosciowo sa identyczne z wykresami podanymi wcze$niej na rys. 19.5b. Punkt bifurkacji jest tu
symetryczny i stateczny. Wiasnosci te ma wigkszo$¢ konstrukcji pretowych. Z charakteru wykresow
P(T, e) wynika, ze do bezpiecznej oceny nosnosci wystarczy tutaj obliczenie obciazenia bifurkacyjnego.

Stwierdzenie to nie obowiazuje jednak, gdy symetryczny punkt bifurkacji jest niestateczny. Przypadek
ten ilustruje rys. 19.195, na ktérym imperfekcje powoduja znaczne zmniejszenie obcigzenia krytycznego
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(punkt 4) w stosunku do obciazenia bifurkacyjnego (punkt B). Wykresy przedstawione na rys. 19.195 sa
charakterystyczne dla tukéw i cienkich powlok.

Sytuacje z rys. 19.19¢, na ktérym wystepuje niesymetryczny punkt bifurkacji, sa rzadziej spotykane w
praktyce (np. kratownice o wezlach sztywnych, pewne szczegolne przypadki ram, zamknigte powtoki
kuliste). Z punktu widzenia bezpieczenstwa konstrukcji przypadki te sa jednak bardzo wazne, bo i tu
obserwujemy utratg statecznosci dla obciazenia mniejszego od obciazenia bifurkacyjnego.

Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze konstrukcje charakteryzujace si¢ niestatecznymi punktami
bifurkacji (rys. 19.19b, ¢) wykazuja duza czuto§¢ na imperfekcje i wymagaja szczegdlnej uwagi przy
szacowaniu ich no$nosci.

Opisane wyzej 1 przewidziane teoretycznie zjawiska towarzyszace stanom pokrytycznym zostaly
potwierdzone eksperymentalnie. W zakresie konstrukcji pretowych najszerzej znane sa badania
doswiadczalne, ktore zapoczatkowat w 1965 roku Roorda [37].

19.4. WYZNACZANIE OBQIAZEN KRYTYCZNYCH | FORM UTRATY
STATECZNOSCI W PRETACH PROSTYCH

19.4.1. Uwagi wstepne

Ze wzgledu na kinematyke problemy stateczno$ci mozna podzieli¢ na dwie grupy:

— plaska utrata stateczno$ci, w ktorej wygigta o$ preta po utracie statecznoscei jest krzywa ptaska,

— przestrzenna utrata statecznosci, w ktorej odksztatcona o$ preta jest krzywa przestrzenna.

Do pierwszej grupy zaliczamy wyboczenie pretow Sciskanych, ktore w teorii liniowej nosi nazwe
wyboczenia eulerowskiego. Do grupy drugiej zaliczamy m. in. utrat¢ plaskiej postaci zginania
(zwichrzenie), wyboczenie skretne i wyboczenie gigtno-skretne. Tutaj ograniczymy si¢ do wyznaczania
obcigzen krytycznych (bifurkacyjnych) w pretach prostych. Zasadnicze rozwazania bgda oparte na
liniowej teorii stateczno$ci sprezystej. Problemy statecznosci w obszarze odksztatcen sprezysto-
plastycznych omowimy doktadniej przy analizie wyboczenia gigtnego.

19.4.2. Ptaska utrata statecznosci pretéw sciskanych. Wyboczenie

Rozwazymy dowolnie podparty prostoliniowy pret sprezysty o zmiennej sztywnosci, poddany
dziataniu idealnie osiowej sily $ciskajacej P. Do wyznaczenia obciazenia krytycznego w tym dosy¢
ogolnie sformutowanym zadaniu zastosujemy réwnanie rézniczkowe linii ugigcia w postaci (19.5).
Poniewaz obciazenie poprzeczne ¢ nie wystepuje, rownanie to przybiera postac:

[EJ(x)-w" "+P-w"=0, (19.34)
gdzie J(x) oznacza jeden z gtdwnych momentéw bezwtadnos$ci przekroju preta. Po podstawieniu, ze J(x)
= J1-C(x), gdzie J| = const, oraz a’=P/ (EJ;), otrzymujemy:
[Q (x)- w"]"+0c2 -w"=0. (19.35)
Rozwiazanie ogdlne tego rOwnania mozna przedstawi¢ nastgpujaco:
w(x):Cl-(pl(OL,x)+C2-(pz(oc,x)+C3x+C4, (1936)
gdzie @j(a,x) 1 @p(a,x) sa funkcjami, ktorych posta¢ zalezy od funkcji (x). Dla preta o stalej
sztywnosci (J(x) =J, {(x) = 1) rozwiazanie (19.36) przybiera postac:
w(x) = Cj -sin(a, x) + Cy - cos(a, x) + C3x + Cy. (19.36a)
State C; (i = 1, 2, 3, 4) oblicza si¢ na podstawie warunkéw brzegowych, dwoch na kazdym koncu preta.
Dla najczesciej spotykanych sposobdéw podparcia przyjmujemy nastgpujace warunki brzegowe:

— utwierdzenie w=0, w' =0,
— podpora przegubowa w =0, M =0, czyli w" =0,
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— koniec swobodny M = 0, czyli w" =0,
0=0,czyli [Q (x)- w"]’+oc2 -w'=0. (19.37)
Do sformulowania powyzszych warunkéw wykorzystano wzory (19.3) i (19.4) wiazace sity

wewngetrzne z funkcja ugiecia. Po podstawieniu rozwiazania (19.36) lub (19.36a) do warunkéw (19.37)
otrzymujemy uktad czterech réwnan liniowych jednorodnych ze wzgledu na state C;:

aCr+apC +a3C3 +ajCy =0,
a1Cy +axCy +ax3C3 +axCy =0, (1938)
a31Cy +a3C) +a33C3 +azCy =0, '

aq1C +agnC) +ag3Cy+agCy =0,

gdzie wspotczynniki a;; (i,j = 1,2, 3,4) sa funkcjami parametru o.. Wyznacznik ukfadu (19.38) ma
postac:

ar1 di2 413 di4
1 a2 a3 a4
| axp axy ayl
aql A4 A43  da4

Det [a] = Zj (19.39)

Jezeli Det[aij] 20, to (=G, =C3=C4 =0. Wowczas rozwiazanie uktadu (19.38) jest trywialne, co

oznacza, ze wyboczenie nie wystepuje, bo w(x) = 0. Aby cho¢ jedna stata catkowania byta rézna od zera,
wyznacznik uktadu musi by¢ rowny zeru. Wtedy oprocz prostoliniowej postaci rownowagi preta moga
wystapi¢ rowniez krzywoliniowe postacie rownowagi. Warunek

Det [al-j(a)] =0 (19.40)

jest zatem kryterium osiagnigcia stanu krytycznego. Rozwinigcie wyznacznika prowadzi do réwnania
przestepnego ze wzgledu na o(P). Najmniejszy rzeczywisty i dodatni pierwiastek tego réwnania okresla
najmniejsza sit¢ krytyczna P = B

i pierwsza posta¢ wyboczenia. Pozostale pierwiastki rzeczywiste i dodatnie okreslaja wyzsze sily
krytyczne i wyzsze postacie wyboczenia. Przedstawione rozumowanie ma sens tylko dla pewnej klasy
rownan rozniczkowych, w ktorych dla jednorodnych warunkéw brzegowych oprocz rozwiazania

trywialnego istnieja jeszcze rozwiazania niezerowe dla stalych catkowania. Wlasnos¢ t¢ maja zawsze
réwnania rézniczkowe statecznosci.

fx
‘P

(0]
)= 4493

Rys. 19.20

W celu ilustracji rozwazan obliczymy site krytyczna dla preta pryzmatycznego przedstawionego na
rys. 19.20a. Poniewaz EJ = const, wigc rozwigzanie rownania rozniczkowego (19.35) przybiera postaé
(19.36a). Warunki brzegowe sa nastgpujace: w(0) = w(/)=0; w'(0) =0; w"(/) = 0. Obliczamy pochodne
funkcji w(x):

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 19. PROBLEMY STATECZNOSCI 24

w'(x) =—-Cja sinox + Cyo cosax + Cs,
w"'(x) = —Cl(xz COoSoY — C2a2 sinowx.
Podstawienie warunkoéw brzegowych prowadzi do uktadu jednorodnych réwnan liniowych:

w0)= 0. C+Cy=0,

w'(0)=0: Go +C3 =0,
w(l)= 0 Cjcosal+ Cysinol + C3l+ C4 =0,
w'()=0 - CIOLZ cosaul — C2a2 sina/ = 0.

Kryterium osiagnigcia stanu krytycznego odpowiada zerowaniu si¢ wyznacznika tego uktadu rownan:

1 0 0 1

Det [ai-]z 0 * Lo =0.
4 coso/ sinal/ 1 1
—a?cosal —a’sinal 0 0

Po obliczeniu wartos$ci wyznacznika otrzymujemy réwnanie przestepne ze wzgledu na (al):

—al + tg(al) = 0.

Roéwnanie to ma nieskonczenie wiele pierwiastkow (por. rys. 19.205). Najmniejszy z nich

(o) ~ 4,493, czyli
(D
z,/P— = 4,493,
EJ

_(4493)*-EJ  w*-EJ _ nt-EJ
12 (0,6990)>  (0,700)>

skad

P =p, (19.41)

Posta¢ linii ugigcia mozna okresli¢ z doktadnoscia do jednej state;:

w(x) = C-{a(l—x)—w}

cosal/

Zmiana znaku krzywizny tej linii wystepuje, gdy

2 sino(/—xg)

w'(xg) = Ca 0,
cosa./
skad
xo=1-"": n=0,1,2,..
o
Wobec tego dlugos¢ potfali sinusoidy dla n =1
I—xg=—" =™ __q701
a(l) 4,493
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Ksztalt pierwszej postaci wyboczenia ilustruje rys. 19.20a.

Rezultaty przedstawionego wyzej sposobu postepowania dla sprezystych pretéw pryzmatycznych (EJ
= const) przy najcze¢sciej spotykanych warunkach podparcia zestawiono na rys. 19.21.

_ eI . ) _ Ted _ TEl
Pkr B R kr 12 pkr Y Pkr = (0sL?
[
L L L= L
=2l
T'ED
Pe =712
1L
Rys. 19.21

Budowa wzoréw na obliczanie sily krytycznej nasuwa mysl, by niezaleznie od sposobu podparcia
preta sile te¢ wyznaczy¢ z jednego uniwersalnego wzoru. Jest to tzw. wzor Eulera:
2
n"EJ
B, = 2 (19.42)
w

gdzie przez [, oznaczono tzw. diugos¢ wyboczeniowq, uwzgledniajaca warunki brzegowe. Dlugos¢ te
okresla si¢ zazwyczaj jako iloczyn rzeczywistej dtugosci preta / 1 wspotczynnika dtugosci wyboczeniowe;j
v

1, =VI. (19.43)

Dhugos¢ wyboczeniowa odpowiada dtugosci potfali sinusoidy przedstawiajacej dana posta¢ wyboczenia.
Wartosci bezwymiarowego wspotczynnika v mieszcza si¢ w dosy¢ szerokim zakresie. Na przyktad, dla
pretéw ram dochodza do kilkunastu, a nawet kilkudziesigciu. Przypomnie¢ trzeba, ze J we wzorze Eulera
oznacza jeden z glownych momentow bezwladnosci przekroju preta. Wobec tego sita krytyczna

odpowiada mniejszej wartosci stosunku J//,,. Jezeli zatem warunki brzegowe w obu ptaszczyznach
gtéwnych sa takie same (t;. IVIV = ZVIVI ), to J=J11 = JImin-

Dotychczasowe rezultaty uzyskaliSmy przy zatozeniu, ze pret jest idealnie sprezysty i ma
nieograniczona wytrzymatos¢. W rzeczywistosci jednak wtasnosci mechaniczne materiatu preta zaleza od
poziomu napre¢zen normalnych. Dlatego celowe jest obliczenie naprgzenia krytycznego Oy,
odpowiadajacego sile krytycznej dla preta o osi prostoliniowej:

Ckr =P7kf. (19.44)

Poniewaz niewielki wzrost sily ponad warto$¢ krytyczna w krzywoliniowej postaci rOwnowagi powoduje
drastyczny wzrost napr¢zen normalnych (por. p. 19.1.2), naprezenie krytyczne mozna traktowaé jako
napre¢zenie niszczace. Po uwzglednieniu wzoru Eulera (19.42) naprezenie krytyczne

B, m°EJ m°E

Oy =L =""" ="~ (19.45)
! IVZV-A 52

gdzie

lW

) J
s=2 i=,|—.
i A
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Bezwymiarowy wspolczynnik s nazywamy smukto$cig preta, a i oznacza promien bezwladno$ci przekro-
ju. Zaleznos$¢ (19.45) wskazuje na to, ze naprezenie krytyczne zalezy od modutu sprezystosci i smuktosci
preta: oy, =0 (£,s). Nie jest to zatem stata materialowa, lecz stala konstrukcyjna. Wykres zaleznosci

ok (5) dla ustalonej warto$ci modutu sprezystosci ilustruje rys. 19.22. Jest to tzw. hiperbola Eulera.

G

G s%= T

Sy 6p)  Sar(®y)

Rys. 19.22

Ze wzoru (19.45) wynika, ze jesli smukto$¢ zmierzataby do zera (prety bardzo krgpe), to naprezenie
niszczace (krytyczne) dazyloby do nieskonczonosci, czyli o, (£,0) - . W materiatach o ograniczonej
wytrzymatosci wniosek ten jest oczywiscie niestuszny, gdyz zniszczenie preta osiowo S$ciskanego
wystepuje, gdy naprezenie jest rowne granicy plastycznosci op. W najprostszym przypadku, gdy materiat
jest sprezysto-idealnie plastyczny (rys. 19.23a), wzér (19.45) obowiazuje tylko dla o, <o p.

Wymaganie to okresla pewna graniczng smuktos¢ sy (o p):
n’-E

2
Sgr(GP)

sgr(cp)=m £ . (19.46)
op

Ponizej tej warto$ci naprezenie krytyczne jest rowne granicy plastycznosci (por. prosta AC na rys. 19.22).
Mamy wigc:

:GP’

skad

2
n E
il > ,
o(®)={ 2 Ser(©p) (19.47)
G p, 0<s<s4(op).
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?) H

G, ©,

T
| On

Rys. 19.23

Lepszym przyblizeniem funkcji o(g) jest wykres z rysunku 19.235b, gdzie granica proporcjonalnosci
Gy jest nizsza od granicy plastyczno$ci op. Wzor Eulera obowiazuje oczywiscie tylko dla 6y, <o .

Zatem smukto$¢ graniczna Sor (o) wynosi:

Sgr(Op)=T i (19.48)
On

Powstaje zatem problem wyznaczenia funkcji o(s) dla matych smuklodci, gdy 0<s<s,.(c ). Nie

wnikajac blizej w analize zakresu sprezysto-plastycznego mozna przyja¢ rozwiazanie najprostsze, a
mianowicie zaleznos$¢ liniowa odpowiadajaca prostej BC na rysunku 19.22a. Wéowcezas

2
n°E
_2: SZSgI‘(GH)y
O (s)=1 ° ( ) (19.49)
Sp—0OH
ocp———2=-5, 0<s<s,.(op).
Ser (0 1) .

Warto doda¢, ze wyniki badan doswiadczalnych prowadzonych nieprzerwanie od okoto stu lat
uktadaja si¢ w obrebie trojkata ABC. Pierwsze z nich to obszerne badania Tetmajera, ktéry — podobnie

jak Jasinski — zaproponowal liniowa zalezno$¢ oyy(s). Inna propozycja pochodzi od Ostenfelda i
Johnsona (parabola drugiego stopnia). Propozycje te (przedstawione na przetomie XIX i XX wieku) maja
charakter empiryczny. Glgbsza analizg teoretyczng tego cickawego problemu zapoczatkowal Engesser w
1889 roku. Metoda Engessera w gruncie rzeczy zaklada, ze materiat jest nieliniowo-sprezysty. Wowczas
w wyrazeniu na krzywizn¢ zamiast modutu Younga E wystarczy podstawi¢ warto$¢ pochodnej
do / de = E;, czyli tzw. modut styczny. Wowczas

2
P :“_ftJ (19.50)
ZW
oraz
2
Ol = oL, 0<55 sy(0 ). (19.50a)
S

Rozumowanie Engessera w swej oryginalnej wersji dotyczyto materiatu sprezysto-plastycznego. Zawiera
ono szereg niedociagnieé, gdyz:

— modut styczny jest w rzeczywisto$ci zmienny na dtugosci preta,
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— dhugosci wyboczeniowe dla przypadkéw, gdy naprezenia przekraczaja granice proporcjonalnosci, sa
inne niz w teorii Eulera,

— w krzywoliniowej postaci rownowagi we wioknach odciazanych (po stronie wypuktej) modut spre-
zysto$ci jest wigkszy i jednoczesnie rowny modutowi poczatkowemu.

Na trzeci z wyzej wymienionych btedow zwrocit uwage Karman, wobec czego Engesser przerobit

swo0j wzor wprowadzajac pewna inna wartos¢ modutu E,, uwzgledniajaca odciazenie (tak zwana teoria
podwojnego modutu). Okazato si¢ jednak, ze poprawka ta prowadzi do zbyt duzych wartosci sit
krytycznych. Fakt ten zinterpretowat w 1947 roku Shanley. Stwierdzil on, ze przy wzroscie sily
Sciskajacej odciazenie wiokien po stronie wypuklej nie nastgpuje i dlatego pierwotna teoria Engessera
wykazuje duzo lepsza zgodno$¢ z doswiadczeniem. Podczas wyboczenia w obszarach sprgzysto-
plastycznych prety zachowuja sig, jakby byly wykonane z materiatu nieliniowo-sprezystego. Fakt ten do
dnia dzisiejszego nie znalazt jeszcze zadowalajacego wyjasnienia.

Omowienie teorii Engessera-Karmana 1 Engessera-Shanleya wraz z przykladami zawiera wiele
podrecznikow [2, 34, 48, 53, 55]. Dlatego nie przytaczamy tu szczegotow, tym bardziej, ze w normach
projektowania pregtow Sciskanych stosuje si¢ jeszcze inne podejscie. Praktyczny sposob sprawdzania
warunku wytrzymato$ciowego polega bowiem na spetnieniu nierownosci:

P GP
" <5, =22 19.51
A(p(s) dop o ( )

Oobl =
gdzie o(s) <1 1 jest tzw. wspolczynnikiem wyboczeniowym, ng — wspolczynnikiem bezpieczenstwa
wigkszym od jednosci i zaleznym od smuktosci preta, a 6o 0znacza fikcyjne naprezenia obliczeniowe.
Wzor (19.51) obowiazuje zaré6wno w obszarze spr¢zystym, jak 1 niesprezystym. Wspotczynnik
zmniejszajacy ¢(s) jest ujety w tablicach lub opisany wzorami empirycznymi. W celu zinterpretowania
tego wspodtczynnika rozwazmy kryterium wytrzymatosciowe przedstawione w postaci nierownosci:

:ES Gkr(s) .
A no

(¢

Po pomnozeniu obu stron tej nierdwnosci przez granicg plastycznosci otrzymujemy:

Cp

£‘(YPS
A I’lo

Ckr(s)

lub

P _op _Sp
——L <L =54
A4 o(s) ngy

Porownujac t¢ nierowno$¢ z nieréwnoscia (19.51), dochodzimy do wniosku, ze wspotczynnik
wyboczeniowy @(s) mozna interpretowa¢ jako stosunek napre¢zenia krytycznego do granicy
plastycznosci:

o(s)~ ke (19.52)
Gp
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19.4.3. Przestrzenna utrata statecznosci pretéw prostych

19.4.3.1. Kinematyka i rownania rézniczkowe statecznosci
Wprowadzimy prawoskretny uktad wspotrzednych x, y, z pokrywajacy si¢ z osia cigzko$ci i gtownymi
osiami bezwtadnosci przekroju preta. Kinematyke przestrzennej utraty statecznosci obrazuje rys. 19.24.

L V(x)

Rys. 19.24

Podstawowym uproszczeniem jest ograniczenie rozwazan do matych przemieszczen i przyjecie, ze o$
preta jest nieskracalna, czyli u(x, 0, 0) =0. Ponadto przyjmiemy, ze rzut przekroju poprzecznego na
ptaszczyzng prostopadta do osi preta w procesie deformacji nie zmienia swoich wymiaréw (zatozenie
,»SZtywnego” przekroju poprzecznego). Wobec powyzszego kinematyka zdeformowanego preta jest
okreslona jednoznacznie przez trzy funkcje: wspotrzedne wektora przemieszczenia punktow osi preta v(x)
i w(x) oraz kat skr¢cenia catego przekroju wzgledem $rodka $cinania
W(x).

Przy uktadaniu réwnan rézniczkowych linii ugigcia na funkcje v(x), w(x) i y(x) przyjmuje sig, ze
jedyna przyczyna deformacji osi sa momenty zginajace M, 1 M, oraz moment skrecajacy M,y =91.

Momenty te oblicza si¢ w konfiguracji odksztalconej z uwzglednieniem zmian geometrii. Osie X, y1 1 21

sa lokalnymi osiami wspolrzednych, zwigzanymi z danym przekrojem preta (por. rys. 19.24). Réwnania

rozniczkowe linii ugigcia preta idealnie sprezystego opisuja znane zaleznosci (wzory (13.29) 1 (13.48)):
—EyJy v Gy = My,

(a) EJy|k o =M

EJ |k|=|M].

Pierwsza zalezno$¢ wynika z teorii pretow cienkos$ciennych Wiasowa, a dwie pozostale z teorii zginania
pretow cienkich. Zgodnos¢ znakow momentéw My 1 My ze znakami krzywizn k y 1 k. wymaga, by w

przyjetym uktadzie wspotrzednych zachodzily zwiazki:
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2
(b) P *
v "
kZ de—z =V (x)

Wobec powyzszego rownania (a) przybieraja postac:
—EpJov"'+ Gy = My
(o) —EJ w"'(x)=M,
EJ V" (x)=M,.
Trzeba tu zwrdci¢ uwagg, ze stosownie do przyjetego uktadu osi dodatni moment M, wedlug rysunku

19.24b rozciaga ,goérne” widkna preta. Nalezy jeszcze sprecyzowaé warto$ci  wspotrzednych
wypadkowego wektora My = (M, M, M,;). Wektor ten mozemy uwaza¢ za sumg dwoch wektorow

M, = M(l) +AM (v,w,y), czyli
0
My = My + AM (v, w,y ),
0
(d) Myl :My1+AMy1(V,W3\V)3

le = M;)l +AMZI(V:Wa\|/ ).

Indeksem 0 oznaczono momenty wynikajace w rzutowania momentow My, M, i M,, wystgpujacych w
konfiguracji nieodksztalconej na osie lokalnego ukladu wspédtrzednych x, y i z w konfiguracji
odksztalcone;j:

M)(c)l = M cos(x,x1) + M, cos(y,x;) + M cos(z,xy),

0
(e My = M, cos(x,y1) + M, cos(y,y1) + M cos(z, 1),

Mol = M cos(x,z1) + M, cos(y,z)) + M, cos(z,z).

z

Symbolem AM; oznaczono dodatkowe momenty pochodzace od obciazen konserwatywnych i majacych

charakter sil (tzn. nie-momentoéw). Te dodatkowe momenty bedziemy kazdorazowo precyzowaé w
konkretnych zadaniach. Dla przyktadu podamy ich wartosci w dwoch szczegolnych przypadkach
podanych na rys. 19.25.

W zadaniu z rys. 19.25a¢ mamy:

AMy =0, AM ) =P-w(x), AM; =-P-v(x),

a w zadaniu z rys. 19.25b:
AMy =P-w(x), AM, =0, AM; ~0.

p ,L—&—T ‘p—_.‘x b) | V(xi-
o W(x) ///,;A .
o o Tk
- N}(ﬁq_”,/’/%p —=X 9 \z‘ ‘ZB
L yl AM,, \q'\m)

Rys. 19.25
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Na uwagge zastuguje fakt, ze pomingliSmy wszystkie czlony nieliniowe. Dzigki temu czes¢ dodatko-
wych momentow jest rowna zeru. Dokladniejsze obliczenie prowadzi do nieliniowych réwnan réznicz-
kowych, w ktorych nalezaloby réwniez uwzgledni¢ skonczone krzywizny i katy skrecenia. Wyjasni sig to
blizej, gdy wyznaczymy kosinusy kierunkowe odksztatconej osi preta wystepujace w rownaniach (e).

Dla matych katow przyjmuje si¢ tylko pierwszy wyraz rozwinigciach funkcji trygonometrycznych w
szereg Taylora:
cosp =0, sing =tgp =@.

Majac to na uwadze i korzystajac z rys. 19.24, tatwo mozemy zbudowac¢ tabelg kosinuséw kierunkowych:

x z
X1 1 V' w'
o |1 v
z1 -w oy 1

Po uwzglednieniu tych wartosci wzory (e) przyjmuja postac:
MY = M, + Mpy'+M,w,

(2) M)y =-My'+ M, + M,

M2 =M w-My + M.

Po podstawieniu rownan (f) i (d) do zaleznosci (c¢) otrzymujemy ogo6lna posta¢ rownan rézniczkowych
przestrzennej utraty statecznosci:

EyJov"'=GJ '+ My + M v+ M w'+AM  (v,w,y) =0,
EJ W'=M '+ M, + My +AM 1 (v,w,y ) =0, (19.53)
EJV'+ M w+ M)y — M, =AM (v,w,y ) =0.

Réwnanie (19.53); jest stuszne jedynie wowczas, gdy srodek Scinania pokrywa si¢ ze §rodkiem cigzkosci
przekroju. Jezeli tak nie jest, to posta¢ tego rownania wymaga oddzielnej analizy (por. p. 19.4.3.3). W
przypadkach, gdy obciazenie jest przylozone tylko na koncach prgta, wystarczy w miejsce
My, M, M, iAM,; podstawi¢ odpowiednio wartosci M )(Cs), Mg,s), M gs) iAM )(C‘i) odniesione do $rodka

$cinania. Szczeg6lny przypadek takiego obciazenia zawiera analiza wyboczenia gigtno-skretnego osiowo
Sciskanego preta cienko$ciennego w p. 19.4.3.3.

19.4.3.2. Utrata ptaskiej postaci zginania (zwichrzenie)

Zjawisko zwichrzenia belek odkryli niezaleznie od siebie Prandtl i Mitchell w 1899 roku, a zostalo
ono szczegdtowo zbadane przez Timoszenke w pierwszych latach biezacego stulecia.

Zwichrzenie wystepuje podczas zginania belek w plaszczyznie wigkszej sztywnosci. Najczesciej zja-
wisko to wystepuje, gdy sztywnos$¢ w plaszczyznie prostopadiej do ptaszczyzny zginania jest bardzo ma-
fa. Rozwazmy zatem belk¢ wspornikowa o przekroju w ksztalcie wydtuzonego prostokata, obciazona na
swobodnym koficu momentem zginajacym M,(/) = M (rys. 19.26). Pod wptywem tego momentu belka
ulega wygieciu w plaszczyznie (x,z). W miar¢ wzrostu momentu ugigcia belki w tej ptaszczyznie po-
wigkszaja si¢. Przy pewnej krytycznej wartosci tego momentu nastepuje gwattowna zmiana kinematyki i
pojawia si¢ nowe potozenie rownowagi; belka ulega skreceniu i wygigciu w plaszczyznie (x, y). Nastepu-
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je zatem utrata plaskiej postaci zginania, czyli zwichrzenie. Jako przyczyng zwichrzenia mozna upatry-
wac wyboczenia strefy $ciskanej przekroju belki w plaszczyznie najmniejszej sztywnosci.

L

b3

—a

Y

z sciskana

e e E
g N

Rys. 19.26

W celu wyznaczenia momentu krytycznego My,, postuzymy si¢ rownaniami (19.53), w ktorych

Jo =0; M, = M, =AM, = AM

y1 =AM =0, a M, (x)=—-M= const:

-GJy'-Mv'=0,
(a) EJyw"—M =0,

EJV'-My =0.
W dalszych rozwazaniach wykorzystamy tylko pierwsze i trzecie z tych rownan. Tworza one uktad
roéwnan rozniczkowych zwyczajnych ze wzgledu na funkcje v(x) i w(x). Po zrézniczkowaniu pierwszego
z roOwnan wzglegdem x i wyeliminowaniu za pomoca trzeciego drugiej pochodnej V' otrzymujemy
rownanie rézniczkowe na funkcje y(x):

M2

b GJy'"+—vy =0
(b) W 7. v

lub
v ''+a 2\|J =0,
gdzie o’ =M/ (EJ,GJy). Calka ogdlng tego rownania jest funkcja:
y(x) = ( -sin(ox) + C, cos(ox).

Poniewaz kat skrecenia w utwierdzeniu jest réwny zeru i moment skrecajacy dla x = [ jest takze réwny
zeru, zatem warunki brzegowe sa nastepujace:

v(©0)=0, GJy'(l)=0.

Wobec tego C, =0 oraz
Ga -cos(al)=0.

Z powyzszego wnioskujemy, ze zwichrzenie wystepuje, gdy cos(a/)=0. Najmniejszy moment
krytyczny odpowiada wartosci a/ = w/2, stad

My, = %-,/EJZGJS. (19.54)

Posta¢ zwichrzenia okres§lona jest z doktadnoscia do statej Cy.

vy (x) =Cj -sin(ox) = G -sin(%j.
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Wzér (19.54) daje poprawna warto$¢ obciazenia krytycznego jedynie w obszarze sprezystym. Poza
obszarem sprezystym zwichrzenie wystepuje dla obciazenia mniejszego od tego, jakie wynika ze wzoru
(19.54). W celu okreslenia zakresu wazno$ci wzoru (19.54) obliczymy naprezenie krytyczne:

o= - T EIG.
W, 2%,

Poniewaz dla prostokata o wysokosci 4 i szerokosci b, Wy —bh*/ 6, J, = b1 /12 oraz Jg= bh/3 , wiec
zwichrzenie sprezyste zachodzi, gdy
I

O =1E . <oy,
kr no\8(l+v) 1

gdzie oy jest granica proporcjonalnosci.

Postepujac podobnie jak przy wyboczeniu gigtnym, wzor na naprgzenie krytyczne mozna zapisa¢ w
nieco innej postaci:

nZE

Oy =0k () =——» (19.55)
S

gdzie w rozwazanym zadaniu

© G NTALBA4V)

b

Wspolczynnik s mozna traktowaé¢ jako smuktos¢ belki na zwichrzenie. Uogoélnienie wzoru oy(s) na
obszar niesprezysty jest jeszcze bardziej klopotliwe niz w przypadku wyboczenia gigtnego. Chodzi
glownie o to, jaka wartos¢ momentu krytycznego przypisa¢ smuktosci s = 0 i jak definiowac naprezenia
krytyczne. Przyjmiemy, ze naprezenie to oblicza si¢ zawsze wedlug wzoru na skrajne naprgzenia w precie
liniowo-sprezystym. Woéwcezas z warunku, ze moment krytyczny dla s =0 jest robwny momentowi
plastycznemu, otrzymujemy:

My (0)=Mp=cp- W7,
skad
My©) N
RN

Gk (0) <

Jest to gorna ocena naprgzenia krytycznego. Dolna (bezpieczna) oceng naprezenia krytycznego
uzyskamy, przyjmujac, ze moment krytyczny jest rowny momentowi wywolujacemu napr¢zenia skrajne
réwne granicy plastycznosci. Wtedy

My, (0) _

O (0)= =0c
78

W normach konstrukcji stalowych stosuje si¢ zazwyczaj t¢ druga oceng przy zatozeniu, ze w obszarze
sprezysto-plastycznym zalezno$¢ oy.(s) jest liniowa (prosta 4181 na rys. 19.27f).
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a) g & o
6H=6p,_ ..... 6H
E
G
b) G, \ f w <o\
\
) A-B -Se g A -Gy
h é h
= i Sl
-GS
d C _P h B -G
7 T 'GH
- -
i we® GP
wo Op ) C ©e
oA ’
L o
Tym  ©p |
-mePI :
Rys. 19.27
Wobec tego
2
T 2E R s Sgrs
Cr(s)=1 ° (19.56)
Gp—0C
GP—%‘S, 0<s<sg,
gr
gdzie
s =n | £
gr GH.
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Zalezno$¢ powyzsza jest identyczna z zaleznoscia (19.49), stosowana w problemie wyboczenia gigtnego.
Przy takim sformutowaniu zagadnienia sprawg podstawowa jest okreslenie smuklosci na zwichrzenie,
ktorej wartos¢ zalezy od sposobu obciazenia i warunkoéw brzegowych.

W praktyce mozliwos¢ utraty plaskiej postaci zginania uwzglednia si¢ przez zastosowanie
wspotczynnika zmniejszajacego naprgzenia skrajne, czyli tzw. wspotczynnika zwichrzenia .
Sprawdzenie warunku wytrzymato§ciowego polega na spetnieniu nierownosci:

My < Gkr (S)
ZRa
Nier6wnos¢ t¢ mozna zapisa¢ nieco inaczej:
M

Y Sckr(S)G_P
WS n op

lub
M c
(S)—ys—pzcdop, (19.57)
Wy™7-or(s) "o
gdzie

¢r(s)=0y(s)/op<l

Sens wspotczynnika ¢y, jest zatem taki sam jak wspolczynnika wyboczeniowego ¢ (por. wzor (19.52)).
Przedstawimy obecnie szkice rozwiazan kilku innych przypadkow zwichrzenia belek.
Rozwazymy zginanie belki wspornikowej obciazonej sita P zaczepiona w $rodku cigzkosci przekroju
swobodnego (rys. 19.28). Przyjmiemy, ze przekroj belki jest dwuteownikiem, wobec czego wycinkowy

moment bezwtadnosci J, jest rozny od zera. Przy uktadaniu réwnan (19.53) trzeba uwzglednic, ze
AM, =0, M,=-P(l-x), M,=0,

AM = P[A-v(x)], AM,; =0, AM,; =0.

Wobec powyzszego uktad rownan (19.53) przybiera postac:
EyJyy'"'=GJ "= P(I - x)v'+ P[A = v(x)] =0,
EJ,w'=P(l-x) =0,
EJV'-P(l-x)y =0.

a)
£ l {
i
X t=1-x L
1
Rys. 19.28
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Rownanie dla kata skrgcenia otrzymuje si¢ przez zrézniczkowanie pierwszego rownania wzgledem x i
wyeliminowanie pochodnej v" z rOwnania trzeciego:

. Pza—x)zw _
EJ

z

EJywY -Gl 0.

Po przyjgciu nowej zmiennej ¢ = / — x rOwnanie powyzsze przybierze postac:

dy GJ, dy  P*

(d) - "y =0,
dt*  ElJy dt* EJ,EJ,

przy czym warunki brzegowe natozone na funkcj¢ y(x) sa nastgpujace:

—dlar=1:
1) kat skrecenia jest rowny zeru: (/) =0,
2) deplanacja jest rowna zeru: y'(h=0,
—dlar=0:

3) moment skrgcajacy jest rowny zeru:  EyJ, -w'""'(0) - GJw'(0) =0,
4) bimoment jest rowny zeru: EJ, -v'"(0)=0.
Réwnanie (d) mozna scatkowaé, przyjmujac rozwiazanie w postaci szeregu nieskonczonego. Z

warunkow brzegowych otrzymuje si¢ rownanie przestgpne, z ktorego oblicza si¢ krytyczne wartosci sily
P. Wyniki tych obliczen mozna przedstawi¢ w postaci wzoru:

VEJ.GJ
(e) By =v2- l+g )
gdzie v, jest bezwymiarowym wspotczynnikiem zaleznym od parametru & =/ 2GJ o/ (EJ, ). Tablice
wspotczynnika y, zawiera monografia Timoszenki i Gere [48]. Przyktadowo dla & rownego kolejno 0,1; 1;
3; 10; 40, wspotczynnik y» wynosi odpowiednio 44,3; 15,7; 10,7; 7,58; 5,64. Dla dostatecznie duzych

warto$ci & mozna stosowac wzor przyblizony

4,013
1 &
g
Gdy przekroj belki jest waskim prostokatem, to J,, = 0 i rGwnanie (d) modyfikuje si¢ do postaci:
2

1) d—\;Jroclztz\u =0.
dt

v2(8) =

gdzie oclz =P/ (EJ,GJ,). Ogbdlnym rozwiazaniem tego rownania jest funkcja:

o o
y(1) = \/;'[C1J1/4(71'f2) + CzJ—1/4(71'12ﬂ,

przy czym Jy/4 oraz J_j,4 sa funkcjami Bessela pierwszego rodzaju o wskaznikach 1/4 1 —1/4. State C| 1

(> wyznacza si¢ z wymagania, by kat skrecenia na podporze utwierdzonej byt rowny zeru (y(/) = 0) oraz
by moment skrecajacy na koncu swobodnym byt rowny zeru (czyli w'(0) = 0). Z drugiego warunku
wynika, ze C1 = 0, natomiast z pierwszego otrzymujemy:

a 2
G -J_1/4(71-Z ) =0.
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Najmniejszy pierwiastek tego rownania™) (1112 /2=2,0063, skad

4,013
&) By = 7 JEJ,GJ,.

Blizsza analiza rozwazanego zadania wskazuje, ze bardzo duzy wplyw na wartos¢ sily krytycznej ma
sposob przytozenia sity P. Jezeli sita jest zaczepiona nad $rodkiem cigzkos$ci przekroju (rys. 19.29a, b), to
obciazenie krytyczne jest mniejsze
od warto$ci wynikajacej ze wzorow (e) i (g). Przytozenie sity ponizej $rodka cigzkosci powicgksza sile
krytyczna. Dla ilustracji powyzszych stwierdzen podamy przyblizony wzér na sil¢ krytyczna w belce
wspornikowej o przekroju prostokatnym:

) Re =208 JETGU, -{1—%- /gz }
l ;

gdzie a oznacza odleglos¢ od srodka cigzkosci przekroju do lezacego nad nim punktu zaczepienia sity.
Wzér (h) mozna stosowac rowniez, gdy sila jest przylozona w punkcie lezacym ponizej srodka cigzkosci.
Wowczas a jest ujemne i sita krytyczna jest wigksza od sity odpowiadajacej zaczepieniu sity w §rodku

cigzkosci przekroju.
— [a}‘
N

’E- punkt przytozenia
H—" sty

: N\

Rys. 19.29

—

A

Zwichrzenie belki wystepuje rowniez wtedy, gdy obciazenie jest roztozone w sposob ciagly. Jezeli dla

przyktadu na belkg dziata obciazenie poprzeczne g, = ¢, rownomiernie rozlozone wzdtuz osi belki o
przekroju prostokatnym, to

) 12,85\ EJ,GJ,
(1) qkrl = Z—ZZT .

Widaé¢ stad, ze réwnomierne rozlozenie obcigzenia spowodowalo okolo trzykrotny wzrost wartosci
krytyczne;j.

Na zakonczenie wyznaczymy krytyczna warto$¢ momentu M), = M. belki pryzmatycznej poddanej
czystemu zginaniu. Konce belki sa podparte w sposob widetkowy (rys. 19.30).

*) Wartoéci funkcji Bessela sa stabelaryzowane (por. np. [1])
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N
-

Z

Rys. 19.30
Rozwazymy dwa przypadki: belke o przekroju dwuteowym i belkg o przekroju prostokatnym. We
wzorze (19.53) nalezy podstawi¢: M, =0, M, = M, M, =0, M, =0,AM, =AM, =AM, =0. Mamy
zatem uktad réwnan rézniczkowych:
EjJyv'""-GJ oy '+ My'=0,
)] EJ,w"+M =0,
EN'+ My =0.

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy tylko rownania (j); i (j)3. Po zrézniczkowaniu pierwszego z

nich wzgledem x i wyeliminowaniu pochodnej V" z zaleznoéci (f)3 dochodzimy do nastgpujacego
réwnania rézniczkowego na kat skrecenia y(x):

(k) w20y "0y g =0,
gdzie
GJ, M?
oy = , Oy =—"—".
2E,J, EJ.EJ,

Ogdlnym rozwiazaniem rownania (k) jest funkcja:
v (x) = Cy sin(Byx) + Gy cos(Byx) + Cs - eP2* + ¢y - e P2,

przy czym 1 i B sa dodatnimi wielko$ciami rzeczywistymi:

2 | |2
BIZ\/—Otl-i- ap +ay, B2: o] +4y/0 +ay .

State catkowania okreslimy z warunkéw na podporach preta. Poniewaz konce belki nie moga sig skrecac,
lecz maja swobodg deplanacji, otrzymujemy po dwa warunki brzegowe dlax=01ix=1:

y=0, y"=0,
gdyz bimoment B na podporach jest rowny zeru (B =—-EJ, -y '=0). Z warunkow dla x =0

otrzymujemy, ze
C+C3+Cy =0,
—Cy-Bf +C3 B3 +Cy B3 =0.
Poniewaz 1+(f,/ [31)2 # 0, wigc Cy = 0 oraz C3 = — (4, a funkcje y(x) zapiszemy jak nastepuje:

y (x) = C; -sin(Pyx) —2Cy - sinh(B,x).

Z warunkéw dla x =/ otrzymujemy dwa réwnania na state Cy i Cy:
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0 {cl sin(B,/) — 2C; - sinh(B,/) = 0,

C, - B sin(Byl) + 2C, - B3 sinh(B,/) =0.

Po przyréwnaniu wyznacznika tych réwnan do zera otrzymujemy:
. . 2 2
sin(By/) - sinh(B,/) - ([31 + B3 ) =0.
Poniewaz 1 i 3, sa wielko$ciami roznymi od zera, zatem zwichrzenie zachodzi, gdy

(m) sin(B1/) = 0.

Z uktadu rownan na state C 1 C4 wnioskujemy wiegc, ze C4 = 0, a posta¢ zwichrzenia okresla zaleznos¢:

v (x) = Gy sin(Byx).

Z réwnania (m) wynika, ze By-/=n-n (n=1, 2, ...), stad

/ 2 _TE2 2
_a1+ (9] +oc2 —1—2'}1 .

Po podstawieniu wyrazenia na o i oy otrzymujemy krytyczna warto$¢ momentu dla n = 1:

I EJ,
(n) My = \/EJZGJS-(H T -l—zj.

N

W przypadku przekroju prostokatnego J, = 0, wobec czego réwnanie (k) modyfikuje si¢ do postaci:

(0) oy =0,

Po rozwiazaniu zadania brzegowego (\|/ O)=vy()= O) otrzymujemy:

I
®) My, = 7-,/EJZGJS.

Uzyskana warto$¢ wynika rowniez ze wzoru (n), jesli przyja¢ w nim, ze J, = 0. Nalezy zwrdci¢ uwagg,
ze warto$¢ momentu krytycznego okreslona wzorem (p) mozna bylo przewidzie¢ na podstawie analizy
wyniku uzyskanego dla belki wspornikowej (wzor (19.54)).

19.4.3.3. Wyboczenie skretne i wyboczenie gietno-skretne

Wyboczenie gigtno-skretne mozna zaobserwowac¢ w pretach cienkosciennych o przekroju otwartym
poddanych mimos$rodowemu lub osiowemu S$ciskaniu. Podstawy teorii wyboczenia gigtno-skregtnego
zbudowano tuz przed druga wojna §wiatowa.

Rozwazmy $ciskanie cienko$ciennego preta pryzmatycznego sita P przytozona w srodku cigzkosci SC
(rys. 19.31a, b). Sita jest przylozona za posrednictwem sztywnych przepon czotowych, co gwarantuje, ze
w stanie podkrytycznym o$ preta bedzie prostoliniowa i nie wystapi skrecanie. Podstawa analizy sa w
dalszym ciagu rownania (19.53), w ktorych uwzglednimy, ze $rodek $cinania nie pokrywa si¢ ze
srodkiem cigzkosci przekroju.
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Rys. 19.31

Przemieszczenia osi cigzkosci przekroju, stosownie do wzoru (b) w p. 13.2.2 wynosza:

@ {Vo(x) =v(x)+zg -y (x),
wo(x) = w(x) = yg -y (x),

gdzie v(x) 1 w(x) oznaczaja przemieszczenia srodka $cinania, y(x) — kat skrecania przekroju wokoét srodka

$cinania, a yg i zg — wspolrzedne $rodka Scinania odmierzone w uktadzie gtéwnych osi srodkowych y, z.
Wobec tego w rozwazanym zadaniu

{Myl =AMy = P-wy(x) = P-[w(x) = ys -y (¥)],

(b)
le = Ajuzl = _P'VO(X) = —P-[V(Z) tzg '\V(x)]-

Pozostaje jeszcze wyznaczenie momentu skrecajacego My1. Moment ten pojawia si¢ na skutek deplanacji

przekroju wywotanej skrecaniem preta. Na skutek skrecania wystepuje sktadowa styczna t naprezenia o,
rownoleglego do pierwotnej osi preta (por. rys. 19.31d):

(©) T=0-0.

Kat ¢ mozna obliczy¢ z kinematyki odksztatcenia preta na podstawie analizy skrgcania sasiednich
przekrojow o kat dy (rys. 19.31e):

(d) o-de=p-dy,
gdzie p jest odlegloécia badanego punktu od $rodka skrecania. Z zaleznosci (¢) 1 (d) otrzymujemy:
d .
(e) t=op S =op-y'.
dx
Obliczone w ten sposob naprezenia styczne daja moment skrecajacy wzgledem $rodka $cinania:
MM, = —Irp dA=—y ’Icpsz =w’j§p2dA =
A A A
%

P P
=y -—H(y—yg)z +(z-zg)? [dA =y "= Jy,
AA A
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przy czym
Jo=J,+J +A(y2+z2) (19.58)
0 y z §T=s) :

Deplanacja przekroju wywoluje jeszcze inne dodatkowe momenty skrgcajace wzgledem punktu S. W

konfiguracji pierwotnej wystepuja bowiem momenty zginajace wzgledem tego punktu o wartosciach:

g Myg=P-zg 1 Myg=-P-yg.

Po wyboczeniu momenty te rzutowane na o$ x daja moment skrecajacy (por. wzor (19.53)):
AzMxl = MyS 'V'+MZS -w'= PZS “W'= PZS 'V’—PyS -w'.
Suma momentow skrecajacych wzgledem osi §rodkoéw Scinania wynosi wige

(h) AMxl=A1Mx1+A2MxlZ\V'%'P-FPZS'V'—P)/S-W'.

Wobec powyzszego rownania (19.53) przyjmuja postac:

EiJ, v'"'-GJg-y'+(JogP/ Ay '+Pzg -v'—Pyg -w'=0,
@ EJ, -w'+P-w—Pyg-y =0,
EJ, V'+P-v+ Pzg -y =0.

Wyprowadzony wyzej uktad roéwnan nie jest dostosowany do dowolnych warunkéw brzegowych. Na
przyktad rownania (b) nie sa stuszne dla pretdéw wspornikowych, a rownanie (/) nie uwzglednia
ewentualnego wystapienia momentu skrgcajacego jako reakcji podporowej po wyboczeniu preta. Dlatego
0golna postac¢ rownan stateczno$ci uzyskamy przez jednokrotne zrézniczkowanie pierwszego

i dwukrotne zrozniczkowanie dwoch pozostatych rownan (i) wzgledem zmiennej x. Ostateczna postaé
uktadu réwnan statecznosci gigtno-skretnej przy $ciskaniu osiowym jest wigc nastepujaca:

EpJy " =(GJ = JgP/ A)-y"~Pyg - w'+Pzg -v"'=0,
EJy-wIV+P-w"—PyS-\V”:O, (19.59)
EJ, VWV 4 Py'—Pzg y''=0.
W przypadku szczegolnym, gdy srodek $cinania pokrywa si¢ ze §rodkiem cigzkosci przekroju, mamy
ys=zg =0 1irownanie (19.59) przybiera postac:
EpJy w" —(GJg— JyP [ A)y"=0,
EJ,-w" + Pw'=0, (19.60)
EJ, VWV + Py=0,

z

przy czym Jp=.J), +J; i 0znacza tutaj biegunowy moment bezwtadnosci przekroju.
Uktad rownan (19.60) stanowi w istocie rzeczy trzy oddzielne rownania na poszukiwane funkcje
v (x), w(x)1iv(x). Dwa ostatnie rownania uktadu (19.60) prowadza do eulerowskich sit krytycznych

przy wyboczeniu w obu plaszczyznach gtéwnych:
2 2 2 2
Bqy =P, =n"EJ, /()" Boe=F=n"EJ /(l,.)".
Pierwsze rownanie uktadu (19.60) daje sil¢ krytyczna odpowiadajaca tzw. wyboczeniu skretnemu. Gdy
Jo = 0, rownanie to jest spelnione, jezeli

J,
GJ, - 71’ By =0.
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Stad sita krytyczna przy wyboczeniu skretnym wynosi:
Bys =P, =GA-(Jg /| Ip). (19.62)
Jak widac¢ sita krytyczna nie zalezy tu od dlugosci preta. W przypadkach, gdy J, # 0, rownanie

statecznosci przy wyboczeniu skretnym przybiera postac:
v Vialy' =0, (19.63)

gdzie
af = (S Jp - GJSJ /(EJy).
Rozwiazaniem rownania (19.63) jest funkcja

vy (x) = G sin(asx) + G, cos(azx) + Cix + Cy. (19.64)

Kryterium statecznosci odpowiada znikaniu wyznacznika uktadu rownan liniowych ze wzglgdu na state
catkowania. Jezeli oba konce preta o dtugosci / sa podparte widetkowo, to warunki brzegowe sa
nastgpujace:

— kat skrecania jest rowny zeru: D) y(0)=0, 2)yw()=0,
— bimoment jest rowny zeru: Hvy"0)=0, 4 vy"()=0,
a warunek statecznos$ci przybiera postac:
0 1 0 1
sin(ous/ cos(ouz/ 11
Det[aij]: (a37) (ou3)) _o.

0 1 00
—OL32 sin(ou3/) a32 cos(az/) 0 O

Po rozwinigciu tego wyznacznika otrzymujemy:

l-a_«% sin(a3/) =0,
skad

o3=—-n, n=12,..

\.l?.]

Po podstawieniu wyrazenia na a3 otrzymujemy wzor na sity krytyczne:

2 2
m_ A4 nn”
P =% (GJS+ 2 Elej.

Najmniejsza warto$¢ jest miarodajna sita krytyczna przy wyboczeniu skrgtnym:

A n?
Ras =Rl = B, =—-[GJS+—2E1J<DJ- (19.65)
Ib I
Postacie wyboczenia opisuje funkcja y(x):
y(x)=C sin(%}, (19.66)

gdyz Cp = C3= C4= 0. Jezeli oba konce preta sa catkowicie utwierdzone (deplanacja jest rowna zeru), to
warunki brzegowe 3) 1 4) modyfikuja si¢ do postaci:
3)w'(0)=0, 4) y'(/)=0 i wowczas sila krytyczna

A 4n’n?
B = pm = J—b(GJS e Elej.
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W podsumowaniu nalezy stwierdzi¢, ze dla pretow Sciskanych osiowo, w ktorych $rodek cigzkosci i
srodek $Scinania pokrywaja sig, miarodajna jest najmniejsza sita krytyczna sposrod wartosci Py, P; 1 Py:
Pkr zmin(Py’])Zaps) (1967)
W praktycznych przypadkach wyboczenie skretne ma istotne znaczenie dla pretow krétkich o szerokich
potkach.
Powrécimy do przypadku ogodlnego, opisanego rownaniami (19.59). Rozwazmy S$ciskanie osiowe

preta cienko$ciennego, ktorego oba konce w obu plaszczyznach sa podparte widetkowo. Warunki
brzegowe sa zatem nastepujace:

v(0) = v(1) = w(0) = w(1) =y (0) =y (1) = 0
VI(0) =V () =" (0) = w" (1) = 03y (0) =y "' () = .

Warunki te beda spelnione, jezeli rozwiazania uktadu rownan (19.59) przyjmiemy w postaci:
v(x) = Dysin(nx /1); w(x)= D, sin(nx/1); y(x)= Djsin(nx/1).

Po podstawieniu tych funkcji do uktadu (19.59) otrzymujemy trzy rownania na state scatkowania D1, D5 i
Ds:

[P —n2EJ, /(12)]01 + Pzg-Dy =0,
() [P—anJy/(lz)]-D2+PyS-D3=(),

Pzg-Dy - Pyg- D, —[GJS —JyP/ A+TrEJ, /(1)2] Dy =0.
Dla uproszczenia zapisu zwro¢my uwage na to, ze w rozwazanym zadaniu brzegowym

2
P, =nEJ,/()?, P,=n’EJ, /() P= Ji(GJS + 7”15—21‘]@] (19.68)
0
1 oznaczaja odpowiednio eulerowskie sily krytyczne przy wyboczeniu gigtnym w obu ptaszczyznach
gltownych, zas Py jest obciazeniem krytycznym przy wyboczeniu wylacznie skretnym. Po uwzglednieniu
wzoroéw (19.68) oraz przyroéwnaniu wyznacznika uktadu (j) do zera otrzymujemy:

(P-P) 0 Pzg
(k) 0 (P-PB) ~-Pyg |=0
Pz -py, 20P-p)
A
lub po rozpisaniu wyznacznika:
J—j-(P—Bg)-(P—Py)-(P—PZ)—P-zg(P—Py)—P-y_%(P—PZ)=0. (19.69a)

Otrzymalismy rownanie trzeciego stopnia ze wzgledu na sitg P. Rownanie to po uporzadkowaniu
wzgledem poteg zapisuje si¢ nastgpujaco:

J 4
—b-P3J{—-(Py .2 +PZ-y§)—(Py L P, +PS)}-P2+
Jo Jo

+(P,P, + P,P,+ P,P,))- P~ P,P,P, = .

(19.69)

Poniewaz wyznacznik uktadu (j) jest symetryczny, wigc rownanie (19.69) ma zawsze trzy pierwiastki
rzeczywiste P, Py i P3*). Najmniejszy z tych pierwiastkow jest poszukiwang warto$cia krytyczna:

*) Por. p. 21.2.
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B =min(A, P, B5) <min(P,, P, F). (19.70)

Znak nierownosci wskazuje, ze sita krytyczna obliczona z uwzglgdnieniem wyboczenia gigtno-skretnego
jest zawsze mniejsza od sily eulerowskiej i od sity wywotujacej wytacznie wyboczenie skretne. Wniosek
ten wynika ze szczegOlowej analizy wartosci pierwiastkdw rownania (19.69). Wartosci krytyczne
wyzszego rzedu uzyskuje sig, jezeli rozwiazania przyjmiemy w postaci szeregu trygonometrycznego o
postaci D, -sin(nmx/[), n = 1,2, ... Jezeli prgt jest obustronnie catkowicie utwierdzony, to warunki

brzegowe sa nastgpujace:
v(0) =v()) =w(0) =w() = 0; y(0) =y (/)=0
v(0) =v' () =w'(0) =w'(]) = 0; w(0) =y (/) = 0.
Warunki te beda spetnione, jezeli funkcje v(x), w(x) 1 y(x) przyjmiemy w postaci:
v(x) =Dy -[1 —cos(2nmx / l)], w(x) =D, -[1 —cos(2nmx / l)],
Y (x) = D3-[1-cos2nux /)], n=1.2,...
Ostatecznie otrzymujemy ponownie rownanie trzeciego stopnia (19.69), przy czym w oznaczeniach

(19.68) zamiast n? /17 trzeba podstawic an’n? /12,

W celu ilustracji powyzszych rezultatow rozwiazemy przyktad liczbowy. Nalezy wyznaczy¢ sily
krytyczne osiowo S$ciskanego ceownika podpartego na obu koncach w sposob widetkowy. Wymiary
geometryczne 1 sposob podparcia ilustruje rys. 19.32.

b : sp P
7I/L3,12

y s

2

————
N

Rys. 19.32

Parametry geometryczne przekroju sa nastgpujace (por. p. 13.2.8):

A=12cm? = 12-10%*m?, J, = 3,1em* = 3,1-10¥m?,

y
J, = 20cm* = 20-10%m?, J, = 0,00144cm* = 0,00144-10 5 m?,
Jy = 54,7cm® = 5471072 m®.

Wspohrzgdne $rodka $cinania wynosza: yg =0,z =-3,12 cm. Wobec tego
Jp=J,+J,=231em" =231-107° m*,
Jo=Jy+ A(y§ +z§) ~ 2314123122 =348 cm* =34.8-1078 m*.

Przyjeto, ze materiat preta (stal) okreslony jest nastgpujacymi statymi:

E=21-10°kG/cm? =2,1-108kN/m? oraz v =0,25.

Mamy wigc:
EJ,=2,13,1 =651 kN-m’,
EJ,=2,120 = 42 kN-m’,
2,1-10%

EyJy =—2————-54]7- 10712 =0,01226 kN - m*,
(1-0,25%)
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© :wzo,ooulkN.mz’
2(1+0,25)
P, =n*651/(2%)=16,07 kN,
P, =n?-42/(2%)=103,65kN,
-4 2
> = L%-(o,oouu“—z-o,mz%] ~10.85 kN,
34.8-10" 2

Uktad rownan (19.59) jest nastepujacy:
EjJ, yY —(GJS —J—j-P) " Pzg v"'=0,

EJ, w4 Pow''=0,
EJ, vV 4+ Pv'+Pzg -y =0

Drugie z tych rownan nie zalezy od y i wskazuje, ze wyboczenie w plaszczyznie symetrii jest niezalezne
od skrecania, a odpowiednie obciazenie krytyczne jest okreslone wzorem Fulera. Wniosek ten wyptywa
wprost z rownania (19.69q), ktore przyjmuje postac:

J,
[70-(1’—a)-(P—PZ)—Pzé](P—Pyko.

Jeden z pierwiastkow tego rownania Py = P, = 16,07 kN, a pozostale dwa to pierwiastki rownania
wynikajace z zerowania si¢ nawiasu kwadratowego:

b Po(P 4 B)-P+ER =0,
0

Po podstawieniu warto$ci liczbowych
0,6638P> —114,5P+1124,2 =0,

skad

- 114,5+100,6 _ 162 kN,

2-0,6638
P=PR,= 114,5-100.6 10,5kN < P, =10,85kN.

2-0,6638

Naprezenie krytyczne
oy =t — 105 _ 29500 kN / m? = 875 kG / cm?.
—4
4 12-10

19.4.3.4. Wyboczenie srubowe przy skrecaniu

Rozwazymy pret pryzmatyczny poddany skrecaniu momentami brzegowymi (rys. 19.33). Konce preta
sa potaczone z podporami za posrednictwem przegubow kulistych i maja swobodg obrotu w dowolne;j
plaszczyznie. Zatozymy, ze przy wyboczeniu wektor momentu skrecajacego 91 zachowuje swoj
pierwotny kierunek. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze oba gtdwne momenty bezwtadnosci przekroju sa
rowne, czyli J), =J, =J, natomiast J, =0 (na przyktad pret o przekroju kotowym). Pod wpltywem

skrecania przy dostatecznie duzej wartosci momentu 9 oprocz prostoliniowej moze réwniez wystapic
krzywoliniowa (przestrzenna) posta¢ rownowagi. Dla ustalenia tej postaci utraty statecznosci
wykorzystamy ponownie rownania (19.53), w ktorych

M, =9, M, =M, =0,AM,; =AM

yleMZIZO:
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GJ, y'— =0,
EJw"=T -v'=0,
ENV'+0T -w'=0.
X
ﬂ) My =M b

B

. r____.}__._
]
A, ]
MY L |

My =

@,

"

\

Rys. 19.33

Do dalszych rozwazan wykorzystamy tylko dwa ostatnie rownania, ktére mozna zapisac nastgpujaco:

W'—0ly - V'= 0,}

(19.71)
V't -w'=0,

gdzie oy =91/ EJ > 0. Warunki brzegowe funkcji v(x) i w(x) przyjmuja postac:
v(0) =v(l) = w(0) =w(l) = 0.

Za pomoca rézniczkowania uktad (19.71) mozna sprowadzi¢ do dwdch oddzielnych réwnan:

v"'+0t£ v'=0
(@ )
w''tag -w'=0.

Po scatkowaniu tych réwnan otrzymujemy:

v(x) = A4j sin(oyx) + By cos(oyx) + (7,
w(x) = Ay sin(ayx) + By cos(aygx) + C,.

Funkcje te musza spetniaé tozsamosciowo réwnania (19.71):
-4 ‘af -sin(ayx) — B, ‘af -cos(0gx) — Alocf -cos(oyx) + By -ocf -sin(ogx) = 0,
-4 -ocf -sin(oyx) — By -af -cos(ogx) + Azaf -cos(oyx) — By -ocf -sin(ogx) = 0,
skad 4> = B1, By = —A41. Wobec tego funkcje v(x) i w(x) zawieraja cztery state catkowania:

®) {v(x) = A; sin(ogx) + By cos(oyx) + Cq,

w(x) = By sin(oyx) — A cos(ayx) + C5.
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Po podstawieniu warunkow brzegowych otrzymujemy:
v(0)=0: B1+C;=0,
v(l)= 0: Ay sin(oyl) + By cos(ogl)+ C =0,
w(0)=0: -A41+C=0,
w()= 0:  Bysin(oyl)— 4 cos(oyl)+ C, = 0.

Warunek statecznos$ci przybiera postac:

0 1 1 0
sin(ogl)  cos(oyl) 1 0 0
1 o 0 1|
—cos(oyl) sin(ogl) 0 1
lub po rozwinigciu wyznacznika:
- 2-[1 - cos(oc4l)] =0.
Rownanie to ma pierwiastki (o4/) =2nn (n=1,2, ...), czyli
oM™ = 2nEn /1. (19.72)
Najmniejsza warto§¢ momentu krytycznego otrzymujemy dla n = 1:
My =MD =21E7 /1. (19.73)

Postacie wyboczenia mozna okre$li¢ z doktadnoscia do statej. Z warunkow brzegowych mozna
wyznaczy¢ stosunki statych catkowania. Ostatecznie po podstawieniu wartosci stosunkoéw tych statych do
roéwnan (b) otrzymujemy:

1 —cos(oyl)

V(x):Bl'{

- -sin(oyx) + cos(ogx) —1|,
sin(ougl)

1—cos(oyl)

w(x)= B - {sin(oux) - -[cos(a4x) - 1]}

sin(ougl)

Po uwzglednieniu, ze [1— cos(oy/)]/ sin(oy/) = tg(nm), rownania powyzsze mozna przedstawi¢ w
postaci:

v(x)=-B -[1 - cos(oux)],} (19.74)

w(x) = =By sin(o4.x).

Z réwnan (19.74) wynika, ze wygigta o$ preta po wyboczeniu jest linia Srubowa.

Na zakonczenie warto doda¢, ze rozwazane zadanie stanowi przypadek obciazenia niekonserwatywnego,
poniewaz praca momentu skrecajacego zalezy od sposobu, w jaki styczna do osi na koncu preta porusza
si¢ podczas wyboczenia. Ilustruje to rys. 19.33b. Styczna do nieznacznie wyboczonego pregta moze zajac
swe koncowe polozenie przez obrot dookota osi y (od punktu 1 do punktu 2), a potem dookota osi z (od
punktu 2 do punktu 3). Na tej drodze moment skrgcajacy nie wykona zadnej pracy. Do koncowego
polozenia stycznej mozna jednak dojs¢ w inny sposob: najpierw wykonujemy obrot wokot osi y (od
punktu 1 do punktu 2'), a nastgpnie wokoét osi x (od punktu 2' do punktu 3). W tym drugim wypadku
moment skrecajacy wykonuje pracg roézna od zera. Widzimy wigc, ze praca obciazenia zewngtrznego
zalezy od sposobu przejscia od konfiguracji pierwotnej do konfiguracji aktualnej. Obciazenie w takim
wypadku nie jest konserwatywne i w konsekwencji nie obowiazuja kryteria energetyczne (twierdzenie o
energii potencjalnej). Nie zawsze tez wolno stosowa¢ réwnania rézniczkowe (19.53) wynikajace z
rownowagi statycznej uktadu. Rozwazany przypadek nalezy jednak do tej grupy obciazen
niekonserwatywnych, w ktorych metoda statyczna daje wynik poprawny. W ogoélnym przypadku
obciazenia niekonserwatywnego trzeba stosowaé tzw. dynamiczne kryterium statecznosci, ktore polega
na badaniu matych drgan uktadu.
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19.4.4. Statecznos¢ przy obcigzeniach ztozonych
19.4.4.1. Sciskanie ze zginaniem

Do tej pory rozwazaliSmy oddzielnie osiowe $ciskanie, zginanie i skrgcanie. W praktyce bardzo czgsto
wystepuja jednak obciazenia zlozone. W celu wyrobienia sobie pogladu na problem obciazen zlozonych
omowimy dwa najprostsze przypadki: Sciskanie ze zginaniem oraz $ciskanie ze skrecaniem.

Rozwazymy pret pryzmatyczny o dlugosci / poddany jednoczesnemu $ciskaniu sita P i1 zginaniu

momentem M, = M. Przekroj preta jest wydtuzonym prostokatem (b < /), a oba kofice preta sa podparte
widetkowo (rys. 19.34). Réwnania (19.53) przyjmuja postac:

-GJgy'+M-v'=0,
EJy-w"+M+P-w=O, (19.75)
EJ, vV'+M -y +P-v=0.

/2

Rys. 19.34

Drugie z tych rownan opisuje deformacje pregta w plaszczyznie (x,z), a pierwsze i trzecie opisuja
deformacjg przestrzenna. Rozwiazanie drugiego roéwnania jest nastgpujace:

w(x) = PL(OCZ) {cos(%l - (xxj - cos(%lj } (19.76)
cos|

gdzie o Z=py (EJ,,). Maksymalne ugigcie w potowie rozpigtosci preta

(@)

Ao (lj_ Mi? 2[1-cos(al /2)]

w —| = : >
2/ 8EJ, (al/2)"-cos(al/2)

1 przybiera wartos¢ nieskonczona dla al/2 =mr /2, czyli dla sity
_ _ .2 2
®) By =P, =n"EJ, /(I").

Cechy charakterystyczne zaleznosci (a) przedstawiono juz w p. 19.4.2 przy okazji omawiania wptywu
obciazenia poprzecznego na przebieg zaleznosci P(A) (por. rys. 19.35q).
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a) b)
ﬁ P

P, Tel/L

'

statecznosdci

() (g 1o

- kr

BEJ,

Rys. 19.35

Nowe efekty obserwujemy natomiast analizujac dwa pozostate rownania uktadu. Rownania te, po
zrozniczkowaniu pierwszego z nich wzgledem x, zapiszemy nastgpujaco:

(19.77)

Funkcje v(x) 1 y(x) przyjmiemy w postaci:
(©) v(x) =G sin(%j, y(x)=Cy sin(%),
co gwarantuje spetnienie warunkow brzegowych:

(d) v(0)=v())=y(0) =y (/)=0.

Po podstawieniu zaleznosci (¢) do rownan (19.77) uzyskujemy uktad réwnan na state catkowania:

ﬁ.cl—czzo,
GJ
e
© P M
——t—— |- +—C, =0.
12 EJ, EJ,

Po przyrownaniu do zera wyznacznika tego ukladu otrzymujemy:

M? P ?

+ ===
2 GJ,EJ, EJ, >

Poniewaz zwichrzenie belki poddanej wytacznemu dziataniu momentu zginajacego zachodzi dla (por. p.

19.4.3.2)
M= My, =%-JGJSEJZ,

a eulerowska sita krytyczna
By=P =n’EJ | (%),

wigc wzor (f) mozna zapisa¢ w bardziej ogdlnej postaci:

2
( M] +£i]=1. (19.78)
Mkr Pkr
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Widzimy zatem, ze obecno$¢ sity Sciskajacej zmniejsza warto$¢ momentu, przy ktorym wystepuje zwi-
chrzenie belki, i na odwrot: obecnos¢ momentu zginajacego zmniejsza warto$¢ sity Sciskajacej, przy kto-
rej wystgpuje wyboczenie eulerowskie. Wzor (19.78) ilustruje interakcje obu form utraty statecznosci
wyboczenia eulerowskiego i zwichrzenia.

Obrazem réwnania (19.78) jest linia interakcji przedstawiona na rys. 19.35b. Ze wzoru (19.78) wynika
ponadto, ze dla ujemnych wartosci sity P, tzn. dla rozciagania, stateczno$¢ uktadu na zwichrzenie jest
wigksza. Poza tym stwierdzamy, ze znak momentu zginajacego nie wptywa na warto$¢ krytyczna sily
sciskajacej.

19.4.3.2. Sciskanie ze skrecaniem *)

W przypadku jednoczesnego $ciskania i skrgcania preta pryzmatycznego o przekroju zwartym, nie
cienkosciennym (rys. 19.36), w ktérym glowne momenty bezwiadnosci sa rowne (J,, = J; = J), rownania
(19.53) przyjmuja postac:

-GJgy'+IM =0,
EJW'-9 -v'+P-w=0,
EN'+ -w'+P-v=0.
Do dalszych rozwazan wykorzystamy tylko dwa ostatnie rownania, ktore zapiszemy nastgpujaco:
w'—oly -v‘+oc12 -w=0,
(19.79)
v'—oly -w'Jrocl2 v=0,

gdzie o =+/P/(EJ), o, =9/(EJ). Za pomoca rézniczkowania i po wyeliminowaniu pochodnych
réwnania te mozna sprowadzi¢ do dwoch oddzielnych réwnan rézniczkowych czwartego rzedu na
funkcje v(x) 1 w(x):

vV +(2oc12 +0c22)-v"+af v=0,

(19.80)

wIV+(2oc12+a§)-w"+a14-w=O.
m
7% P
m P"““g XP m o x y
- f—— i —— o
i L ,
z

Rys. 19.36
Podstawienie v(x)=r"" prowadzi do rownania charakterystycznego czwartego stopnia:

2+OL14=0,

r +(20c12 +a22)-r
o pierwiastkach urojonych:
n=iyy, n=—iy, n=iYy, ==Y,
gdzie i =+/—1 oraz

2 2

2
Vi = 2(112+(122'1i 1_( 2oc12 J .
’ 20L12+OLZ

*) Por. [30, 48, 54]
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Identyczne pierwiastki ma rownanie charakterystyczne na funkcje w(x). Wobec tego catki ogélne roéwnan
(19.80) sa funkcjami trygonometrycznymi argumentow 7y (x oraz y,x:

v(x) = Cy sin(y 1x) + G, cos(y 1x) + C5 sin(y ,.x) + C4 cos(y 5 x), (19.81)
w(x) = Cssin(y 1x) + Cg cos(y 1x) + C7 sin(y ,.x) + Cg cos(y o x). '
Mamy zatem osiem statych catkowania, a tylko cztery warunki brzegowe:
v(0) = v(1) = w(0) = w(l) = 0. (19.82)

Dodatkowe zalezno$ci migdzy statymi catkowania wynikaja z wymagania, by funkcje (19.81) spetniaty
tozsamosciowo uktad réwnan wyjsciowych (19.79). Zaleznosci te przyjmuja postac:

dla rownania (19.79);:

2 2
Y1 —9
S BN
Y102
2 2
-
C, = YI—I'CS,

Y12

¢ =

2 2
Y2 —04
-2 .G,
Y20

2 2
Y2 — 04
L.y,
Y2 -0

G =

C4:

Ze zwiazkéw (19.83) wynika, ze

2 2
Y1-Q2

oraz Cl =C6, C2=C5, C3:C8, C4:C7-

dla rownania (19.72),:

Yi-o
Clz_%.c&
Y1 — 9

= 22, (19.83)
Y1 —9

Y2 O
C3=_%.C8’
Y2~

Y2 &
C4: —22 22'C7.
Y2~

2 2
Y270 gy, (19.84)
Y202

Budowa rownan (19.84) wskazuje, ze v 1 vy, sa pierwiastkami rownania kwadratowego:

yziy -0L2—0L12:0, (19.84a)

przy czym znak w drugim sktadniku nie wptywa na warto$¢ argumentu funkcji trygonometrycznej; moze

jedynie zmieni¢ znak statych catkowania.

Stwierdzamy zatem, ze rozwiazania uktadu réwnan (19.79) sa nastgpujace:

v(x) = C; sin(y 1x) + G5 cos(y 1x) + Cy sin(y ,.x) + C4 cos(y 5 x),
w(x) = Gy sin(y 1x) + Cj cos(y 1x) + Cy4 sin(y ,x) + C5 cos(y o X),

} (19.85)

gdzie v 1y, sa pierwiastkami rOwnania kwadratowego y 2 -y -0y —alz =0

o rozwigzaniach:

Y1 =09 +a§+4a12,

Yo =0, —(122+4OL12.

} (19.86)

Wykorzystanie warunkéw brzegowych (19.82) prowadzi do kryterium statecznosci:
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0 1 0 1
sin(y1/) cos(yil) sin(yal) cos(ral)|
1 0 1 0o |
cos(yql) sin(yq/) cos(y,l) sin(y,l)
Po rozpisaniu warto$ci wyznacznika dochodzimy do rownania:
[siny 1) - sin(y ,)]” ~[cos(y 1) - cos(y21)]” = 0, (19.87)
ktore jest spetnione, gdy
sin(y 1/) —sin(y »/) +cos(y /) —cos(y /) =0 (19.87a)
albo gdy
sin(y 1/) —sin(y ,/) — cos(y1/) + cos(y ,/) = 0. (19.87b)

Znalezienie pary najmniejszych pierwiastkow rownania (19.87) wbrew pozorom nie jest tatwe.
Najprostszym sposobem uzyskania wlasciwego rozwiazania jest zastosowanie wzoru na sumeg funkcji
trygonometrycznych wystepujacych w rownaniu (19.87b):

sin(y1/) + cos(y /) = sin(y »/)) + cos(y »/),

(™ T (m T
-2 sm(—j . cos( l— —j =2 sm(—) . cos( /- —) ,
4 Y1 4 4 Y2 4

Yil=val+2nmn, n=12,.. (19.88)

czyli

skad

Po podstawieniu n = 1 oraz wykorzystaniu wzoru (19.86) na v 1 y, otrzymujemy:

M 4P 4n?
2 T T
(EJ)* EJ |
Iub
2
m =+ 2P =1 (19.89)
(211;EJ) n°EJ
! 12

Wartosci mianownikoéw umieszczone w nawiasach oznaczaja odpowiednio krytyczny moment skrecajacy
My (Wzor (19.73)) 1 krytyczna site eulerowska Py;. Zaleznos¢ (19.89) mozna zatem zapisac nastgpujaco:

2
( ll ] +£ij =1. (19.90)
E)ﬁkr Pkr

Uzyskana krzywa interakcji jest analogiczna do zaleznosci (19.78), obowiazujacej przy jednoczesnym
zginaniu i $ciskaniu. Ze wzoru (19.90) wynika, Ze rozciaganie preta (P < 0) ma dziatanie stabilizujace;
wyboczenie skretne wystepuje wtedy przy wigkszej warto$ci momentu skrecajacego.
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19.4.4.3. Wz6r Dunkerleya

Jezeli obciazenia ztozone sa konserwatywne, to powierzchnia statecznosci (interakcji) w przestrzeni
sit wewngtrznych Py, Py, P3, ...., Py

f(R.Py,...,P,)=0, (19.91)

jest wypukta (por. np. Zyczkowski [57]). Wobec tego wzor przyblizony dla dodatnich ($ciskajacych)
wartosci P; takich, ze

n
GRS AT fi -y, (19.92)
i=1

_ Bk

jest dolnym (bezpiecznym) oszacowaniem stanu statecznego. Zalezno$¢ (19.92) nosi nazwe¢ wzoru
Dunkerleya. Na rysunku 19.35h wzoér Dunkerleya odpowiada prostym zaznaczonym liniami
przerywanymi.

W przypadku obciazen niekonserwatywnych moze si¢ zdarzy¢, ze powierzchnia statecznosci jest
wklegsta i wzor (19.92) nie daje oceny bezpieczne;j.

19.4.5.Uwagi o lokalnej utracie statecznosci pretéw cienkosciennych

Wszystkie dotychczasowe rozwazania dotyczyly statecznosci globalnej. Interesowato nas wygigcie lub
skrecenie osi preta, przy czym zakladaliSmy hipotezg sztywnego rzutu przekroju poprzecznego. W
pretach cienkos$ciennych pojawia si¢ nowe zjawisko, tzw. lokalna (miejscowa) utrata statecznosci. Polega
ona na tym, ze w odrdéznieniu od statecznosci globalnej przekrdj poprzeczny deformuje sig, a o$ preta
pozostaje prostoliniowa. Zjawisko lokalnej utraty statecznosci jest charakterystyczne dla powtok, a wigc i
dla pretow cienkosciennych, ktore w istocie rzeczy sa dtugimi powtokami lub uktadem dlugich pasm
pltytowych. Omawiany problem ilustruje rys. 19.37, na ktorym przedstawiono posta¢ lokalnej utraty
statecznosci $ciskanego ceownika.
NERER

Rys. 19.37

Réznorodnos¢ form utraty statecznosci przy $ciskaniu pretow cienkos$ciennych sprawia, ze ograniczenie
si¢ do wyboczenia gigtnego (eulerowskiego) moze prowadzi¢ do znacznych bledoéw. Jako [przyktad niech

nam postuzy wykres oy (s) z podrecznika Brzoski [7] sporzadzony dla $ciskania réwnoramiennego ka-
townika duraluminiowego (rys. 19.38). Wyboczenie gigtne w plaszczyznie najmniejszej sztywnosci wy-
stepuje wowczas, gdy smuktos$¢ preta jest dostatecznie duza. Jezeli smukto$é preta jest mniejsza, to wy-
stepuje wyboczenie gigtno-skretne. Z kolei utrata statecznosci pretéw o bardzo matej smuktosci odpowia-
da wyboczeniu lokalnemu. Naprezenie krytyczne przy lokalnej utracie stateczno$ci oblicza si¢ na gruncie
teorii ptyt i powtok. Zalezy ono od wymiaréw przekroju poprzecznego. Lokalne naprgzenie krytyczne
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jest proporcjonalne do grubosci $cianki katownika, a Scislej biorac, zalezy ono od stosunku grubosci
scianki do pozostatych wymiaréw liniowych przekroju poprzecznego (np. od stosunku g/h).

Gkr

/yboczenie
(gietno-skretne
N

wyboczenie
gietne E=7x10"kN/m?

G=2.8x10'kN/m?

> e ——— — —
R,

o
-—
o
o

s/ imin

Rys. 19.38
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