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14.1. WARUNKI ROWNOWAGI UKLADU SIt

Mechanika konstrukcji zajmuje si¢ wyznaczaniem sit wewnetrznych i przemieszczen w réznego ro-
dzaju uktadach konstrukcyjnych (belkach, tukach, ramach, kratownicach, ptytach, powtokach, uktadach
mieszanych). Glowne problemy mechaniki konstrukcji zilustrujemy na przyktadach liniowo-sprezystych
konstrukcji pretowych o bardzo matych przemieszczeniach. Ograniczymy si¢ tutaj tylko do podania
ogolnego sensu metod wyznaczania wielkosci statycznych i kinematycznych, gdyz problematyka ta ma
bardzo bogata i ogélnie dostepna literature ([4, 10, 31, 33, 35]).

Sita jest wektorem bedacym miara mechaniczna oddziatywania ciat materialnych. Konsekwencja tego
jest akceptacja algebry wektoréw do badania rownowagi ciat sztywnych. Z kursu mechaniki teoretycznej

wiadomo, ze rownowaga ta zachodzi, gdy wektor wypadkowy wszystkich sit P(i) (i=1,2,3,..,n)oraz

jednoczes$nie wektor momentu tych sit wzgledem dowolnie obranego punktu sg rowne zeru. Jesli punk-
tem tym jest poczatek przyjetego uktadu wspotrzednych x, y, z, to analityczna posta¢ warunkow roéwno-

wagi odpowiada sze$ciu liniowym rownaniom algebraicznym ze wzgledu na wspotrzedne Px(i) , Py(i) , Pz(i)

wektorow P(i)):

=0, PZ’ =0,

=1 i=1

M(l) =0, M(l) =0, M(l) =0,
Sui-oy z
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gdzie M)(Ci) , M J(,i) i M Z(i) oznaczaja odpowiednio wspotrzedne wektora momentu sit P(i) wzgledem osi x,
yiz
DM(i) = p(l) -z p(l)

o o

(b) DM(’) =P —x, PO,
O =3B 0

W zaleznosci (b) x;,y;,z; oznaczaja wspotrzedne punktow przytozenia sit P(i).
Zdecydowana wigkszo$¢ zadan z mechaniki konstrukeji dotyczy przypadku szczegdlnego, w ktorym

wszystkie wektory sit P(i) leza w jednej plaszczyznie. Wystepuje wowczas tzw. ptaski uktad sit. Jezeli
pltaszczyzna ta pokrywa si¢

z ptaszczyzng uktadu wspotrzednych x, z, to P(’) y; =0, skad M} () = p(D =0. Mamy wtedy tylko

trzy istotne rownania rOwnowagi:

O
0§ P9 =0,

571

©) gz P =

oS m =Z<zl-Px(") - xR =o.
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Réwnania rownowagi dla ptaskiego uktadu sit moga by¢ stosowane w nastepujacych trzech wariantach:
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O suma rzutdéw sit na dwie dowolne rownolegle proste oraz suma momentdw tych sit wzgledem
dowolnego punktu sa rowne zeru,

O suma rzutow sit na jedng dowolna prosta oraz suma momentow tych sit wzgledem dwdch
dowolnych punktéw nie lezacych na prostej prostopadtej do kierunku rzutowania sit sa réwne
zeru,

O suma momentow sit wzgledem trzech dowolnych punktéw nie lezacych na jednej prostej sa
réwne zeru.

Zauwazmy, ze rOwnania (c) sa szczeg6lnym przypadkiem pierwszego wariantu (obie proste sa do sie-
bie prostopadte, a momenty sit odnosza si¢ do punktu przecigcia tych prostych).
W metodzie graficznej rownania rOwnowagi ptaskiego uktadu sit odpowiadaja zamykaniu si¢ wielo-

boku sit (Z IJ)C(i) =0, ZPZ(i )= 0) i zamykaniu sie¢ wieloboku sznurowego (2 M )(,i)= 0).

14.2. PODPORY PRETOW

Pelny opis deformacji preta mamy wowczas, gdy znana jest kinematyka kazdego przekroju preta.
Przekroj preta tworza wszystkie punkty materialne nalezace do preta i ptaszczyzny przeprowadzonej pro-
stopadle do osi preta w konfiguracji pierwotnej (nieodksztatconej). Wprowadzenie wigzow wewngtrznych
powoduje ograniczenie swobody przemieszczen przekroju.

W klasycznej teorii pretow na ruch kazdego przekroju preta naktada si¢ wigzy wewngetrzne takie, ze w
procesie deformacji przekroj pozostaje ptaski i nie zmienia swych wymiaréw poprzecznych*). Przyjmu-
jemy zatem, ze przekroje preta zachowuja sig jak sztywne figury plaskie, majace tylko szes$¢ stopni swo-
body (rys. 14.1).
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Rys. 14.1

Sa to trzy sktadowe wektora przemieszczenia $rodka cigzkoS$ci przekroju (u,v,w) oraz trzy katy obrotu

wzgledem poszczegolnych osi uktadu (¢,9 ,¢.) . Sktadowe te tworza macierz uogoélnionych przemiesz-

}) b
czen:

{dl} :{u,v’w’l’[j’¢y’¢z}, i=1,2,...,6. (14.1)

Podparcie preta w danym punkcie osi oznacza wprowadzenie dalszych dodatkowych wigzow, odbiera-
jacych przekrojowi jeden, dwa lub wigcej stopni swobody. Obciazeniu preta (tzw. sitom czynnym) towa-
rzysza reakcje wigzow podporowych (tzw. sit biernych).

W praktyce najczeSciej wystepuja uktady pretowe ulegajace deformacji tylko w pewnej okreslonej
ptaszczyznie. Przyjmijmy, ze ptaszczyzng tg tworza osie x, z. Wowczas czg$¢ stopni swobody kazdego
przekroju tozsamosciowo jest rowna zeru, tzn. = ¢, =0, v = 0. Przekroje prgta maja zatem tylko trzy

stopnie swobody: dwa przesunigcia u, v oraz kat obrotu @,. Mozna sobie wyobrazi¢, ze podparcie preta
uzyskuje si¢ za posrednictwem idealnie sztywnych pretow podporowych (rys. 14.2a). Pret podporowy
dopuszcza wystapienie tylko przemieszczen prostopadtych do swej osi. Przemieszczenie w kierunku osi

*) Zatozenie to nie jest stuszne dla skrecania pretow niekotowych oraz cienkosciennych o przekroju otwartym.
Dlatego formutowanie sposobu podparcia w tych przypadkach jest bardziej ztozone.
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preta podporowego jest niemozliwe, a kazda proba przemieszczenia w tym kierunku wywotuje pojawie-
nie sig sity bierne;j.

a) b} c)
przekrj preta 1R R

+_._ _._.__.____EL brak

- — | réwnowagi
reakcja_—R ‘\_\’kierunek dopuszczalnych
wiezu \RL» przemieszczeri ‘R A

pret podporowy (wiez)
Rys. 14.2

Pret podporowy jest wigzem, a sila bierna reakcja tego wigzu. Kierunek reakcji pokrywa si¢ zawsze z osia
preta podporowego (rys. 14b), gdyz w przeciwnym razie sam pret podporowy nie bylby w rownowadze
(rys. 14.2¢). Typowe rodzaje podpor w uktadach plaskich przedstawia rys. 14.3.

a) Utwierdzenie:
u=w=9¢=0; H=0,V=0,M=0.
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d) Podpora przegubowa przesuwna:
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e) Podpora slizgowa:
us0wt0 9=0 ; H#0, V=0, Mz0.
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Rys. 14.3

Utwierdzenie (rys. 14.3a) odbiera przekrojowi wszystkie stopnie swobody (u=w = 0, ¢, = 0). W
zwiazku z tym wystepuja trzy reakcje wigzow: dwie sity sktadowe i moment.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 14. PODSTAWY MECHANIKI SPREZYSTYCH KONSTRUKCJI PRETOWYCH 4

Podpora teleskopowa (rys. 14.3b) pozbawia przekrdj dwoch stopni swobody (w =0, ¢, = 0). Dopusz-
czalne jest tylko przemieszczenie u. Wystepuja dwie reakcje: moment i sita o kierunku normalnym do
podstawy fundamentu. W przypadku pretéw cienkich, w ktorych przekrdj po odksztatceniu jest prostopa-
dty do osi preta (zatozenie Bernoulliego), podpore teleskopowa mozna uzyskaé za pomoca dwoch rowno-
legtych pretow podporowych, prostopadtych do osi preta zasadniczego.

*  Podpora przegubowa nieprzesuwna (rys. 14.3c) pozbawia przekrdj dwoch stopni swobody
(u=v =0) . Dopuszczalny jest obroét przekroju wokot osi y (¢), = 0). Wystgpuja dwie sktado-
we reakcji (dwie sity).

*  Podpora przegubowa przesuwna (rys. 14.3d) pozbawia przekrdj jednego stopnia swobody
(w = 0). Dopuszczalne jest przemieszczenie u i kat obrotu przekroju ¢,. Na podporze wystgpu-

je tylko jedna sktadowa reakcji o kierunku pokrywajacym si¢ z osia preta podporowego (lub z
normalna do podstawy fundamentu).

* Podpora ,,slizgowa” (rys. 14.3e) pozbawia przekroj dwoch stopni swobody (u =0, ¢, = 0).
Dopuszczalne jest tylko przemieszczenie poprzeczne w. Wystepuja dwie sktadowe reakcji: si-
ta podtuzna i moment zginajacy.

14.3. CZYNNIKI ZEWNETRZNE POWODUJACE DEFORMACJE KONSTRUKCJI.
OBCIAZENIA

Gltowna przyczyna deformacji konstrukcji sa obciazenia, czyli sity czynne (aktywne). Trzeba jednak
pamigtac, ze deformacja konstrukcji moze by¢ wywotana przez wymuszenia kinematyczne (np. przez
przemieszczenia podpor) lub zewngtrznymi czynnikami niemechanicznymi, np. przez zmiang temperatury
lub skurcz technologiczny (skurcz betonu). Czgsto interesuja nas odchylenia konstrukcji rzeczywistej od
konfiguracji idealnej spowodowane bledami i niedoktadnosciami wykonania. Chodzi tu np. o wyznacze-
nie sit wewngtrznych i odchylen osi preta wstepnie zakrzywionego od potozenia projektowanego, odpo-
wiadajacego pretowi o osi prostoliniowe;.

Omowimy obecnie tylko obciazenia spowodowane przez sity, natomiast wptyw innych czynnikoéw
zewngetrznych bedzie przedstawiony w dalszych rozdziatach.

Na obciazenia zewngtrzne skladaja si¢ sity powierzchniowe i masowe. Mozna wprowadzi¢ jeszcze
inny podzial: na obcigzenia roztozone w sposob ciagly i1 skupione. Obciazenia skupione stanowia ideali-
zacjg obciazenia ciaglego rozlozonego na bardzo matym obszarze (rys. 14.4).

—

P P= JEdA
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&
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Rys. 14.4

W teorii pretow wszystkie obciazenia sprowadza si¢ do punktow osi cigzkosci preta. Jezeli wypadko-
we wszystkich sit zewngtrznych leza w tej samej ptaszczyznie, to wystepuje plaski uktad obcigzenia.

Sens podanej wyzej klasyfikacji obciazen objasnimy na przyktadzie ptaskiego uktadu obciazen, odnie-
sionego do konfiguracji poczatkowej (przed odksztatceniem). Na rysunku 14.5a przedstawiono obciaze-
nie preta sitami powierzchniowymi skupionymi i rozlozonymi w sposob ciagly. Po sprowadzeniu tych
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obciazen do osi preta otrzymujemy ptaski uktad sit dziatajacy w ptaszezyznie obciazenia 7T Jest ona jed-
noczesnie ptaszczyzna symetrii preta. W oefekcie uzyskujemy schemat obciazenia przedstawiony na
rys. 14.5b.

a)
1 ptaszczyzna
obcigzenia

b) obcigzenia br,
skupione

q,(x) =_L2pz(x,y)dy
|7

- BX
obcigzenie
ciggte

Rys. 14.5

Z reguty zaklada sig, Ze obciazenia rosna od zera do swych koncowych wartosci A, P,..., P5 oraz g, (x) .

Sity te powoduja deformacje osi preta. Odnoszenie koncowych wartosci obciazen do nieodksztatconej osi
preta nie jest zatem wilasciwe, upraszcza natomiast ilustracj¢ problemu obciazen. Dalsze szczegoty doty-
czace zachowania si¢ obciazenia w procesie deformacji preta zawiera p. 14.6.

Rysunek 14.6a objasnia sposob ustalania obciazenia ciaglego podczas dziatania wektora sit po-
wierzchniowych tworzacych kat ostry z osia belki. Otrzymujemy tu trzy rodzaje obciazen ciaglych: ob-
ciazenie prostopadte do osi belki g,(x), obciazenie statyczne do osi belki ¢, (x) oraz roztozony w spo-

sOb ciagly moment zginajacy m,(x). Rysunek 14.6) ilustruje sposob uwzgledniania sit masowych (na

przyktad sit cigzkos$ci) przy ustalaniu obciazen.
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Rys. 14.6

W przypadku ogélnym na obciazenie pregta o osi prostej lub zakrzywionej sktadaja si¢ sity
4x(5),9,(5),q,(s) oraz momenty m,(s),m, (s),m,(s), odniesione do jednostki dtugosci preta, przy czym

X, y, z oznaczaja tu osie lokalnego uktadu wspotrzednych (por. rys. 14.6¢). Ogolne obciazenie preta opisu-
je zatem macierz wierszowa {Fl} o elementach F; , bedacych funkcjami zmiennej s:

{F;} :{qx’CIy’qZ’mx’my’mZ}’ i:1,2,3,...,6. (142)

Elementy F; moga przedstawia¢ rowniez obciazenia skupione i odcinkowo ciagte, jezeli wyrazimy je

za pomoca funkcji Heaviside 'a H(s) i Diraca &s). Funkcje te beda oméwione w p. 21.3.

14.4. DEFINICJE SIlt. WEWNETRZNYCH W PRETACH

W celu zdefiniowania sit wewnqtrznych*) rozwazymy pret obciazony uktadem sit zewngetrznych
(czynnych i biernych) bedacych w réwnowadze. Pod wptywem tych sit pret si¢ odksztalci. W konfigura-
cji aktualnej (po odksztatceniu) w wybranym punkcie osi dokonamy myslowego przekroju preta ptasz-
czyzna O — a, prostopadta do jego odksztalconej osi (rys. 14.7b). Zwré¢my uwage, ze w ogolnosci punk-
ty materialne tworzace ten przekrdj nie sa tymi samymi punktami, ktore tworza przekrdj w konfiguracji
pierwotnej. Identycznos¢ tych punktow zachodzi tylko wowcezas, gdy przekrdj po odksztatceniu pozostaje
ptaski i prostopadly do wygigtej osi preta (zatozenie Bernoulliego).

* 4 . . . . . v . . . ’ . . . .
) Okreslenia: sity wewnetrzne, sity przekrojowe, sity uogélnione, naprezenia uogélnione sa synonimami uzywa-
nymi wymiennie.
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a)

P

Rys. 14.7

Obie wydzielone przekrojem czesci preta musza by¢ w réwnowadze. Na kazda
z nich dziataja:

— sity obciazenia zewngtrznego (sity czynne),

— sity reakcji zewngtrznych (sily bierne),

— sity wewnetrzne dziatajace na przekroj a — a, czyli wektor sity Ty i wektor momentu M (1ys.
14.7¢).
Sity wewngetrzne sg zatem wypadkowymi elementarnych wzajemnych oddziatywan obu czgsci preta od-
dzielonych przekrojem a — a. Warto odnotowac, ze zgodnie z trzecia zasada Newtona o akcji i reak-
cji — wartosci 1 kierunki wektorow Ty 1 My dzialajacych na obie czg$ci preta sa takie same, natomiast
Zwroty — przeciwne.

Wektor sity wypadkowej T rozktadamy na dwie sity styczne lezace w plaszczyznie przekroju (tj.
poprzeczne w stosunku do osi): Q)4 1 0,4 oraz silg normalng do przekroju (tj. podtuzna do osi), Ng .
Podobnie postepujemy z wektorem momentu Mg . Sktadowe styczne M4 i M,y nazywamy odpowied-
nio momentami zginajacymi wzgledem osi yq 1 z¢ , a sktadowa normalna 914 nazywamy momentem
skrecajacym. W przypadku ogoélnym sily wewngtrzne dziatajace na dany przekroj (tzw. uogolnione na-
prezenia) sa wige okreslone przez sze$¢ elementow macierzy{Ylf} :

{1 ={~v.0,.0.m,m, M}, i=1,23. 6 (14.3)

Znakowanie sit wewngtrznych jest zwiazane z przyjetym ukladem wspotrzednych. Zatozymy, ze
krzywoliniowa wspotrzedna s pokrywa si¢ w konfiguracji odksztatconej ze styczna do osi preta, a osie

lokalne yq i zg tworza z nig uktad prawoskretny. Na ptaszczyznie przekroju, dla ktorej zewngtrzny wektor
normalny ma zwrot zgodny z osia s (dodatnia strona), dodatnie sity wewngtrzne maja zwroty zgodne ze
zwrotami 0si s, Vg, zg . Na plaszczyznie przekroju okreslonej przez normalng zewngtrzng o zwrocie prze-
ciwnym do zwrotu osi s (ujemna strona) dodatnie sity wewngtrzne maja zwroty przeciwne do zwrotu osi

S, Ya» Za - Wedhug tej, matematycznie spdjnej, zasady znakowania wszystkie sity wewngtrzne z rys. 14.7
sa dodatnie. Dla wyjasnienia dodamy, ze zwrot momentu zaznaczony podwojna strzatka odpowiada dzia-

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 14. PODSTAWY MECHANIKI SPREZYSTYCH KONSTRUKCJI PRETOWYCH 8

laniu statycznie rownowaznej pary sil tworzacej z wektorem momentu $rubg prawoskretna, tzn. taka, jaka

tworza osie przyjgtego uktadu wspotrzednych s, yq, zq -

W praktyce dazymy jednak do tego, by zasada znakowania byla niezalezna od przyjetego ukladu
wspotrzednych. Zasade taka mozna zastosowac tylko do znakowania sity normalnej, ktérej dodatnia war-
to$¢ oznacza rozciaganie preta (rys. 14.8a).

Znakowanie momentu skrecajacego mozna uzalezni¢ tylko od ,kretnosci” uktadu wspotrzednych. Jesli
przyjmiemy, ze wektor dodatniego momentu skrecajacego ,,rozciaga” pret, otrzymamy zasadg znakowa-
nia zilustrowana na rys. 14.8b. W prawoskretnym ukladzie wspotrzednych, stosowanym powszechnie w
mechanice, dodatni moment skrecajacy odpowiada przyktadowo kierunkowi odkrecania nasadki piora lub
nakretki Sruby.

Bardzo duze znaczenie praktyczne maja plaskie uktady pretowe, tzn. takie, w ktorych osie wszystkich
pretow leza w tej samej plaszczyznie. Najczesciej spotyka si¢ zadania, w ktorych sily zewnetrzne (czynne
1 bierne) leza w jednej ptaszczyznie, pokrywajacej si¢ z plaszczyzna uktadu pretowego. W tych szczegol-
nych przypadkach — zgodnie z wieloletnia tradycja — zasady znakowania sil poprzecznych i momentow
zginajacych sa juz ustalone. Przyjmuje si¢ mianowicie, ze dodatnia sita poprzeczna usituje obrocic¢ odcig-
ta czg$¢ preta zgodnie z ruchem wskazowki zegara (por. rys. 14.8c). Umowa ta zalezy jednak od tego, z
ktoérej strony plaszczyzny uktadu obserwujemy konstrukcje. Dla momentu zginajacego przyjmuje si¢
zasadg, ze dodatni moment powoduje rozciaganie dolnych wtokien preta (por. rys. 14.84). W przypadku
pretow pionowych i pochytych przed przystapieniem do obliczen zaznacza si¢ linig przerywana te wiok-
na, ktore umownie uwazamy za ,,dolne” (rys. 14.8¢). Znakowania momentéw mozna catkowicie zanie-
chagd, jesli rzedne wykresu momentéw odnosi sig zawsze po stronie widkien rozciaganych. Ten sposob
ma wiele zalet i jest stosowany rowniez w tych przypadkach, gdy momenty sa zaopatrzone w znak.

a) N>0 o) m>0
N<Q ™M<0
—-—r | —— —( @-"‘——
¢) ; Q>0 N ) : M>0 .
e — ([
| M<0

39— — (=

Rys. 14.8

14.5. KLASYFIKACJA UKLADOW PRETOWYCH
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Nazewnictwo konstrukcji pretowych ksztattowato si¢ na przestrzeni stuleci. Nic dziwnego, ze
klasyfikacja uktadoéw pretowych nie jest merytorycznie spdjna. O nazwie konstrukcji decyduja zazwyczaj
nastgpujace cechy:

— spos6b podparcia i potaczenia pretow,

— ksztalt geometryczny osi,

— sposob obciazenia,

— zdolnos¢ konstrukcji do przejmowania okreslonych sit wewnetrznych.

a) l / b)

' [T T1T17]]

ey AN
4 2 L > LA
3
c) .
, eswnwuil 9 LLLT]
* x - S
T |
.y . gy 2,
e) f) l

N

s —Ne

Rys. 14.9
A oto okreslenia najczgséciej spotykanych uktadéw pretowych:

*  Kratownica to uktad prostoliniowych pretow potaczonych ze soba przegubowo. Obciazenie
dziata wytacznie w postaci sit skupionych przytozonych w wezlach, tj. w punktach potaczenia
pretow (rys. 14.9a). Przy tych zatozeniach prety kratownicy przenosza wytacznie sity podtuz-
ne.

*  Belka to pret o osi prostoliniowej, obciazony poprzecznie. Belka podparta swobodnie w
dwoch punktach (przegubowo) oraz belka wspornikowa nosza nazwe belek prostych (rys.
14.9b). Na rysunku 14.9¢ przedstawiono tzw. belki ciagte (przegubowe i bezprzegubowe).
Termin ,,belka” rezerwuje si¢ dla pretéw zginanych.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 14. PODSTAWY MECHANIKI SPREZYSTYCH KONSTRUKCJI PRETOWYCH 10

* Luk to pret o osi zakrzywionej w pewnej ptaszczyznie. W tukach oprécz zginania i $cinania z
reguly wystepuja podtuzne sity $ciskajace (rys. 14.9d).

* Ciggno to pret majacy tylko sztywnos$¢ rozciagania. Przy obciazeniu poprzecznym rownowa-
ga ciggna wymaga zakrzywienia lub zatamania osi (rys. 14.9¢). Ciggno przenosi wylacznie si-
ly normalne rozciagajace.

*  Rama to uktad pretow prostoliniowych potaczonych w weztach w sposob sztywny lub prze-
gubowy (rys. 14.9/).

*  Ruszt to rama ptaska obciazona prostopadle do swej ptaszczyzny (rys. 14.9g).

Poza tym stosuje si¢ bardziej szczegdtowe terminy. Okreslenie ,,stup” oznacza pret pionowy poddany
$ciskaniu. Rozciagany pret pionowy nosi nazwe ,,wieszak”. , Rygiel” to zazwyczaj poziomy element ramy
przenoszacy momenty zginajace.

14.6. OBLICZANIE SIt WEWNETRZNYCH.
ZASADA ZESZTYWNIENIA

Ogo6lny sposdb wyznaczania sit wewnetrznych w przekroju o — a polega na badaniu réwnowagi jed-
nej dowolnie wybranej czesci preta oddzielonej tym przekrojem. Do wyznaczenia sit wewngtrznych za
pomoca rownan rownowagi musza by¢ dane:

— przemieszczenia kazdego przekroju preta,
— zachowanie si¢ obciazenia w procesie deformacji,
— sily reakcji wigzow.

Dy

e

Rys. 14.10

Informacja, ze obciazenia rosng od zera do swej koncowej wartosci, jest niewystarczajaca, gdyz ob-
cigzenie zwigzane z danym punktem materialnym moze w procesie odksztalcenia zachowa¢ swoj kieru-
nek w przestrzeni (rys. 14.10a) lub nie (rys. 14.10b). W pierwszym przypadku mamy do czynienia z ob-
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cigzeniem konserwatywnym. Odpowiada ono sytuacjom, w ktorych praca obciazenia zalezy tylko od
konfiguracji poczatkowej i konicowej. Drugi przypadek odpowiada obciazeniu nickonserwatywnemu. Jest
oczywiste, ze w obu przypadkach podanych na rys. 14.10a, b reakcje wigzow podporowych i sity we-
wnetrzne beda rézne. Zachowanie si¢ obciazenia w procesie deformacji warunkuje stosowanie twierdze-
nia 0 minimum energii potencjalnej — obciazenie musi by¢ wowczas konserwatywne. Ma to duze zna-
czenie w problemach statecznosci.

Do obliczenia reakcji podporowych niezbgdna jest zazwyczaj znajomo$¢ przemieszczenia tylko pew-
nych przekrojow preta. Widaé to wyraznie na rys. 14.10a, b. W pewnych przypadkach wymaganie to nie
jest konieczne, co pokazuje rys. 14.10d. Niemniej jednak do $cistego okreslenia sit wewngtrznych w kaz-
dym przekroju musimy zna¢ deformacje catego preta.

Problem wyznaczania sit wewnetrznych upraszcza si¢ znakomicie, gdy przyjmiemy, ze przemieszcze-
nia konstrukcji sa bardzo male. Zatozenie to jest uzasadnione, gdyz w technice wymagamy na ogot od-
powiednio duzej sztywnosci konstrukcji. Wyjatek stanowia tu konstrukcje ciggnowe i pneumatyczne.
Zatozenie matych przemieszczen pozwala zaniedbaé rozréznianie konfiguracji przed i po odksztalceniu, a
w rownaniach rownowagi mozna pomina¢ wptyw deformacji. Inaczej mowiac, przy uktadaniu réwnan
rownowagi prety traktujemy jak ciata sztywne zajmujace pod obciazeniem konfiguracje poczatkowa.
Stwierdzenie powyzsze stanowi tre$¢ tzw. zasady zesztywnienia. Zastosowanie tej zasady do belki z
rys. 14.10c umozliwia obliczenie zaréwno reakcji, jak i sit wewngtrznych wylacznie z rownan rownowa-

gi.

Reakcje podpory utwierdzonej V4, H 4, M 4 wyznaczamy na podstawie rownan (c) z p. 14.1 (por. rys.
14.11a):

zp§i)=0: H, =0,
ZPZ(")zo: -V, +P =0, V, =P,

ZMf)=ZMA=o: M4 +Pl=0, M, =-Pl

Podobnie wyznaczymy sity wewngtrzne N(x), O(x), M(x), badajac rownowagg jednej z czgsci odcigtej

przekrojem x = x4 . Przyktadowo dla czgsci lewej z rysunku 14.1006 mamy:

ZP)gi):O: N(x) =0,
5 A =0: P=0(0) =0, 0(x) =P,
ZMﬁi) =ZMB =0: —Pl-M(x) +Px =0, M(x) =-P(l ).

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesé 3 14. PODSTAWY MECHANIKI SPREZYSTYCH KONSTRUKCJI PRETOWYCH 12

a)
1A X
——
Ha iz
A L .
1 1
b) X =¥«
M (%)
( _____B e NI
Pl t lQ(x)
c) N(x) (Bgf"—(f)_ ______ l P
Q(x)l, l-x
d) N=0
e) Qo =P
P el [[1lr
f)
™ Mx)= P (l-x)
i \gﬁj\!\
Rys. 14.11

Identyczne wyniki uzyskamy za pomoca rownan rownowagi utozonych dla czesci prawej (rys. 14.11c¢).
Wykresy sit wewnetrznych przedstawiaja rys. 14.11d, e, f. Zwr6¢my uwagg na to, ze rzedne wykresu
M(x) odtozone sa po stronie wtokien rozciaganych.

14.7 KONSTRUKCJE STATYCZNIE WYZNACZALNE
| STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

Jezeli dla dowolnego obciazenia konstrukcji reakcje i sity wewngtrzne mozna wyznaczy¢ wylacznie z
roéwnan rownowagi, to konstrukcj¢ taka nazywamy statycznie wyznaczalng. Wszystkie inne tworza zbior
konstrukcji statycznie niewyznaczalnych. W konstrukcjach tych do okreslenia pola statycznego (tj. reak-
cji 1 sit wewnetrznych) oprocz rownan rownowagi wykorzystuje si¢ dodatkowo informacje o polu prze-
mieszczen, ktore zaleza m. in. od wlasnosci fizycznych materiatu. Nalezy podkresli¢, ze w ramach teorii
kinematycznie nieliniowej, w ktorej nie obowiazuje zasada zesztywnienia, kazda konstrukcja jest statycz-
nie niewyznaczalna. W takich przypadkach w réwnaniach rownowagi wystgpuja nieznane przemieszcze-
nia, do ktorych wyznaczenia niezbgdna jest analiza deformacji konstrukcji. Wniosek ten wynika z rozwa-
zan zawartych w p. 14.6.

Przyktadem konstrukcji statycznie wyznaczalnej jest belka wspornikowa z rys. 14.10c, ktorej rozwia-
zanie podano na rys. 14.11. Bardzo istotna cechg konstrukcji statycznie wyznaczalnych jest to, ze zero-
wemu obciazeniu odpowiadaja zawsze zerowe reakcje i sity wewngtrzne. W konstrukcjach statycznie
niewyznaczalnych juz tak nie jest, gdyz moga w nich wystepowac rézne od zera reakcje i sity wewnetrz-
ne bedace w rownowadze z zerowym obciazeniem. Teoria konstrukcji statycznie wyznaczalnych ma zna-
czenie podstawowe, stuzy bowiem takze do obliczania konstrukcji statycznie niewyznaczalnych.

Na podstawie poprzedniego punktu mozna wnioskowac, ze podziat na konstrukcje statycznie wyzna-
czalne i niewyznaczalne wynika z przyjecia zasady zesztywnienia. Znaczenie tej zasady wykracza jednak
poza konstrukcje o matych przemieszczeniach. Zatozmy, ze przy petnym obciazeniu P konstrukcja wyka-
zuje duze przemieszczenia. Wyobrazmy sobie, ze obciazenie przyrasta w czasie skokowo o tak male
wartoséci AP, ze przyrosty przemieszczen konstrukcji sa rowniez bardzo mate. Wowczas na kazdym kroku
obciazenia mozna przyjac, ze jest stuszna zasada zesztywnienia. Pozwala to na przyblizone obliczenie sit
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wewngetrznych, jezeli uwzglednimy przemieszczenia konstrukcji skumulowane w krokach poprzednich.
Idea metody przyrostowej jest bardzo czgsto stosowana do obliczania konstrukcji wykazujacych duze
przemieszczenia.

14.8. ROWNANIA PRACY WIRTUALNEJ DLA KONSTRUKCJI PRETOWYCH

Fizyczne podstawy metod mechaniki budowli wywodza si¢ z réwnan pracy wirtualnej, stad
fundamentalne znaczenie tych réwnan.

Roéwnania pracy wirtualnej sa stuszne dla dowolnego modelu fizycznego materiatu. Wynikaja z nich
zarowno zasady energetyczne, jak i rownania rdéwnowagi, sa bardzo uzyteczne podczas wyznaczania
przemieszczen i wielkosci statycznych. W dalszych rozdziatach pokazemy niektore zastosowania tych
rownan.

Dla ciata o objetosci V' ograniczonego powierzchnia S roéwnania pracy wirtualnej maja posta¢ (por.
wzory (3.2)1(3.3)):

(a) pll/_lldS'i' Gll/_lldV: O-ljgl]dV’

oo

(b) ﬁiuidS+ @l/ll’dV: 5-ljgl]dV’
[ o

przy czym wielkosci wirtualne dla odréznienia od rzeczywistych zaznaczono nadkresleniem. Migdzy
wielkos$ciami rzeczywistymi a wirtualnymi nie ma zadnego zwiazku przyczynowego. Musza one jedynie
spetnia¢ warunki dopuszczalnosci statycznej i kinematyczne;j.

W tym punkcie nadamy rownaniom («) i (b) postaé przydatna do analizy konstrukcji pretowych.

W konstrukcjach pretowych wszystkie sity zewngtrzne sa przytozone do osi preta, wobec czego rozni-

ce migdzy sitami powierzchniowymi i masowymi znikaja. Stosownie do ustalen p. 14.3, traktujacego o
obciazeniach, lewe strony rownan () 1 (b) mozna zapisa¢ wedtug schematu:

0o g
J.pluldS +J’GluldV =I(qxu +va *tq.w +mx¢l +my¢y +mz¢z)dg 1§Ed1 @b (14.4)
N 4 s s =1

Wzor (14.4), przedstawiajacy pracg sit zewngtrznych, oraz wyrazenia na pracg sit wewnetrznych, podane
w drugiej czesci, pozwalaja otrzymac ogolna posta¢ rownan pracy wirtualnej dla konstrukcji pretowych:

— wirtualny stan przemieszczen:
I(qxﬁwa +q.w +m +m,@,, +m.@_)ds =
N
= J'N)T +Q,B, +O.B. +IMB +M K, +M_.K,)ds, (14.5)
N
lub krocej

I%ZFZW,. 5 = Y. (& Lis, (14.5a)
s —i=1 s ==

— wirtualny stan sit:
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J-(qxu-'-qu +672W +mxw +n—1y¢y +mz¢z)ds =

N

=I]v/\ +§yﬁy +§ZBZ +0016 +A_4yXy +A_42XZ)dS, (14 6)
s

lub

(o)}

=1

o6 O Qg6 O
I F [, %13 :_[%Z Y 2 @ds. (14.6a)
s s =1

W réwnaniach tych A,B,,B.,6,k .k . oznaczaja odpowiednio tzw. uogélnione odksztatcenia preta:
wydhluzenie wzgledne osi, Srednie katy $cinania oraz jednostkowy kat skrecenia i krzywizny osi preta.
Wielkosci te mozna uwazac za elementy pewnej macierzy odksztatcen uogodlnionych ey :

e} ={A.B,.8..6,k .k}, i=12, .6 (14.7)
{e} ={1.8, yko}

Warto przytoczy¢ pewien szczegdlny przypadek rownan pracy wirtualnej (14.5). Chodzi o postac tych
rownan dla uktadu ciat idealnie sztywnych, w ktorych dopuszczalne przemieszczenia wykluczaja wyste-
powanie uogolnionych odksztatcen. Wowczas prawa strona wzoru (14.5) jest zawsze rowna zeru:

I(qxt_t+qy17 +tg. W rm i +m, @, +m.P_)ds -0 (14.8)
A
lub

J’ F; d; His =0. (14.8a)
) o

Rownania (14.8) majq duze znaczenie praktyczne przy wyznaczaniu reakcji wigzow i sit wewngtrznych.

Roéwnania (14.5) i (14.6) obowiazuja rowniez dla pretow silnie zakrzywionych. Trzeba wowczas za-
miast zmiany krzywizny k wpisa¢ wyrazenie k +A/r, gdzie r oznacza poczatkowy promien zakrzywienia
osi preta.

Roéwnania pracy wirtualnej zapisane w postaci (14.5) 1 (14.6) obowiazuja przy zalozeniu ptaskich
przekrojow (niekoniecznie normalnych do wygigtej osi preta) oraz swobodnej deplanacji przekroju pod-
czas skrecania. W innych przypadkach trzeba wprowadzi¢ pewne modyfikacje tych rownan. Niemniej ich
sens pozostaje ten sam: lewe strony wyrazaja prace sil zewnetrznych, a prawe — pracg sit wewngetrznych.
Na przyktad w prostoliniowych pretach cienkosciennych o przekroju otwartym, podlegajacych zatoze-
niom teorii Wlasowa, prawe strony rownan pracy wirtualnej przybieraja postaé (por. wzoér (13.51)):

J’(NA + Bk +9M,0 + Mk, + MK )ds, (14.9)
S
gdzie B i 9, oznaczaja odpowiednio bimoment i moment skrecajacy Saint-Venanta, natomiast krzywi-

zna ,,skrgtna” K, =6'=¢". W wyrazeniu (14.9) nie wystgpuja sktadniki 0, ,By + 0.0, , bo w teorii Wia-

sowa zaklada sie, ze Q =p =0.

14.9. TWIERDZENIA ENERGETYCZNE DLA PRETOW SPREZYSTYCH
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14.9.1. Twierdzenie Clapeyrona
Matematyczna tres¢ twierdzen energetycznych wynika z rezultatéw uzyskanych dla osrodka ciaglego

w rozdziale 5.
Twierdzenie Clapeyrona dla konstrukcji pretowych wyraza rownanie:

1
EJ.(qu +q,v+qw rmlp +my, +m.¢_ )ds =
N

| (14.10)
:IE(N/\ +0,B, +0.B, +IMO +M k , +Mzkz)ds,
S
lub
L .06 0 Eli 0
— F s = Y @Us, i=1,2,.,6. (14.10a)
2[ =1 s Ez i=1

Budowa wzoru (14.10) wynika bezposrednio z rozwazan zawartych w p. 14.8. Wzdr ten mozna row-
niez traktowac jako szczegolny przypadek rownan pracy wirtualnej, w ktoérych wielkosci wirtualne utoz-
samia si¢ z wielkosciami rzeczywistymi. Zatozenie takie jest uzasadnione tym, ze wielko$ci wirtualne sa
dowolne i dopuszczalne, moga zatem by¢ takze wielko$ciami rzeczywistymi.

Wzér (14.10) obowiazuje tylko dla uktadow Clapeyrona, czyli uktadow, w ktorych zaleznosci migdzy
obciazeniami i przemieszczeniami sa liniowe, a ponadto nie wystepuja wstgpne naprezenia lub odksztal-
cenia oraz zmiany temperatury.

14.9.2. Twierdzenie o minimum energii potencjalnej

Energig potencjalna definiuje sig nastgpujaco:

(@) = J'W[el-j(uk )]dV - I piudS - I GV,
V Sp V
przy czym W(g;;)jest funkcja energii odksztatcenia sprezystego majaca wlasnos¢ potencjatu:
ow
b — =0j.
©) og; Y

Odpowiednia posta¢ réwnania (a) dla pretdw otrzymamy natychmiast, jezeli postuzymy si¢ wielkosciami
uogodlnionymi F;,d;,Y;,e;:

go O
n=rd)= jW[ei(d,-)]ds— j Fid@ (14.11)
s spi=l
przy czym
d—W:g, i=1,2,...,6. (14.12)
dei
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Dla preta liniowo-sprezystego

GA

a
Wier) = AN +-
2g ky

6
GA
B +,jﬁ3 +GJ,© + EJ K3 +Efzk§] =%ZDl-el-2, (14.13)
z i=1

gdzie D; oznaczaja kolejno odpowiednie sztywnosci przekroju preta EA, GA/ky, ..., EJ, .

Warunkiem stanu rownowagi jest osiagnigcie przez energi¢ potencjalna /1(d;) wartosci ekstremalnej.
Rownowaga stateczna odpowiada natomiast takiemu kinematycznie dopuszczalnemu polu przemieszczen,
ktore nadaje energii potencjalnej warto$¢ minimalna:

I(d; ) = min. (14.14)

Twierdzenie to jest shuszne rowniez dla pretéw nieliniowo-sprezystych. Przemieszczenia konstrukcji mo-
ga by¢ dowolnie duze pod warunkiem, Ze obciazenia sa konserwatywne.

Omoéwimy jeszcze jeden bardzo wazny przypadek szczegoélny, gdy obciazenie sktada si¢ rowniez z
obciazen skupionych P; (j = 1, 2, ..., m). Moga to by¢ sity lub momenty skupione. Dla jasnosci zapisu
oddziatywania te wydzielimy, przyjmujac, ze

m

go O go O
[ i 18 ol 3

J=l1

gdzie D; oznacza rzut przemieszczenia punktu przylozenia obciazenia skupionego P; na linig dziatania

tego obciazenia. Energig potencjalna [1(d;, 4;) wyrazimy wigc jak nastgpuje:
06 O m

(©) 1(d;.4y) = [Wle(di)lds - j%iﬂd@is-ilyé\j-
B Sp =1 =

j=1

Warunkiem koniecznym wystgpowania stanu rOwnowagi jest zerowanie si¢ pochodnej energii /7 wzgle-
dem przemieszczenia 4;, czyli d I1 / o'?Aj =0, co na podstawie wzoru (c) prowadzi do zaleznosci:

P, - (14.15)
aA,

gdzie U =U(¢;,4)) =IW(e,- ,4;)ds 1oznacza catkowita energig odksztatcenia wyrazona przez wielkosci
A

kinematyczne.

14.9.3. Twierdzenie o minimum energii dopetniajace;.
Zasada Castigliano

Energie dopeiajaca 7 definiuje sig nastepujaco:
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%
(d) I7 :J'W(O-ij)dV_J.piuidS,
V u
przy czym W(0jy;) jest funkcja energii naprezen majaca wiasnos¢ potencjatu:

ow
(e) d_ = sl'j .
Oij

Dla pretow odpowiednia postaé energii dopetniajacej 11" przedstawia wzor:

n J'W(Y)ds I%ZFd ds (14.16)

przy czym
d—W:ek, k=12,..,6. (14.17)
oY,
Dla preta liniowo-sprezystego
O 2 2 2 2 20 1 6 42
e 7 T P I S S y+MZD=lZYl_. (14.18)
2HE (GA/ky) (GAlk,) GJg EJ, EJZE 2z=1Di

Twierdzenie o minimum energii dopehiajacej glosi, ze sposrod wszystkich dopuszczalnych pdl statycz-
nych (naprgzen uogoélnionych i sit zewngtrznych) realizuje si¢ to pole, ktore nadaje energii dopetniajace;j
warto$¢ minimalna, czyli:

n*(¥,F,)=min. (14.19)

Szczego6lnym przypadkiem tego twierdzenia jest tzw. zasada Castigliano, ktdra ma zastosowanie, gdy
poza obciazeniami cigglymi Fy wystgpuja rowniez obciazenia skupione P;. Wowczas

0o 0 m
() n"=n"(,F.P) IW(I,P,ws %ZEd@ds-ZPJAJ
Sd =1 J:1

Warunkiem istnienia ekstremum energii dopelniajacej jest znikanie pochodnej energii dopelniajace;j
wzgledem sity P, czyli (I : /0P;) = 0. Warunek ten zastosowany do rdwnania (f) prowadzi do zalezno-
Sci:

ou

A=

_—, 14.20
=% (14.20)
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gdzie U =U(Y;, Pj) :IW(Yi , PJ) ds 1 oznacza catkowita energi¢ odksztatcenia wyrazong przez wielkosci
N

statyczne. Rownanie (14.20) stanowi tre$¢ wspomnianej wyzej zasady Castigliano.

14.10. O KINEMATYCE | STATYCE UKLADOW CIAL IDEALNIE SZTYWNYCH
14.10.1. Male przemieszczenia tarczy sztywnej
Problematyke zawarta w tytule tego punktu omoéwimy na przyktadzie uktadoéw plaskich. Jako model
ciata idealnie sztywnego przyjmiemy nieodksztatcalna figure ptaska, czyli tzw. tarcze¢ sztywna.
Z mechaniki teoretycznej wiadomo, ze dowolny przyrost przemieszczen ciata sztywnego mozna trak-
towac jako obrot tego ciata wokot chwilowego bieguna obrotu. Przesunigcie rownolegte (translacja) sta-

nowi przypadek szczegolny, w ktorym chwilowy biegun obrotu lezy w nieskonczonosci.

a) 4y

b}

Rys. 14.12

Rozwazmy obrot tarczy sztywnej wokot bieguna lezacego w poczatku przyjetego uktadu wspotrzed-
nych x, y (rys. 14.12a). Jesli kat obrotu ¢ jest maly, to mozna przyjaé, ze wektory przemieszczenia po-

szczegoblnych punktow tarczy sa prostopadie do kierunku promieni taczacych te punkty z biegunem obro-
tu. Ilustruje to rys. 14.12a, na ktérym dla wybranego punktu B wektor przemieszczenia A jest prostopadty
do promienia r, przy czym

A=rlgp =rip (14.21)
Rzuty przemieszczenia A na osie x i y wynosza:
(a) u=Asina =¢ [(rsina),
(b) v=-Acosd = —¢ [(rcosa).

Poniewaz wspotrzegdne punktu B wyrazaja si¢ wzorami

(o) Xg =rcosa,
(d) yp =rsina,
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wigc zaleznosci (a) i (b) mozna zapisaé w postaci:

u=¢ Op, E

14.22
v=—¢ Op.0 ( )

Rownanie (14.22) prowadzi do bardzo uzytecznego wniosku, a mianowicie:
Bezwzgledna wartos¢ dowolnej sktadowej wektora przemieszczenia jest iloczynem kqta obrotu tarczy i
odleglosci tej sktadowej od bieguna obrotu.

Drugie wazne spostrzezenie dotyczy sposobu wyznaczenia potozenia bieguna obrotu (por. rys. 14.12b):
Jezeli znamy kierunki wektorow przemieszczenia dwoch roznych punktow tarczy, to chwilowy biegun
obrotu lezy w punkcie przeciecia sie prostych prostopadtych do tych wektorow.

Poniewaz kazdy z punktéw tworzacych tarcze¢ obraca si¢ wzgledem bieguna obrotu o ten sam kat row-

ny katowi obrotu calej tarczy ¢, zatem na podstawie (14.21) otrzymujemy zaleznosc¢:

()] :ﬁ :ﬁ =.. :ﬁ =const. (14.23)

W szczegb6lnym przypadku, gdy tarcza podlega wylacznie translacji, chwilowy biegun obrotu lezy w
nieskonczonosci (w punkcie przecigcia si¢ dwoch prostych rownoleglych — por. rys. 14.12¢).

14.10.1. Warunek geometrycznej niezmiennosci i kinematyka uktadu tarcz sztywnych

Tarcza sztywna na plaszczyznie ma trzy stopnie swobody. Do jej unieruchomienia niezbgdne sa zatem
co najmniej trzy prety podporowe (rys. 14.13a). Jest to tylko warunek konieczny, poniewaz tarcza z
rys. 14.13b moze obracac si¢ wokét bieguna O, lezacego w punkcie przecigeia si¢ wszystkich trzech pre-
tow podporowych. Tarcza ta ma wigc jeden stopien swobody i jest chwilowo geometrycznie zmienna.

c)

kierunki dopuszczalnych
przyrostéw przemieszczer

Rys. 14.13

Dla uktadu ztozonego z wigkszej liczby tarcz warunek konieczny ich unieruchomienia jest nastgpuja-
cy:
(e) p=3t,

gdzie p jest taczna liczba pretow podporowych, a ¢ — liczba tarcz w uktadzie. Na podstawie rownania (e)
mozna sprecyzowac trzy przypadki:
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1) gdy p <3¢, uklad jest geometrycznie zmienny,
2) gdy p =3¢, uklad jest geometrycznie niezmienny,
3) gdy p > 3¢, uklad jest geometrycznie niezmienny i przesztywniony.

Powyzszy podzial jest stuszny, jezeli wykluczymy z rownan przypadki szczegdlne podane przyktado-
wo narys. 14.13b, ¢, 14.14c, d.

W kazdej poprawnie zaprojektowanej konstrukeji, ktorej elementy — zgodnie
z zasada zesztywnienia — mozna traktowac jak tarcze sztywne, liczba wigzéw (pretoéw podporowych)
musi spetnia¢ konieczny warunek niezmiennosci geometrycznej.

p=3t. (14.24)

Liczba n = p —3t okresla stopien przesztywnienia uktadu. Warunek dostateczny niezmiennosci geome-
trycznej uktadu sformutujemy w p. 14.10.4.

uktad chwilowo geometrycznie
zmienny

uktad geomet ryczni
zmienny

Rys. 14.14

Omoéwimy kroétko uktady geometrycznie zmienne (przypadek 1), ktore takze maja duze znaczenie
praktyczne. Chodzi mianowicie o okreslenie kinematyki takich uktadéw. Liczba s = 3¢ — p okresla liczbe

stopni swobody uktadu geometrycznie zmiennego. Gdy liczba stopni swobody s > 1, to kinematyka wy-
padkowa jest kombinacja liniowa poszczegodlnych mechanizméw o jednym stopniu swobody. Rozwazmy
przyktadowo uktad dwoch tarcz przedstawiony na rys. 14.15. Uktad ten ma dwa stopnie swobody
(s=312 -4 =2). Wprowadzenie dwoch dodatkowych pretdow podporowych 11 2 powoduje, ze uktad
staje si¢ geometrycznie niezmienny. Pierwszy mechanizm o jednym stopniu swobody uzyskujemy po
usunigciu podpory 1, a drugi — réwniez o jednym stopniu swobody — po usunigciu podpory 2. Kazdy z
mechanizméw jest jednoznacznie okreslony przez kat obrotu wybranej tarczy. Przyjmijmy zatem, ze kat
@, okresla mechanizm 1, a kat ¢, okresla mechanizm 2.
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Rys. 14.15

Dokonamy najpierw analizy mechanizmu 1 (rys. 14.15b). Punkt (I) oznacza biegun obrotu tarczy I.
Punkt ten pokrywa si¢ z podpora 4. Biegun obrotu tarczy Il lezy na prostych prostopadlych do znanych
kierunkéw wektorow przemieszczenia dwoch punktow B i C nalezacych do tarczy II. Wzajemny biegun
obrotu obu tarcz (I, II) lezy w punkcie B. Charakterystyczne jest to, ze bieguny (I), (I, II) i (II) leza na

jednej prostej. Z poréwnania dtugosci wektora Ag wyznaczonej z kinematyki tarcz I i Il otrzymujemy

zalezno$¢ miedzy katami ¢I(1) i ¢I(Il):

3 =1y,

Poniewaz ¢, = ¢I(1), wigc dla mechanizmu 1 mamy

1 _ 1 _
¢1()—¢1a ¢1(1)—3¢1-

W podobny sposob ustalamy potozenie bieguna obrotu i zaleznosci migdzy katami w mechanizmie 2
(rys. 14.15¢):

1 =20y
Poniewaz ¢, =¢I(12), wiegc ¢I(2) =2 @I(IZ) = -2 @1, . Ostatecznie otrzymujemy:

=01 +o(7 =41 -2,

0); ]
B =9\ +9 D) =3, +,.
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Zaleznos¢ (f) jest ilustracja faktu, ze kinematyka uktadu o dwoch stopniach swobody jest kombinacja

liniowa dwoch mechanizmoéw sktadowych, okreslonych przez dwa katy obrotu ¢y i ¢yy.

Katy obrotu uktadu tarcz sztywnych, tworzacych mechanizm o jednym stopniu swobody (tzw. tancuch
kinematyczny), mozna réwniez wyznaczy¢ analitycznie, bez uciekania si¢ do wyznaczania biegunow
obrotu poszczegblnych tarcz.

Dla ilustracji sposobu analitycznego rozwazymy uktad trzech tarcz sztywnych
0 jednym stopniu swobody, przedstawiony na rys. 14.15d. Idea tego sposobu polega na wykorzystaniu
roOwnan sumy rzutéw przemieszczen na osie uktadu wspotrzednych x, y. Sktadowe przemieszczenia punk-
tu D — stosownie do wzoru (14.22) — wynosza:

ZA =h, 91+, @y +5, @y,

(©
ZA ~hy @1 —by @y —5, @

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze dodatnie katy ¢1,¢; 1 @y odpowiadaja tutaj obrotowi zgodnemu z kierun-
kiem ruchu wskazowek zegara, a znaki rzutéw dtugosci pretéw [, I, traktuje sig jako sktadowe wekto-
row AB, BC i CD, czyli:
[lix = li Eosai,
) =1 [€§i
iy = mna i
Poniewaz punkt D jest nieruchomy, wigc Ap, = Ap,, =0, a zaleznodci (g) tworza uktad dwoch rownan

jednorodnych o trzech niewiadomych ¢;,¢p 1 @y

0 Chy 1 + b, By +13), @y =0,
1x W1 + by By +5, @y =0.

Z uktadu tego mozna wyznaczy¢ stosunki niewiadomych katow. Przyjawszy przyktadowo, ze
ty =@y /¢; oraz t3 =@y /@, otrzymujemy dwa réwnania o dwoch niewiadomych ¢, i #3:

(hy Uy + 153y, Uy = 13y,

0
2x Uy + 13, Uy =,
stad
hxlzy, —hyh
¢ll =t @I :w .
12y13x 12x13y
hyby —hyh
o =t3 @) —_ex vy

12y13x - 12xl3y

Dalsze zastosowania sposobu analitycznego pokazemy na przyktadach tancuchow kinematycznych poda-
nych na rys. 14.15b, c.

Dla uktadu z rys. 14.15h mamy:
O :3]¢(1) l¢(1) =0,
=~ () -20 @) =Ac.
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Z pierwszego rOwnania otrzymujemy, ze 3¢I(1) = ¢I(Il) , co pokrywa si¢ z wynikiem uzyskanym wczesniej.

Drugie rownanie wyraza jedynie zwiazek migdzy warto$ciami katow ¢1(1) i¢ l(ll) a przemieszczeniem

A
Dla uktadu z rysunku 14.15¢ mamy:

Aoy = -0, +3192 -1 =0,
Ay, = -19( 219} =0.

Interesujaca nas zalezno$¢ pomigdzy katami ¢I(2 ) a ¢I(12 ) wynika z drugiego roéwnania: ¢I(2 ) = -2¢ 1(12 ),

Wynik ten jest identyczny z wynikiem uzyskanym za pomoca planu biegunow.

14.10.3. Warunek statycznej wyznaczalnosci
i rbwnowaga uktadu tarcz sztywnych

Statyczna wyznaczalno$¢ w przypadku uktadu tarcz sztywnych oznacza, ze reakcje wszystkich wig-
zO6w (tj. pretow podporowych i pretow laczacych tarcze) mozna obliczy¢ wylacznie z rownan rownowagi.
Dla kazdej tarczy mozna ulozy¢ trzy rownania rownowagi. Wobec tego liczba sktadowych reakcji (liczba
pretow) w uktadzie wyznaczalnym wynosi 3¢, Wyr6znimy trzy przypadki:

1) gdy p <3¢, uklad rownan statyki jest sprzeczny,
2) gdy p =3¢, ukiad jest statycznie wyznaczalny,
3) gdy p > 3¢, uklad jest statycznie niewyznaczalny.

Z powyzszego wynika silny zwiazek statyki z kinematyka. Przypadek 1) odpowiada uktadom geome-
trycznie zmiennym, przypadek 2)-—geometrycznie niezmiennym, a przypadek 3)-—uktadom
przesztywnionym. W statyce konstrukcji liczba n=p-—3¢ nazywa si¢ stopniem statycznej

niewyznaczalnosci ukladu. Liczba ta jest odpowiednikiem stopnia przesztywnienia w kinematyce
konEtmebajidodac, ze warunek p = 3¢ jest tylko warunkiem koniecznym statycznej wyznaczalno$ci. Waru-
nek ten mowi, ze liczba rownan rownowagi jest rowna liczbie niewiadomych reakcji (sit w pretach). Mo-
ze si¢ okazac¢, ze wyznacznik uktadu rownan réwnowagi jest rowny zeru i wowczas nie ma jednoznacz-
nego rozwiazania. Ten szczegolny przypadek odpowiada ukltadom geometrycznie zmiennym (por. rys.
14.13b, irys. 14.14c¢, d). Badanie warto$ci wyznacznika réwnan rownowagi jest wigc metoda pozwalaja-
ca zidentyfikowaé uktady geometrycznie zmienne. Wyjasnienie pochodzenia tej metody oraz sposobu
powiazania statyki z kinematyka uktadow zawiera p. 14.10.4.

Jezeli p > 3¢, to dla tarcz idealnie sztywnych nie mozna wyznaczy¢ reakcji wigzow. Mozliwos¢ taka
pojawia si¢ dopiero po odstapieniu od zalozenia o idealnej sztywno§ci tarcz.

Podczas badania rownowagi warto pamigtac o tym, ze jezeli na uktad tarcz dziataja:

— tylko dwie sity, to rdwnowaga zachodzi wtedy, gdy linie dzialania tych sit pokrywaja sig, warto$ci
sa réwne a zwroty przeciwne (rys. 14.16aq),

- tylko trzy sity, to rownowaga zachodzi wtedy, gdy linie dziatania tych sit przecinaja si¢ w jednym
punkcie (rys. 14.16b).

a) R

Rys. 14.16
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14.10.4. Warunek dostateczny geometrycznej niezmiennosci uktadu ciat idealnie sztyw-
nych

Ruch uktadu cial sztywnych nastepuje wskutek niewystarczajacej liczby lub niewlasciwego rozmiesz-
czenia pretow podporowych. Rozwazmy plaski uklad idealnie sztywnych pretow potaczonych ze soba
weztami przegubowymi (kratownica). Przyjmijmy ponadto, ze sity zewngtrzne obciazajace uktad dziataja
wylacznie w weztach (rys. 14.17a). Za pomoca takiego modelu mozna réwniez analizowa¢ dowolny
uktad tarcz sztywnych. Zaklada si¢ przy tym, ze wezly przegubowe wystepuja dodatkowo w punktach
przytozenia sit zewnetrznych.

Poniewaz do unieruchomienia wezta na plaszczyznie niezbg¢dne sa co najmniej dwa prgty, zatem wa-
runek konieczny geometrycznej niezmiennosci rozwazanych uktadéow ma postac:

(@) P 22w,

gdzie p jest liczba pretow a w — liczba weztow wewngtrznych (ruchomych, tzn. weztéw niepodporo-
wych). Jezeli p > 2w, to uktad jest przesztywniony, a stopien przesztywnienia takiego uktadu n =p — 2w.

Uktad pretow jest geometrycznie niezmienny, jezeli przemieszczeniu weztow towarzysza zmiany diu-
gosci przynajmniej niektorych pretow. Inaczej mowiac, zerowym wydtuzeniom (skroceniom) pretow mu-
szq odpowiadac tylko zerowe wartosci przemieszczen wszystkich weztow. Jest to stowne sformutowanie
dostatecznego warunku geometrycznej niezmiennosci.

aj b)

Rys. 14.17

Zaleznosci migdzy przemieszczeniami wezlow a wydluzeniem preta ustalimy na podstawie
rys. 14.17b. W konfiguracji pierwotnej punkt 4 oznacza poczatek a punkt B koniec preta o dlugosci /5. O$
preta ma zatem zwrot zgodny z wektorem AB. Po odksztalceniu punkt 4 zajmie potozenie A', a punkt B
polozenie B'. W uktadzie wspotrzednych lokalnych x1, x» sktadowe wektorow przemieszczenia punktow
A i B oznaczymy odpowiednio przez ul-(i),ugi) i ugi),uff). Potozenie preta wzgledem globalnego uktadu
wspotrzednych X1, X jest okreslone przez wartosci kosinusow kierunkowych wektora jednostkowego a(l)
ktorego zwrot jest zgodny ze zwrotem wektora AB:
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D = (4D, a)),
(b) ) = cos(a®, X,

0. .
azg) = cos(a(’),Xz ).

Sktadowe wektoréw przemieszczenia punktow 4 i B w globalnym uktadzie wspotrzednych sa oznaczone
odpowiednio przez U l(i),Uéi) 1 U §i ),UA("').

Dhugos¢ preta po odksztatceniu obliczymy ze wzoru Pitagorasa:

. )2 . )2
I + Al =\/(Zi +u§l) —ul(l)) +(u4(1’) —uél)) =

. 1 \2 . )2
i AT
(C) — Y / 12 .

i i

Jezeli przemieszczenia sa bardzo male w poréwnaniu z dhugoscia preta, to uzasadnione jest uwzglednie-
nie jedynie przyrostu dtugosci jako liniowej funkcji sktadowych wektorow przemieszczen:

[ 00 -
ll'+All' :Ii 1+2% :li +1/l§1) _ul(l)’
4

@) Ay = ul) =D,

skad

Wzér (d) wiaze przyrost dtugosci preta i z przemieszezeniami odmierzonymi
w lokalnym uktadzie wspotrzednych x1, x;. Poniewaz

B0 =0{0af) +00ef),

(e) 0. L L
B4 =Ua{" +Ual),
wiec
%) e (U§f> ~Uf)af® +(Ug> U},

Wzér (f) pozwala obliczy¢ przyrost dtugosci preta, jezeli sa znane przemieszczenia weztdéw odmierzane w
uktadzie globalnym X7, X>. Obliczymy zatem wydtuzenia pretow uktadu przedstawionego na rys. 14.17c.

Numery pretow zapisano w kotkach, a zwrot ich osi odpowiada numeracji weztdw; nizszy numer oznacza
poczatek danego preta. Poniewaz uktad sktada sig z pigciu pretow, a liczba wezlow wewngtrznych wyno-
si  dwa, zatem stopien przesztywnienia ukltadu wynosi mn=1. Uwzgledniajac, ze
Uy =U, =U; =Ug =Uqg =U;g =U;; =U;, =0, ze wzoru (f) otrzymujemy:

U3a1(1) + U4a§1) = All ,

(Us =Us)af? +(Ug ~Uy)al® =2,

Usa® ~Uga® =,

U™ ~Ugat® =,

- U5a1(5) - U6(l§5) = AZS

Roéwnania powyzsze mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;:
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© [ca]dui ={ar}.
gdzie {U k} ={ U;,U4,Us, U}; jest wektorem przemieszczen weztdéw wewngtrznych,
{Al j} ={41, 40,415, 41, Al jest wektorem wydtuzen pretow, a

A
Fa? -a® 4O 42 g

_ 0O 3 30

() [Cixl=g 0 0 -a -afg
00 0 -a® -0

= 0 0 —a(s) —a(S)D

g 1 2 B

Macierz [Cj] nazywa sig¢ macierza zgodnosci geometrycznej. Liczba wierszy tej macierzy jest rowna
liczbie pretow (j = 1, 2, ..., p), zas liczba kolumn jest rowna liczbie stopni swobody wezlow wewnetrz-
nych,s=2w((k=1,2, ..., a).

Jak stwierdzilismy wyzej, warunkiem geometrycznej niezmienno$ci uktadu jest wymaganie, by zero-
wym wydluzeniom pretow odpowiadaty zerowe warto$ci przemieszczen weztow wewnetrznych. Oznacza
to, ze w konstrukcjach geometrycznie niezmiennych uktad réwnan jednorodnych,

() [ca] quid =o,

moze mie¢ tylko rozwiazanie zerowe, czyli {Uy} = 0. Stosownie do twierdzenia Sylvestra zachodzi to

wowczas, gdy rzqd macierzy [Cji], czyli liczba liniowo niezaleznych kolumn, jest rowna licghbie stopni
swobody:

0 rz [Cig] =s.
Jezeli
(k) 1z [Cjx] <s,

to konstrukcja jest geometrycznie zmienna. Przedstawione wyzej kryteria dotyczace problemu geome-
trycznej niezmiennosci konstrukcji sa opisane szczegdétowo w pracy [25].

Usytuowanie pretow tworzacych konstrukcje z rys. 14.17¢ gwarantuje geometryczng niezmienno$¢é
uktadu. Jezeli jednak dla przyktadu wezty 1, 2 i 3 lezalyby na jednej prostej, to otrzymaliby$Smy uktad
chwilowo geometrycznie zmienny, bo wezel 2 moze wowczas ulec niewielkiemu przemieszczeniu bez

zmiany dtugosci pretow 11 2. Sytuacja taka zachodzi, gdy afl) = al(z) oraz agl) = agz). Wtedy z zalezno-
Sci (h) wida¢, ze rzad macierzy [Cj] zmniejsza sig 0 jednos¢, gdyz dwie pierwsze kolumny tej macierzy
sa proporcjonalne (tzn. liniowo zalezne). Wobec powyzszego
1z [Cy] =3 <s=4.

Gdy p = 2w, macierz geometrycznej zgodnosci [Cj] jest macierza kwadratowa, a badanie geometrycz-
nej niezmiennosci konstrukcji sprowadza si¢ do badania warto$ci wyznacznika tej macierzy. Uktad row-

nan (i) ma rozwiazanie trywialne (tj. zerowe) tylko wowczas, gdy wyznacznik tego uktadu jest rozny od
zera. Wobec powyzszego warunek dostateczny geometrycznej niezmiennosci ma postac:

0 det [Cj] #0.

Rozwazymy obecnie rownowage uktadu pretow potaczonych przegubami. Przyjmijmy, ze konstrukcje
z rys. 14.17¢ obciazono sitami przylozonymi w wegztach wewngtrznych 2 i 3. Pod wptywem tych obcia-

zen w poszczegdlnych pretach wystapity sity osiowe Z; (i =1, 2, ..., 5). Sytuacje t¢ objasnia rys. 14.17d.
Z réwnowagi weztéw 2 1 3 wynikaja nastgpujace rownania:

P =7zaV - 7,a?,
P2 = Zlag) _Zzagz),
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Py =2,a? - 730 -7, -Z5a¥,
Py = Zya$? - 7308 - 740\ - 750§
Powyzsze réwnania mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
(m) {r} =[py|dz}.
gdzie {Z j} = {Zl NV WA ,Z5} jest wektorem sit wewngtrznych w pretach, {Pk} :{ B.B, A, P} jest

wektorem sit wegztowych, a

%1(1) -a® 0 0 o O

" ]2 ) 0005
K|~ 0O 2 3 4 5)

DO al( ) —al() —al( ) _al()D

2 3 4 5
B0 o ) - -

Macierz [Dy;] jest macierzq ukladu réwnan réwnowagi. Liczba wierszy tej macierzy rowna sig 2w, a
liczba kolumn jest rowna liczbie pretow p. Nietrudno zauwazyc¢, ze macierz [Dy;] jest rOwna transpono-

wanej macierzy geometrycznej zgodnosci [Cix]
T
(0) (D] =[ i -

Nie jest to przypadek, gdyz zalezno$¢ (o) obowiazuje zawsze, niezaleznie od rodzaju materiatu, jesli tylko
przemieszczenia konstrukcji sa na tyle male, ze stuszna jest zasada zesztywnienia. Stwierdzenie powyzsze
wynika z rownania pracy wirtualne;j:

») iPk [zvk:izj A
k=1 j=1

Podstawiwszy bowiem zaleznosci (i) oraz (m) otrzymujemy:

s Op E p Os O
k=1L0=1 U j=1 =1

Wynika stad, ze migdzy elementami macierzy [Cji] 1 [Dy;] zachodzi zalezno$¢ [Cji] = [Dyy], rOwnowazna
rownaniu (o).

W uktadach statycznie wyznaczalnych liczba pretow jest rowna podwojonej liczbie weztow 2w, bo dla
kazdego wezlta mozna utozy¢ dwa rownania rGwnowagi.
W uktadach tych macierz zgodno$ci geometrycznej [Cj] jest macierza kwadratowa, gdyz p =2w —s.
Zatem stosownie do zalezno$ci (/) warunkiem dostatecznym geometrycznej niezmiennos$ci jest wymaga-
nie, by det [Cj;] # 0, rtownowazne wymaganiu: det[C jk]T =det[Dy; ] # 0. Wynika stad stuszno$¢ metody

identyfikowania uktadow geometrycznie zmiennych, polegajacej na badaniu wartosci wyznacznika ukta-
du rownan rownowagi.

Na zakonczenie zwrocimy uwagg, ze w przeprowadzonych wyzej rozwazaniach podstawowe znacze-
nie maja zaleznosci (g) i (m). Okazuje sig, ze zaleznoSci te sa szczegdlnym przypadkiem postaci zwiaz-
kéw geometrycznych i rownan réwnowagi dla uktadéow dyskretnych:

(r) lej} =[Cy 10y},
(5) (P} =[Cy LY}
W réwnaniach (r) symbole {e;} oraz {d;} oznaczaja odpowiednio wektory uogolnionych odksztatcen i

przemieszczen. W réwnaniach (s) przez {F, } oznaczono wektor obciazen weztowych, a przez {Y; } wek-
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tor uogdlnionych naprezen. Prostokatna macierz [C ;] = C, wystgpujaca w obu réwnaniach, jest macie-

rza zgodnos$ci geometrycznej. Rownania (r) i (s) mozna zapisa¢ w nieco ogoélniejszej, rownowaznej po-
staci:

e =C d,
pxl  pxssxl
bl Ty (14.25)

sx1  sxp pxl

gdzie e={e;},d={d;},P ={F},Y ={¥;},C =[Cj; ], T oznacza operator transpozycji, a pod symbola-

mi macierzy podano ich wymiary. Liczba p oznacza tutaj liczbg sktadowych uogoélnionych naprezen (lub
odksztatcen), a liczba s liczbg uogolnionych przemieszczen (lub obciazen). Zaleznosci (14.25) ilustruja
dualizm mechaniki: macierz geometrycznej zgodnosci jest transpozycjq macierzy rownowagi. Ten fascy-
nujacy zwiazek kinematyki i statyki uzasadnit.Sewell dopiero w 1969 roku. Warto pamigtac, ze zalezno-
sci (14.25) zostalty wyprowadzone dla konstrukcji wykonanych z dowolnego materiatu, wykazujacych
male przemieszczenia. Dodajmy, ze podobne pokrewienstwo rownan rownowagi i rownan geometrycz-
nych mozna wykaza¢ rowniez dla osrodka ciagtego.

14.11. ROWNANIA ROZNICZKOWE ROWNOWAGI PRET()W
14.11.1. Prety o osi prostoliniowej

Roéwnania rozniczkowe rownowagi pretow zostaty juz wprowadzone w czgsci drugiej. Stanowia one —
jak wiadomo — odpowiedniki réwnan rézniczkowych réwnowagi w osrodku ciagtym. Sa to zaleznoSci
miedzy uogdlnionymi naprezeniami a obcigzeniem prgta. RoOwnania te maja charakter ogoélny i bardzo
czesto wykorzystuje si¢ je podczas rozwiazywania konkretnych zadan z mechaniki uktadow pretowych.

Rozwazania ograniczymy tylko do ptaskiego uktadu sit przy zatozeniu zasady zesztywnienia.

Rozpatrzymy rownowage nieskonczenie matego odcinka preta o dlugosci dx (rys. 14.18):

(@) z P, =N +dN - N +q,dx =0,
(b) > P=0;+d0; -0 +g.dx =0,
() z Mp =M, +dM, =M, —Q.dx ~m,dx +%qz(dx)2 =0.

QT
M |
e\ ;
N \ _i l ] l\ L" N+dN
L qz Qz+sz

dx

Rys. 13.18

Po redukcji wyrazéw podobnych oraz pominigciu w roéwnaniu (¢) sktadnika g, (dx)2 /2 jako matej
wielko$ci wyzszego rzedu otrzymujemy:
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P =g, .
X 0
dQ. _ 0. (%), H (14.26)
dx D
M 0
d_xy - Qz(x) = my(x)'g

W praktyce m)(x) wystgpuje niezmiernie rzadko. Po przyjeciu, ze my(x) = 0, rownanie (14.26)3 przybiera
postac:

M
Y 0,(x) =0. (14.26a)
dx

Roéwnania (14.26) sg poszukiwanymi rownaniami rozniczkowymi rownowagi preta prostoliniowego.
Na podstawie rownan (14.26), i (14.26a) otrzymujemy czgsto wykorzystywany zwiazek miedzy obciaze-
niem preta g-(x) a momentem zginajacym My (x):

d*M,
L= g, (). (14.27)

dx

14.11.2. Prety o osi zakrzywionej
Rozwazmy pret przedstawiony na rys.14.9. Réwnania rownowagi ulozone dla elementarnego odcinka
tego preta o dlugosci ds prowadza do nastepujacych zwiazkow (cos(da) =1, sin(da) =a ):
Z P, =N +dN —-N -Q.da +q.ds =0,
Y P =0 +d0. ~0; +N da +q.ds =0,

1
ZMB =M, +dM -M, 6 ~Q.ds—mds +qu(ds)2 =0.

Rys. 14.19
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Po redukcji wyrazow podobnych i odrzuceniu bardzo matych wielosci otrzymujemy poszukiwane rowna-
nia rozniczkowe rownowagi dla preta o osi zakrzywione;:

aN _ 0 _

ds r = ~x(5),

& + E =—q,(s), (14.28)
ds r

dM

d_sy = 0. (s) =my(s).

W przypadku, gdy » — o i ds — dx powyzsze rOwnania przechodza w rownania (14.26) dla pre¢ta o osi
prostoliniowe;j.
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