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17. € N>

WYBRANE PROBLEMY NIELINIOWE | NIESPREZYSTE

WPROWADZENIE

Mechanika nieliniowa zajmuje si¢ problemami, w ktorych zalezno$ci miedzy naprezeniami lub sitami
a wielkosciami kinematycznymi sg nieliniowe. Rozrézniamy dwa zasadnicze rodzaje nieliniowosci: ki-
nematyczng (tj. geometryczna) i fizyczna.

Nieliniowos¢ kinematyczna pojawia si¢ wtedy, gdy rozwazany obiekt wykazuje duze odksztalcenia al-
bo duze przemieszczenia, albo duze odksztalcenia i duze przemieszczenia jednoczesnie (np. konstrukcje
ciggnowe, pneumatyczne).

Nieliniowos¢ fizyczna wynika z fizycznych wlasnosci materiatu lub konstrukcji i objawia si¢ wowczas,
gdy zwiazki konstytutywne sa nieliniowe. Sg to np. materialy nieliniowo-spre¢zyste lub plastyczne.
Szczegodlnego typu nieliniowos¢ fizyczng w zakresie matych przemieszczen wykazuja rowniez konstruk-
cje wykonane z materiatu liniowo-sprezystego, ale nie spetniajace postulatow Clapeyrona. Mamy tu na
mysli tzw. konstrukcje luzowe, czyli konstrukcje wykazujace niewielkie luzy w potaczeniach elementow.
W skali makro (na poziomie calej konstrukcji) obecnos¢ luzéw jest przyczyna ,,zakleszczania si¢” (ang.
locking), tzn. wzrostu sztywno$ci w miarg wzrostu obcigzenia. Zakleszczanie si¢ oprocz sprezystosci i
plastycznosci, mozna uwazac¢ za kolejny prototyp nieliniowego prawa fizycznego.

Jest oczywiste, ze wystgpuja rowniez przypadki bardziej ztozone, w ktorych rozwazany obiekt wyka-
zuje zaro6wno nieliniowos$¢ kinematyczng jak i fizyczna. Dla wszystkich zadan nieliniowych charaktery-
styczne jest to, ze nie obowiazuje zasada superpozycji skutkow.

Do konstrukcji niesprezystych zaliczamy takie, ktorych material poza cechami sprezystymi wykazuje
inne cechy, np. lepkos¢. Naleza do nich konstrukcje (materiaty) lepko-sprezyste. Gdy zalezno$¢ pomig-
dzy naprezeniem a predkoscia odksztalcen jest liniowa, to obowiazuje zasada superpozycji wzgledem
cykli naprezen i odksztatcen jako funkcji czasu. W odréznieniu od procesow sprezystych sa to jednak
procesy, w ktdrych obserwujemy dyssypacj¢ energii.

W kolejnych rozdziatach tej czgsci podrecznika przedstawimy specyfike zadan nieliniowych i niespre-
zystych. Na poczatku omowimy konstrukcje prgtowe wykonane z materiatu liniowo-sprezystego wykazu-
jace jednak cechy nieliniowe (w tym konstrukcj¢ luzowa). Dalej przedstawimy problematyke pretow
wykonanych z materiatéw fizycznie nieliniowych lub materiatdbw wykazujacych cechy niesprezyste. Na
koniec oméwimy problemy statecznosci.
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17. NIELINIOWE ZACHOWANIE SIE KONSTRUKCJI WYKONANYCH Z MATERIALU
LINIOWO-SPREZYSTEGO

17.1. RAMA Z LUZAMI KATOWYMI NA PODPORACH

Omowimy efekty zastosowania podpory przegubowej z ograniczeniem kata obrotu. Jest to tzw. pod-
pora luzowa. Model takiej podpory ilustruje rysunek 17.1a.

Q) b)

¢+

Rys. 17.1

Jesli kat obrotu preta jest zawarty w przedziale (=@, oM ), to mamy do czynienia ze zwykta podpora

przegubowa. Dla wartosci granicznych @ = @ lub @=-@ podpora przybiera cechy utwierdzenia®).
Charakterystyke fizyczna takiej podpory przedstawiaja rysunek 17.1b oraz zalezno$ci (17.1):

O
M=z0, o®=0", % (17.1)

O

8

Zachowanie omawianej podpory jest wobec tego nieliniowe. Zastosowanie podpor luzowych zilustruje-
my na przyktadzie ramy portalowej wykonanej z materiatu liniowo-sprezystego. Calos¢é rozwazan odnie-
siemy do zakresu matych przemieszczen. Obciazenie ramy stanowia dwie sity: P, = pPo oraz P, = p, Py,
przy czym py oraz p, sa bezwymiarowymi intensywnosciami obciazen, a Py oznacza pewna stala o wy-
miarze sity. Zadanie objasnia rys. 17.2a.

*) Problem ten nalezy do mechaniki uktadéw z wigzami jednostronnymi.
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Wszystkie mozliwe warianty schematow statycznych ramy luzowej przedstawiaja rys. 17.2¢, d, e, f,

Mg |
~—M
f)
1V
MA MB
{¢+, Ma>0
Y -eT, mc0

przy czym dodatnie zwroty momentoéw podporowych zaznaczono na rys. 17.2b.

Przyjgcie podpoér nieliniowych sprawia, ze schemat statyczny ramy zmienia si¢

wskutek narastania obciazen. Jest to zatem konstrukcja, ktora nie spetnia postulatow Clapeyrona; wykre-
sy obciqzenie - przemieszczenie sa liniami tamanymi, tzn. sa nieliniowe. Racjonalne obranie warto$ci

katow ®* 1 @ daje efekt ,,dostosowania” si¢ schematu statycznego do intensywnosci i charakteru ob-
ciazenia. Wymienione cechy konstrukcji nie sa bez znaczenia dla praktyki projektowej oraz analizy

wplywu luzoéw podporowych na zachowanie si¢ konstrukcji.

Do obliczenia ramy zastosowano metodg sit. Przy wyznaczaniu przemieszczen uwzgledniono jedynie
wplyw zmiany krzywizn osi pretow. Przyjeto, ze uktad podstawowy jest rama trojprzegubowa

(rys. 17.3a), a wszystkie pomocnicze wykresy momentdéw zginajacych obrazuja kolejne rysunku 17.3.

Punktem wyjs$cia sa rownania kanoniczne metody sit:

EXlﬂu + X0 + X343 = -4y,
(a) X1y + Xploy + X30y3 = Ly,
EXIAM + Xolyy + X353 = =Ly,

gdzie
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DEJAy, = EJdy =L 1(1 +4n), EJAys = —21(1 +2n
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Katy obrotu na podporach okreslaja zaleznosci

BPy = (L), + X1y + X5l +X3y3),

(c) O, _
EPp = ~(4, + X145 + X5 +X343).

O sztywnosci ramy decyduja wartosci przemieszczen 4, i 4,. Przemieszczenia te obliczymy ze wzorow:

A, =4y + X14y1 + X4 + X343,

(d) O, _ ,
Ddy —Ayo +X1Ay1 +X2Ay2 +X3Ay3,
gdzie
M, M,
VAN :IMXMO ds, AyO :I y_0 ds,
EJ
S N
. M, M,
fg=[Trfds Ay =["2lds i=123
EJ EJ
S S

Momenty My w ukladzie podstawowym statycznie wyznaczalnym pochodza od obciazenia zewngtrz-
nego, a M, i M, sa wywotane odpowiednio sitami P, = 1 (rys. 17.3¢) 1 P, = 1 (rys. 17.3d). Po wykonaniu
catkowania otrzymujemy:

O

(A =~ Ry +n>§§px; EIBG =0 El = ~Eib =2 43
(e) 6 12

: 1 1 1

3 2 2
=—RI(1+n)p,; EJA,;=—R/“(3 +2n), EJ: =FJ. =—/n

by = R +n)py: Ay == R (G420 B, =EIA =~
Wzory (c¢) i (d) sa stuszne dla kazdego z czterech schematow statycznych przedstawionych na rysun-
kach 17.2¢, d, e, f, pod warunkiem podstawienia odpowiednich warto§ci momentow nadliczbowych Xi,

X», X3. Robwnania kanoniczne (a) po podstawieniu zaleznos$ci (b) mozna doprowadzi¢ do postaci:

O
[#3+n) Xy +nX, +nX3 =Rl(3 +2n)p,,

0 T+ (1+4m) X, —(1+2n) X3 =%Pol[npy - 30k 1 Dp, ],
O

Eﬁ(l —(1+2m) X, +(1 +4n) X5 =%Pol[npy +2 +30)(h/ Dpy]

Dla poszczegolnych schematoéw statycznych otrzymujemy nastgpujace rozwiazania tego uktadu rownan:

[bchemat I

EXI = Rylb by, X5 =0, X3 =0,

Cschemat IT

X1 = Ryl(—ap bpy +by Ip), X3 =0, X3 =Ryl(c; [Py +dp 1B)),
© E?chemat I

EXI = Rl(ay Uhy +by bpy), Xo =Rl(—cy py +dy [py), X3 =0,

[schemat IV

X, = Rylby by, Xy = Ryl(=c3 b, +ds B,), X3 =Ryl(c3 Ty +d3py).
gdzie

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 17. NIELINIOWE ZACHOWANIE SIE KONSTRUKCJI Z MATERIALU L-S 6

O 3+2n _ n(2+3n) _ 6+28n+151°
|j)1_ s a2_ 2 @ b - PN
O 4G+n) 2(12+52n +15n%) 2(12+52n +15n%)
B 23+n)2+3n 3n

i By -200 ) g he—
0 12+52n+15%° 12+52n+15n
Eb _ 2+n _(2+3n) E@@ P
50 24+n)’ “ 41+ 3T 24 +n)

Po uwzglednieniu powyzszych zalezno$ci w rownaniach (c) otrzymujemy wzory na katy obrotu na pod-
porach w schematach I+1II:

[(kchemat I
%DA =0y by +B1 [py, ¢ =0y Py 4B By,
Hschemat IT
@ 9.4 =0y By By by, b5 =0
A 2 Hx 2 +y> ¥B >
E&chemat 111
B4=0, ¢p=0a;0p +B; [p,.
gdzie:
Pa= 0 O Gy =0y O
0 Ryl POZ
. = 2+3n
0 =S A
o _ n(4+n)(2 +3n) E@@ _ n(j+3n)
52 T 22+ s+ 1507 124520 +15n2

3
Wedtug rownan (d) obliczono przemieszczenia A, =0, E]% oraz A, =9, G}%:

[schemat I: O, = 4 [p,; 5y = Dy bpy,

%schemat I: 8, =4 by, =By [py; O, ==B, p +D; [y,

k
® E?chemat U 0, =4y [p, +By Ipy; O, = By [p, +D) [P,
%Chemat IV: 0, = 44 Ip,; 6y =Dy @y,
przy czym
O j+ +
4, = nﬂig D= 3*4n
0 24(3+n)’
0
L n(12+14n +3n n(2+3n
0 Bps it gl o __i0u gy
0 3(12+52n+157%0 I 412 +52n +150%) HI
O
0, _ n@d+3n) %g __3%lentise® o 1+n
4 = » Dy =——r.
Ef4 24(1+3n) " 6(12+52n +15n2) 6(4 +n)

Ustalimy teraz warunki, w ktorych realizuja si¢ poszczeg6dlne schematy statyczne.
Schemat I, stosownie do rys. 17.2¢, realizuje si¢ wowczas, gdy sa spetnione nierownosci:

(m) -y 9y <d4 <y, =y @y <dp <@y,
gdzie
+ _EJ
¢0 =@ 7 y [—_¢0 - (D 2 .
Ry POI
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W nieréwnosciach tych wyrazimy katy @4 i ¢pprzez parametry obciazen py i p,. Ostatecznie otrzymuje-
my cztery nierownosci:

DDpx D+ py[l<1, pr+ py[l<1,
DD—@D E@D E@D E@D
0 o0 0B 0 Co,0 0B O

(n) 0
0 Py + py <1 Px + py <1
0o ¢.0 O O~ O 0O O 0
0 ¢0D Ery@D &y@D &y@D
5 o0 O BO O o0 07 B0

Granica obszaru wyznaczonego tymi nierdwnosciami jest rownolegltobokiem zaznaczonym na rys. 17.4,
gdzie przyjeto, ze y> 1.

Rys. 17.4

Dla schematu II obowiazuja nieréwnosci:
%V’A <@g ; P4>V By,
(0) [przy czym
Hop =69, gdy Mp=0, b ¢p =~ @By, gdy Mp<O0.
Rozwazymy najpierw przypadek taki, ze ¢ 4, <@g, @p =¢,. Kat ¢ jest suma dwoch wartosci ¢4 1

Apy. Wartos¢ ¢4 jest katem obrotu lewej podpory w chwili, gdy kat ¢p osiaga warto$¢ ¢o. Obciazenia p,
1 py przyjmuja wowczas warto$¢ py 1 py1 oraz odpowiadaja pewnemu punktowi lezacemu na granicy ob-
szaru, w ktérym realizuje si¢ schemat I (por. rys. 17.4). Wynika stad, ze

¢4 =-01 by +B Py1,
¢ =00 =01 Lpy1 +B1 p)1-
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Kat Ay, realizuje sig juz w schemacie II. Wobec tego
O4=041+40y, =011 By ~02(Px —Px1) *Ba(py —Py1) Pos
skad
=0y by + By [py, <@g +py1(ay —a3) —py1(B —Bo).

Poniewaz ¢p =@, wigc

201 —a a 0
—ay bpy +B, by, <#£U1Px1 +i§’ylu

(of] U 201 —a, [l
Uwzgledniwszy wzory (j) stwierdzamy, ze
a B _
® e, P
co prowadzi do nieréwnosci:
201 a,
—ay by +Br Ipy, < . [P0
1
lub po przeksztatceniu
” g 2 - D+ pyD<1'
a—a
1" n Pop
O o la, O 0O O

W analogiczny sposob analizujemy drugi przypadek: ¢ 4 > —y@, oraz ¢ > @, . Otrzymujemy wtedy
nier6wnos¢:

04 =041+ =01 D1 +B) By1 —02(px —Px1) *Ba(py —Py1) > Vo,
ktora mozna przedstawi¢ w postaci:

=0y Dby + B by, > -y B +pxi(ay —02) —pyi(B ).

Poniewaz B [py1 =@, — 0 by, wige

—0y by +B2 Ty, >y [ —99 +2a1—_a2Edal Lhx1 + By Why1),

a
skad
u a, 00 a, U
-a + > v -1 2220=[ -y ——2[,.
2 b +B by, ‘¢0Dy a0 O y algbo
Ostatecznie dla y >1-a, /a; otrzymujemy:
© 0 pr "0 pyD <t
a a
d-y-——0¢y/a, -0O-y-—"=0¢q/
H-vy GIDD»O 2 ~Hv GIDDPO B>
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Nierownosci (r) 1 (s) wyznaczaja obszar, w ktorym realizuje si¢ schemat I1. Obszar ten oraz wyniki anali-
zy pozostatych przypadkdéw zobrazowano na rys. 17.4.

Efekty ilosciowe oraz dalsze efekty jakosciowe pokazemy na przyktadzie ramy przedstawionej na
rys. 17.5.

P
L Y
R
= C
)=
3 ™ )=
A B
- Thr R - e
Rys. 17.5

Prety ramy sg wykonane ze stalowych dwuteownikow réwnolegtosciennych IPE 200
(E=2 D03KN / m? , J=2770 mo~8 m4) . Obciazenia P, i P, zmieniaja si¢ w granicach:

—4kN <P, <4kN, 4kN< P, <24kN.

Sita P, =4 kN symbolizuje obciazenia state pochodzace od cigzaru wlasnego konstrukcji. Jezeli przyj-

miemy, ze Po =4 kN, to na plaszczyznie obciazen p, i p, punkt 4 o wspotrzednych p, =01 p, =1 odpo-
wiada obciazeniu ci¢zarem wlasnym. Dla obciazen zmiennych mamy:

-1<p, <], I1<p
Wihasnos$ci podpor charakteryzuja wartosci y =0 oraz ¢y = 0,075 rad. Oznacza to, ze kat @ =0, a kat

2 2
*" =9, 07 —00750% 2 — 86664007 rad.
EJ 202770

Z wymiaré6w geometrycznych pretow ramy wynika, ze n = h/[ = 0,75. Na podstawie wzorow (h), (j) i
(/) obliczono:

b =0,300, a, =0,2011, b, =0,2981, ¢, =0,4022, d, =0,03788,

b3 =0,289, ¢3=0,2452, d3 =0,1053,

ay =0,2656, fB; =0,0250, a, =0,09552, B, =0,04101,

4, =0,1641, 4, =0,05722, A4 =0,0338,

D, =0,6667, B, =0,1006, D, =0,06572, D, =0,0614.

Na rysunku 17.6 przedstawiono obszar obciazen zewngtrznych oraz obszary poszczegdlnych schema-
tow statycznych. Rama wykazuje cechy konstrukcji fizycznie nieliniowej i wzmacnia si¢ w miar¢ wzrostu
obcigzenia.

Kazdemu punktowi przestrzeni obciazen p,, p, mozna przypisa¢ odpowiednie bezwymiarowe przemiesz-
czenia O, i9,. Obliczymy przykladowo przemieszczenia stowarzyszone z punktami 4, K, L i G:
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—punktd (p, =0, p, =1)
o, =0, 5y =0,0667 0 =0,0667.
—punkt K (p, =0,1279, p, =1,6394):
d, =0+0,1279 10,1641 =0,02099,
5y =0,0667 +(1,6394 —1) [0,06667 =0,1093.
—punkt L (p, =0,7488, p, =4,7439):
0, =0,02099 +(0,7488 —0,1279) [0,05722 —(4,7439 —1,6394) [0,01006 =0,02529,
6y =0,1093 —(0,7488 —0,1279) [0,01006 +(4.7439 —1,6394) [0,06572 =0,3070.

—punkt G (p, =1 p, =6)

6}C =0,02529 +(1 -0,7488) 10,0338 =0,0338,

6y =0,3070 +(6 —4,7439) [0,0614 =0,3842.

1P
yH G
| "2,33 Pxt Py= 3
533 ' “{F
1 Il
-233p, + Py=117
— “SPxtpy=1
L —— 3Py +0282py=0846
154
1
-1
Rys. 17.6
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Rezultaty dla pozostatych punktéw zestawiono nizej:
B(0,0941;1): o, =0,01544, &, =0,0667,
C(0,3557;1): 9, =0,03041, 9o, =0,0693,

D(1; 1): 5, =0,05219, &, =0,0693,
E(1;3.5): 5, =0,05219, &, =0,2228,
F(1;5329): &, =0,03380, &, =0,3430,
G(1; 6): 5, =0,03380, &, =0,3842,
H(0; 6): 5. =0, 5, =0,3842,
1(0; 3): 5, =0, 8, =0,2000.

Widzimy zatem, ze migdzy punktami przestrzeni obciazen a punktami przestrzeni przemieszczen ist-
nieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie. Wiasno$¢ ta pozwala na graficzne przedstawienie
poszczego6lnych drog obciazenia i schematow statycznych w przestrzeni przemieszezen O, i0,. W roz-

wazanym zadaniu ilustruje to rys. 17.7. Prostokatnemu obszarowi obciazen odpowiada wielobok
ABCDEFGH w przestrzeni przemieszczen. Dla poréwnania zaznaczono prostokaty A'D'G'H' 1 A"D"G"H",
ktore otrzymujemy odpowiednio dla schematu I i schematu I'V.

Na zakonczenie omoéwimy jeszcze zmiany energii sprezystej wystgpujace w zamknigtym cyklu obcia-
zenia na drodze ABCDEFGHIA. Energig te obliczymy z zaleznosci:

B’ Vil&
L.=L,+L, =J'(Px @A, +P, mAy) :Ff(pxda" +p,do,) T d, +).
Sy
g G'
DI
0 P

Rys. 17.7
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Aktualna warto$¢ energii sprezystej L. jest zatem suma pol zawartych pod wykresami
P(4) i P,(4,). Wykresy te podano na rys. 17.8. Jak widac, linie obciazen i odciazen na obu wykre-
sach nie pokrywaja si¢. Dla rozwazanego cyklu obciazenia w plaszczyznie P, A, obserwujemy ,,pro-
dukcj¢” energii, a na plaszczyznie P,, A, —,dyssypacj¢” energii. Poniewaz jednak rozwazany proces

jest sprezysty, suma ,,produkcji” i ,,dyssypacji” energii jest rowna zeru. Latwo to sprawdzi¢ rachunkowo.
Dla poszczego6lnych punktéw obliczono:

I, = 0, ly=00333, . =00333
I.= 00007, Iy=00333, [ =00340,
I,= 00041, [Iy=00353, [ =0039,
[.= 00189, Ily=00353, [, =00542,
I.= 00189, Iy=03818, [ =04007,
I.= 00005 Iy=09118, [.=09123,
I.= 00005 Iy=11441, [, =11446,
I, =-00164, Iy=11441, [ =1277,

ZX

Zx

= —-0,0164, ly=03164, [.=0300,
= —-0,0164, ly=00164, [.=0.

BT QIETO®

a) b) R
1 .
533p-
35b-
] ..
03564
1 L
0094 ;
i 10,069 10,223 i j0384 g
0067 0.200 0343 v
Rys. 17.8

Najwigksza energia sprezysta wystgpuje w punkcie G(/. =1,1446). Gdyby zalozy¢, ze w catym zakre-
sie obciazen realizuje si¢ schemat I, to energia ta [. = 1,282, a gdy realizuje si¢ tylko schemat IV, to /. =
1,122. Widzimy zatem, ze energia spre¢zysta moze by¢ pewna miara podatnosci konstrukceji. Im wigksza
energia sprezysta, tym wigksza podatnos¢. Fakt ten wykorzystuje si¢ czasem do oszacowania globalnej
sztywnosci konstrukcji.

W podsumowaniu warto zwroci¢ uwage na to, ze problemy nieliniowe sa z reguly bardzo skompliko-
wane 1 wymagaja do zmudnych rachunkow. Przekonywujacym potwierdzeniem tego wniosku jest przed-
stawiony wyzej problem ramy na nieliniowych podporach.
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17.2. KRATOWNICA MISESA

17.2.1. Wprowadzenie

Nazwa ,.kratownica Misesa” odnosi si¢ do kratownicy dwuprgtowej, przedstawiona na rys. 17.9. Zba-
damy zachowanie si¢ uktadu pod wptywem symetrycznego obciazenia pionowego sila P zaczepionga w
wezle srodkowym.

Rys. 17.9

Jezeli wyniosto$¢ kratownicy mierzona stosunkiem Hy/Lg jest mata, to prawidlowy opis deformacji
kratownicy wymaga odstapienia od zasady zesztywnienia. Innymi stowy, rownania rownowagi trzeba
uktada¢ dla konfiguracji aktualnej (po odksztatceniu). Otrzymujemy zatem problem kinematycznie (geo-
metrycznie) nieliniowy. W celu zilustrowania powyzszych stwierdzen zadanie rozwiazemy w dwoch
wariantach: liniowym (przy akceptacji zasady zesztywnienia) i nieliniowym.

Geometri¢ odksztalcenia opiszemy pionowym przemieszczeniem v punktu przylozenia obcigzenia,
przy zatozeniu, ze deformacja konstrukcji jest symetryczna. Przyjmiemy nadto, ze odksztatcenia liniowe
pretow sa mate, a materiat pretow kratownicy jest liniowo-sprezysty.

Zalezno$¢ migdzy sita P a przemieszczeniem v ustalimy na podstawie twierdzenia o minimum energii
potencjalnej (por. p. 14.9.2). Pokazemy, ze rownowaga uktadu ma miejsce dla takiej wartosci v, ktora
ekstremalizuje energig potencjalna [7(v), okreslona wzorem (14.11). Wzor ten w naszym zadaniu przy-

biera postac:

(a) r =J’% [EAN Ws - P,
S

gdzie A = AL/ L i oznacza wydtuzenie wzgledne osi pretow, a L = Ly / (sindy).

17.2.2. Zadanie kinematycznie liniowe

W zakresie matych przemieszczen zalezno$¢ miedzy zmiang dtugosci pretow AL i przemieszczeniem
v jest liniowa (por. rys. 17.10b):

(b) AL = -v [dosq.
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a) lp
N X
o
Y
Rys. 17.10
Wobec tego
©) A=-v ﬁOLS—aO Sinay,
0

a energia potencjalna

/
(d) ney=2 EJ’%/\ZEA [dx - PR =EAN*L -Pv %%co&ao Eina(@EV - PO
0

Ekstremum funkcji /7(v) zachodzi, jezeli d [1/dv=0:

U
(e) AL =E{!ﬂcoszao Binaydvy - P =0.
dv DLO U

Latwo zauwazy¢, ze druga pochodna energii potencjalnej wzgledem przemieszczenia v jest zawsze wigk-
sza od zera: 9211 / 9v? >0 , wigc stan rownowagi okreslony zaleznoscia (e) odpowiada minimum energii

potencjalnej. Zalezno$¢ (e) mozna uzyskaé takze z rownania rOwnowagi zapisanego w konfiguracji pier-
wotnej. Z rysunku 17.10¢ wynika bowiem nastgpujace rownanie rOwnowagi:

P=-2Ncosay.
Poniewaz jednak
g O
N =EAA =EA ﬁ =[|—ﬁ [dosa Sina o0,
L 0O Ly U
wiec
O
0 p=BH gos? a, Bina 03
O Ly 0

Wzor (f) pokrywa si¢ z zaleznoscia (e), uzyskana metoda energetyczne;.
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17.2.3. Zadanie kinematycznie nieliniowe

Gdy uwzglednimy zmiany geometrii uktadu, wowczas zaleznos¢ AL(v) jest bardziej ztozona. Ze wzo-
ru Pitagorasa otrzymujemy (rys. 17.9):

L=+I3+H =Ly/sinay, L +AL =I5 +(Hy —v)*,

2 2 2 2
Lo+ (Hy — =\ Ly +H
L Lo

skad

(@ A=

Wobec powyzszego energia potencjalna uktadu

L
(h) nw) =2 I% EANdx - Py :i_A D12 +(Hy —v)? |13 +H2 %inao ~Pv.
0
0

Warunek ekstremum funkcji [7(v) prowadzi do zalezno$ci:

2 2 2 2
+(Hy —v)? =I5 +
o0 - B ing, A/t ity =0)* 15 +1g [WHy ~v) - P =0,

skad
O O
O O
. O nO O
() P(v) =2FEAlttgag — Y Om ! —-sinagl
U LO 00O 0 v D2 O
O+ etgag ——0 O
O Ly H

Identyczny wynik otrzymujemy z rownania rownowagi sit w konfiguracji aktualnej (ryz. 17.11).

nowe potozenie rownowdagi

Rys. 17.11

Zalezno$¢ P(v) moze odpowiada¢ rownowadze statecznej (d P/dv = P,,>0) lub niestatecznej
(P,v < 0). Z budowy zaleznoéci (7) wnioskujemy, ze pochodna P, jest rowna drugiej pochodnej energii
potencjalnej. Rownowaga stateczna wystepuje zatem wowczas, gdy energia potencjalna osiaga minimum,
tzn. gdy 011/ v =0, el / dv? >0, natomiast rownowaga jest niestateczna, gdy energia potencjalna

osiaga maksimum: 0 1/dv =0, 9% / dv? <0. Problem statecznosci rownowagi zilustrujemy rowniez
w przyktadzie liczbowym.
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17.2.4. Przyktad liczbowy")

Obliczenia wykonano dla nastepujacych danych:
Ly=10m, E=2,100%kN/m?, 4=10"m?, octga, =01, P =40kN.
W zadaniu liniowym stosownie do wzoru (d), otrzymano:

Mv)=20690°% - P

Warunek rownowagi 0 [1/0 v =0 prowadzi do zaleznosci:

P(v) = 4138 .

Gdy P =40kN Przemieszczenie pionowe wynosi v =v* =0,00967 m.
Dla zadania nieliniowego obliczono (wzor (h)):

I1(v) = 208958 %/1 +(0,1 -v)2 —/1,01 E— Pv.

Rownowaga wystepuje, gdy 0 [1/0v=0:

O O
o =—417916 M - ;szo,l—v)—on.
ov B V1+01-v)"§

Po podstawieniu P =40kN otrzymujemy v =v*=0,01159 m. Zaleznos¢ P(v) odpowiadajaca réwno-

wadze przybiera postac:

U 1,01
P(v)=-417916 1 - —[mm—v).
5 V1+0]1-v)*§

O stateczno$ci rownowagi mowi znak drugiej pochodnej energii potencjalne;j:

0 D

2
] / O
dapr 017_417916@ 1,01 1,01040,1 - V)/2D-
dv V2 E 1+(0,1- V) ’1+(01 v) E

*) Obliczenia do tego przyktadu wykonat W. Czarnecki.
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a)
P{IkN] e
\\O\ '\e\.“\o
4L0b LSS
30} |
20}
10}
0L : LY . V[m]
0001 0005 001 _ 0015
ialRVaoial
b
b N{kNm] L,
P i
0 g S 88 & 3% S
01 M
-02 | a—
Rys. 17.12

Wykresy funkcji 1(v) dla zadania liniowego i zadania nieliniowego zestawiono na rys. 17.12a. Dla
sity P =40 kN minimum funkcji [7(v) odpowiada rownowadze statecznej. Odpowiednie wykresy funkcji

P(v) dla umiarkowanych warto$ci przemieszczen podano na rys. 17.12b. Wyrazne réznice jakoSciowe
uwidaczniaja si¢ dopiero przy wigkszych warto$ciach przemieszczen. Ilustruje to rys. 17.13. W zadaniu
nieliniowym sita P ro$nie do punktu 4, kiedy dP/dv = % / v’ 20. W punkcie tym, zwanym punktem
granicznym, funkcja P(v) osiaga lokalne maksimum: dP/dv = *n / 9v? =0. Przy dalszym powigk-

szaniu sity P obserwujemy zjawisko tzw. przeskoku (ang. snap-through) i ustalenie si¢ nowego potozenia
rownowagi. Na wykresie P(v) odpowiada to przeskokowi z punktu 4 do punktu C. Opisane zjawisko

umyka uwadze, jezeli stosujemy podejscie liniowe. Przeskok obserwujemy tylko wowczas, gdy czynni-
kiem sterujacym jest obciazenie P. Jezeli bedziemy powigksza¢ przemieszczenie v (sterowanie prze-
mieszczeniem), to zaobserwujemy zmniejszenie reakcji pionowej wezla sSrodkowego zgodnie z przebie-

giem krzywej AB: dP/dv = % / dv? <0. Poczawszy od punktu B dalszemu wzrostowi przemieszcze-
nia v towarzyszy wzrost reakcji wezla srodkowego (krzywa B —C — D: dP/dv = a*n / av? > 0).

P 4IkN]

/ rozwigzanie liniowe

| ! rozwigzanie
X nieliniowe

Rys. 17.13
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Zjawisko przeskoku ma bardzo duze znaczenie w praktyce inzynierskiej. Najczeéciej problem ten
pojawia si¢ w konstrukcjach powtokowych. Przyktad kratownicy Misesa dowodzi, ze opis niektorych
zjawisk wystepujacych w mechanice wymaga odejscia od zasady zesztywnienia.

17.3. CIEGNO OBCIAZONE SILA SKUPIONA

Ciggno jest pretem majacym jedynie sztywnosc¢ rozciagania. Cechy ciggna wykazuja np. cienkie druty
i liny. Zalezno$¢ migdzy sita normalna a odksztalceniem osi ciggna charakteryzuje rys. 17.14. Dla ujem-
nych odksztatcen liniowych (tzn. skrocen) sita normalna jest rowna zeru™). Podczas rozciagania ciggno
moze zachowywac si¢ nieliniowo (rys. 17.14a) lub liniowo (rys. 17.14b). W obu przypadkach mamy
jednak do czynienia z fizyczna nieliniowoscia, gdyz funkcj¢ odcinkowo liniowa z rys. 17.14b tez zali-
czamy do zaleznoS$ci nieliniowych. Wykresy podane na rys. 17.14 nawiazuja do odksztatcenia zdefinio-
wanego jako stosunek wydtuzenia ciggna do jego pierwotnej dtugosci Ly, A = AL/ L. Sposoéb definio-
wania odksztalcenia jest istotny, jezeli wydtuzenia ciggna sa bardzo duze.

<N— "‘E—,
] L [ AL
a) N b) N
== AL - AL
L A
Rys. 17.14

W dalszym ciagu rozwazania ograniczymy do ciggien o liniowej charakterystyce podczas rozciagania.
Zwiazek fizyczny, stosownie do rys. 17.14b, mozna zapisac nastgpujaco:

C kA, A 20,

=0 a<o (17.2)

gdzie k oznacza sztywno$¢ rozciagania ciggna.

Materialowi ciggna przypisuje sig¢ zazwyczaj cechy sprezystosci liniowej, co pozwala przyjac, ze k =
EA = const. Dla bardzo duzych odksztalcen ciggna oznaczatoby to, ze modut sprezystosci musi wzrastac,
bo przekroj ciggna ulega zmniejszeniu. W zadaniach praktycznych wartos$ci odksztatcen sa na tyle male,
ze zalozenie stalej sztywnosci ciggna jest usprawiedliwione.

Przyjeciu obciazen przez uktad ciggnowy towarzysza na ogo6t duze przemieszczenia. Z tego powodu
problemy mechaniki ciggien sa z natury rzeczy réwniez geometrycznie nieliniowe.

Zasadniczym mankamentem konstrukcji ciggnowych jest ich mata sztywnos¢. Dlatego przed przyto-
zeniem obciazenia zewngtrznego poszczegolne ciggna sa poddawane wstgpnemu naciagowi. Wptyw na-
ciagu na sztywnos¢ uktadu ciggnowego objasnimy na przyktadzie. Rozwazymy niewazkie ciggno o dtu-
gosci swobodnej 2 L. Zamocujemy je na nieprzesuwnych podporach 4 i B, usytuowanych w odlegto-

sciach 2L >2L (rys. 17.15q).

*) Ciegno jest ukladem z wigzami jednostronnymi.
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/dtugosc swobodna

L L
a) s L
1 N-O L %
Af C B
" 2L. +
b)
c)

Rys. 17.15

Zamocowanie wymaga wstepnego wydluzenia o warto$¢ AL =21 - 2Ly, co odpowiada odksztatceniu

wstepnemu A= (L/Ly) -1 iwstgpnemu naciagowi N 0,20 (rys. 17.15b). Po zamocowaniu ciggna
na podporach przylozymy zewngtrzng site¢ skupiona P w potowie rozpigtosci. W miarg wzrostu obciaze-
nia ciggno wydtuza sig, a gdy sita P osiagnie swa warto$¢ koncowa, uktad przyjmie konfiguracje aktualng
przedstawiong na rys. 17.15¢. Zadaniem naszym jest ustalenie zaleznosci P(A), przy czym A jest piono-

wym przemieszczeniem punktu przytozenia sity. Do dyspozycji mamy:
— rownanie rownowagi
(@) P=2Nsina =0, sina :L,
L+AL

— roOwnanie geometryczne

(b) (L+AL)? =& +1?

— rownanie fizyczne

() N=k@A"+2), A =2£.

0

Z réwnania (b) otrzymujemy zwiazek:

O 0 B 0
M:L@1+§ég—ID:L 14 1+§ég—1

B . oW ) i 0O

g 0 O O

z ktorego, po wykorzystaniu rownan (a) i (c), wynikaja zaleznosci:
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(4 o
(d) P=2NGE=22L N=k%1+x\) 1+§§g—1g
1+(%)2 0 0

oraz poszukiwany funkcje P(A):

(1+29) L)z -1
(e) P(4) =2k E@QQ .

i+ (Lf

Wzory (d) i (e) mozna zapisa¢ w postaci bezwymiarowej:

=1+2")Q1+6% -
1+ 20131 +452 —15

=200
\/1+52

[0 OO0

gdzie n=N/k, p=P/k, 5=A4/L.

Jezeli warto$é &2 jest mata w poréwnaniu z jednos$cia, to poprzestajac tylko na dwoch wyrazach roz-
winigcia w szereg potegowy, otrzymujemy w przyblizeniu:

\/— 1 o 1 | R}
1+62 =1+- 87, =1--52.
2 [+ 52 2

Woéwczas wzory (f) upraszczaja si¢ do postaci:
% =

© O
&

Miarg sztywno$ci konstrukeji jest pochodna dp / dd .
(h) D _ )0 4352,
do

Widzimy zatem, ze wstgpny naciag, mierzony wartos$cig odksztatcenia A0 , W istotny sposob powigksza
poczatkowa sztywnos¢ uktadu ciggnowego. Dla obliczen numerycznych bardzo korzystne jest rowniez to,
ze sztywnosC ta jest r6zna od zera na poczatku procesu obciazenia, gdy p = 0. Zalezno$¢ migdzy bez-

wymiarowymi warto$ciami sity normalnej » i obciazenia p a ugigciem 0 ilustruje rys. 17.16. W celu po-
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réwnania zataczono wykresy dla A0 = 0,001 i dla AN=0. 2 rysunku 17.16 wida¢ wyraznie, ze w ukla-
dach ciggnowych nie obowiazuje zasada superpozycji, gdyz wykresy n(d) i p(d) sa nieliniowe.

PN

510°F

0.01 7005 01

Rys. 17.16

W obliczeniach konstrukcji ciggnowych, wykazujacych umiarkowane odksztalcenia wstepne
(/\0 <<1), stosuje si¢ uproszczenie polegajace na tym, ze odksztatcenia wzgledne odnosi si¢ na ogo6t nie

do dhugosci swobodnej Lo, lecz do aktualnej dtugosci ciggna wydtuzonego. Oznacza to, Ze stosujemy
przyblizenie:

AL AL

= = 17.3
Ly Ly(1+A°) (47

Zilustrujemy teraz wplyw nieliniowosci fizycznej uktadu ciggnowego na zachowanie si¢ uktadu w
procesie odciazenia ciggna. Rozwazymy uklad zlozony z trzech wstepnie napigtych ciggien (rys. 17.17a).
Migdzy sitami wstgpnego naciagu wystgpuje zalezno$¢ wynikajaca z rownania rOwnowagi wezta C:

2N10 sina® = Ng.

Jezeli przyjmiemy, ze sztywnosci ciggien AC i CB sa rowne 1 wynosza k1, a sztywnosc¢ ciggna CD wynosi
ks, to podany wyzej warunek rownowagi prowadzi do zaleznosci:
. 0_-k 50
@) =2 AT,
ky

gdzie A? oraz Ag oznaczaja odpowiednio wstepne wydluzenie wzgledne ciggien AC i CB oraz CD, za$
f = F/Ll.

Andrzej Gawecki - ,Mechanika materiatéw i konstrukcji pretowych” 2003r. Alma Mater



Czesc 4 17. NIELINIOWE ZACHOWANIE SIE KONSTRUKCJI Z MATERIALU L-S 22

2
A

konfiguracja
pierwotna

konfiguragig
aktualna

Rys. 17.17

Jak wida¢, wstepne wydhuzenia ciggien nie moga by¢ zupetnie dowolne, co sprawia, ze ustalenie kon-
figuracji wstgpnej w bardziej rozbudowanych uktadach stanowi problem sam dla siebie. Uwaga ta nabiera
ostrosci, jesli si¢ zwazy¢ ze w praktyce wymagamy dodatkowo spetnienia warunku naprezeniowego
(o< Udop)-

Rozwazany uktad obciazymy pionowa sila skupiona (rys. 17.17b). Z symetrii obciazenia wnioskuje-
my, ze punkt C ulegnie tylko przemieszczeniu pionowemu A. Konfiguracj¢ aktualnag mozna wyznaczy¢

tak samo jak w zadaniu poprzednim. Tym razem zastosujemy twierdzenie o minimum energii potencjal-
nej. Jesli przyjmiemy przyblizenie (17.3), to warto$¢ catkowita energia potencjalna uktadu

() ) =n° +2NPA Ly + NIA L, +2 %klmf +%k2L2/\% -P @
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gdzie [1 0 oznacza energi¢ potencjalng wstgpnego naciagu, a A oraz Ay — wydtuzenia ciggien AC i CB
oraz CD. Pochodzenie sktadnikow N,-O/\,-Li + kiLl-)\? /2 wynika

kN
Ni_
ANi=k;A; —| J‘ANiMLﬁLkiLi?‘iz
N© 2 2
N‘i"l—i'xl
/V
AL prili AL

Rys. 17.18

wprost z rys. 17.18. Sktadniki te wyrazaja zmiang energii zmagazynowanej w ciggnach w czasie przejécia
z konfiguracji pierwotnej do konfiguracji aktualnej. Zmiana ta jest rowna polu zakreskowanego trapezu
(zbudowanego z trojkata i prostokata) na wykresie N;(AL;).
Warunkiem ekstremum energii /7 jako funkcji przemieszczenia jest znikanie pierwszej pochodnej, tzn.
0> [aA=0:

(k) 2N10L1%+N8L2&+2IQLIA1 @ +k2L2A2 L—i& -P =0.
A JA A JA
Rownanie (k) ma sens rOwnania rOwnowagi (sumy rzutéw sit na kierunek przemieszczenia 4) i jest po-

szukiwang zaleznoscia P(4). Jesli uwzglednimy, ze sity wstepnego naciagu N ,-0 = kl-/\? , to rownanie (k)
mozna przedstawic nastepujaco:

0 P=21k (A +A) G+ 11508 +1,) 22,
oA oA
Z rysunku 17.17b wynikaja zaleznosci geometryczne:
BA+AN)? =B> +(F +8)%; A, = —LA,
2

skad po uwzglednieniu, ze L% =B +F? , dostajemy:

E’\l =\J1+2/5+5% -1=/5 +%52,
U
O, =

(m)
,=-ot,
= Ly

gdzie 0 =A/L;, f =F/L. Popodstawieniu tych zaleznosci do réwnania (/) otrzymujemy ostatecznie:

2+ B2 0 -2 a0 f-ghs
") P©)=1 ek :
%(A?Hﬂléz)(f +8), R -5 <o,
2 L

gdzie p =P/ k.
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Funkcja P(J) jest opisana dwoma wzorami. Pierwszy dotyczy przypadku, gdy ciegno CD jest jeszcze

napigte, tzn. gdy /\8 +A, 20. Drugi odpowiada sytuacji, gdy ciggno napinajace CD jest juz luzne. ,,Wy-
taczenie si¢” ciggna CD powoduje bardzo wyrazne zmniejszenie sztywnosci uktadu. Zjawisko to ilustruje
rys. 17.19, na ktérym zamieszczono wykres p(d) opisany zaleznoscia (n). Na uwage zastuguje fakt, ze

przemieszczenia badanej konstrukcji ciggnowej sa tak mate, iz wptyw zmian geometrii jest prawie nie-
zauwazalny.

bp-£ f=0.05; kq=k ; kp=0,2k
L2= 2L1 ; 1:=0,002 ;'KZ=0,001
00003

00002

00001+

0001 < 5 Lz 0005 00T ST L
5= 2 1

Rys. 17.19

Omowione wyzej zadania pod wzgledem rachunkowym sa elementarne. Obliczenia komplikujg sig,
gdy wezly ukladu maja wigksza liczbg stopni swobody. Wystarcza na przyklad, by obciazenie wezta C
byto niesymetryczne. Pojawiaja si¢ wowczas niewiadome przemieszczenia 4; 1 4, ktore trzeba obliczy¢
z uktadu rownan nieliniowych. Przypadek taki przedstawiono na rys. 17.17¢. Wyrazenie na energi¢ po-
tencjalng uktadu przybiera wtedy postaé:

M(A,4y)=11° + NPA Ly + NSAy Ly +NSASL; +

+%k1/\%L1 +%k2A%Lz +%k1/\§L1 -~ PB4 — Pyl

Z warunkoéw ekstremum funkcji 7(4;,4,) otrzymujemy

oo _ 0,394 0,1 9% 0 .y 0N
=0, LA} +A)— +thh Ly (Ay +A))—= +kLi(A] tA35)—= —-R =0,

Hn, 1l A7 TR U ) s TR ) A

oA

P, =0.
02

U
Egg =0; &y Ly(A) 2y oL (AS ) Ly (A +43)

Zwiazki geometryczne wynikaja z rys. 17.17¢:
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(L +AL)? = (B +4)* +(F +4)7,
(L, +ALy)? =& +(Ly —-5)?,
(L, +ALy)? =(B —2)* +(F +4)%,
skad
! _ _ 1
PG5 = 14268 +2/6 +§ +& ~1=b g +/ 8 + § +8)
|
04 7 )
) %’\2(51,52)=\/DA—ID +0-20 —1=-ng +%n2(512 +5§),
O

gdzie n= Lle,

0,0 O L0

U
g3<51,@>=J1—2b61 +2/6+3 +& 1=+ 8+ § +8)

b:B/LI’ f =F/L1, 51 =A1L1, @ =AQL1.

Po uwzglednieniu zaleznosci (p) w rownaniach (o) uzyskujemy poszukiwany uktad dwoch nielinio-
wych rownan algebraicznych ze wzgledu na bezwymiarowe przemieszczenia ¢ i 05:

()

O % k 1 i
DB51D | fo +& +& b "E’g né, 2’72(C§ 55)% )2

A7 +8)0N +2/8, +& +&) +
+%m—1 +nd,) %\8 —Nd; +%’7(512 +522)§_P2 =0.

Ooood

Budowa tego uktadu zniech¢ca do poszukiwania rozwiazania $cistego. W praktyce liczba stopni swobody
jest na ogot duza i dlatego stosuje si¢ metody przyblizone ukierunkowane na wykorzystanie komputera.
Najczesciej stosuje si¢ wowczas metode Newrona-Raphsona, opisana w dodatku. ,,Reczne” rozwiazanie
uktadu ta metoda pozostawimy najbardziej wytrwalym Czytelnikom. W trakcie obliczen nalezy zwrécié
uwage, ze wytaczenie danego ciggna wystepuje w momencie, gdy catkowite wydtuzenie ciggna jest row-
ne zeru. Powoduje to odpowiednia modyfikacje uktadu rownan (7).
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