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Wiadomosci ogoine

* Klasyfikacja elementow konstrukcji

Pret to bryla geometryczna wypelniona materialem, ktorej jeden wymiar (dtugos¢) jest zdecydowanie
wigkszy od dwoch pozostatych. Linia taczaca srodki cigzkosci przekrojow preta nazywa si¢ osia preta.
Przekrdj preta moze by¢ staty lub zmienny. Pret prostoliniowy o statym przekroju nazywa si¢ pretem
pryzmatycznym.

Powloka to bryla geometryczna wypelniona materiatem, ktorej jeden wymiar (grubos¢) jest zdecydo-
wanie mnigjszy od dwoch pozostatych. Powloka jest utworzona przez dwie powierzchnie S 1 Sy ograni-

czone walcowg powierzchnig brzegowa C. Grubo$¢ powloki jest rowna odlegltosci powierzchni Sgi Sg,
za$ symetralna tych powierzchni nazywa si¢ powierzchnia srodkowa.

Blok to bryta geometryczna wypelniona materiatem, ktérej trzy wymiary sa tego samego rzedu. Jezeli
wymiary bloku sa nieskonczenie duze, to otrzymujemy pewna przestrzen fizyczna wypetniona materia.

Polprzestrzen to bryta o wymiarach nieskonczenie duzych ograniczona powierzchnia lub ptaszczyzna.
» Zasada de Saint Venanta

Jezeli dany ukiad sit dzialajacych na niewielki obszar ciata bedacego w rownowadze zastqpimy in-
nym uktadem sit statycznie rownowaznym i dziatajacym bezposrednio na ten obszar, to w odlegtosci
wiekszej od jego wymiarow powstajq jednakowe stany naprezenia, odksztatcenia i przemieszczenia.

Zasada de Saint-Venanta wynika z przestanek intuicyjnych i jest potwierdzona wieloma doswiadcze-
niami. Obliczenia obszaru zaburzen (np. strefa zakotwienia kabli w konstrukcjach wstepnie spr¢zonych,
punkty podparcia belek) traktuje si¢ zazwyczaj jako oddzielne zadanie.

« Sity wewnetrzne

Pret bedacy w rownowadze przecinamy mys$lowo plaszczyzna prostopadta do osi preta. Na plaszezyz-
nie przekroju wystapia roztozone w sposob ciagly wektory naprezenia, ktore zastgpujemy wypadkowa
sita 1 wypadkowym momentem w $rodku cigzkosci przekroju. Jesli znamy wszystkie zewngtrzne sity
czynne i bierne, to sity z sze$ciu rdwnan rownowagi utozonych dla jednej z odcigtych czgsci preta wy-
znaczamy sze$¢ wspotrzednych wektoréw sity i momentu: sitg normalng N i dwie sity poprzeczne 0y, Q.

oraz moment skrecajacy 27 i dwa momenty zginajace My, M;. Wspotrzedne te nazywamy sitami we-
wnetrznymi (przekrojowymi) lub uogélnionymi naprezeniami.

Definicje sit wewngtrznych:

N=J'Jl ldA, 327?2-[(013)@ _012X3)dA,
A A
Qy :Qz =Ialsz, My =M, ZIO'11X3dA,
A A
QZ = Q3 :-[013dA: Mz :M3 = _Ia'lledA.
4 A

« Zakres obliczen konstrukcji. Projekty dopuszczalne
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Gloéwnym celem obliczen konstrukcji jest wyznaczenie w kazdym punkcie wspotrzednych tensora na-
prezenia, tensora odksztatcenia 1 wektora przemieszczenia.
Kazda poprawnie zaprojektowana konstrukcja musi spetniaé warunki wytrzymatosciowe i warunki sztyw-
nosciowe. W najprostszym ujeciu projektowania metoda naprezen dopuszczalnych warunki te zazwyczaj
zapisuje si¢ nastgpujaco:

— warunek wytrzymato$ciowy: Oped (X1, X2, X3) < Odop,

— warunek sztywnosciowy: |u(x1,x2 ,x3)| < Udop.

Ostatecznym efektem obliczen konstrukcji jest podanie takich wymiaréow elementow (przekrojow pre-
tow, grubos$ci ptyt, ilosci zbrojenia itp.), ktore gwarantuja bezpieczne przeniesienie obciazen zewngtrz-
nych. Proces obierania wymiardw konstrukcji nazywa si¢ wymiarowaniem.

W zakres obliczen konstrukcji wchodza nastepujace czynnosci:

1) wyznaczenie sit wewngtrznych,

2) obliczenie naprgzen na podstawie znanych juz sit wewngtrznych,

3) obliczenie odksztalcen ze zwiazkéw fizycznych,

4) obliczenie przemieszczen ze zwiazkow geometrycznych,

5) sprawdzenie warunkoéw wytrzymatosciowych i sztywnosciowych orazewentualna korekta wy-
miarow.

« Koncentracja naprezen

Koncentracja napr¢zen wystepuje w miejscach naglych zmian przekroju. Jest ona szczegodlnie grozna
dla materiatow kruchych lub obciazonych dynamicznie materiatow ciagliwych. Gdy materiat jest ciagli-
Wy, to przy statycznym obciazeniu nastepuje wyrdéwnywanie naprezen, a zniszczeniu towarzysza widocz-
ne deformacje.

Przekroje ostabione wcigciami (otworami) maja mniejsza zdolnos¢ do przenoszenia obciazen, a o no-
snosci preta decyduje najmniejszy przekroj. Ztagodzenie efektu koncentracji uzyskuje si¢ wowczas, gdy
zmiana przekroju przebiega w sposob ptynny, a zaokraglenia maja mozliwie duzy promien krzywizny.
Ogolnie biorac, koncentracji naprezen mozna si¢ spodziewac tam, gdzie zbidr punktéw tworzacych ciato
jest niewypukty. Do takich przypadkéw oprocz otwordw lub weigé zaliczamy rowniez miejsca przytoze-
nia obciazen skupionych. Wynika to stad, ze obciazenia skupione przekazywane sa na niewielkich obsza-
rach przez inne cze$ci konstrukeji (lub narzedzia), tworzace tacznie z dana konstrukcja zbiory niewypu-
kte.

Zestawienie rownan mechaniki elementéw pretowych

Pomigdzy rownaniami mechaniki osrodka ciagltego a réwnaniami mechaniki elementow pretowych
wystepuje wyrazne pokrewienstwo. Istotna réznica polega na tym, ze rownania mechaniki osrodka cia-
glego dotycza punktu, a rownania mechaniki elementéw pretowych dotycza przekroju. Okazuje sig, ze
dzigki wprowadzeniu pojec¢ uogolnionych naprezen i odksztatcen mozemy zbudowaé analogony réwnan
rownowagi, rownan geometrycznych i fizycznych, z ktorych wynikaja podstawowe metody obliczania
uktadoéw pretowych.

Ograniczymy do pryzmatycznych pretow sprezystych o przekrojach zwartych (tzn. niecienko$cien-
nych) Uogdlnionymi naprg¢zeniami w takich przypadkach sa: sita normalna, sity poprzeczne, momenty
zginajace i moment skrgeajacy. Uogolnione odksztatcenia musza by¢ zgodne z uogodlnionymi napregze-
niami w sensie energetycznym. Chodzi mianowicie o to, by praca naprgzen na odksztalceniach, scatko-
wana wzgledem objetosci preta V' byla rowna pracy uogdlnionego naprgzenia na stosownie obranym
uogodlnionym odksztalceniu, scatkowanej po dlugosci preta /, tzn., by:

(a) .[0’78’7 dV=J'Yedl,
|4 Ji

gdzie Y i e oznaczaja odpowiednio uogdlnione napr¢zenie i stowarzyszone z nim uogoélnione odksztatce-
nie.
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W celu zilustrowania pokrewienstwa rownan teorii o$rodka ciagtego i teorii elementéw pretowych
przyjmiemy, ze pionowa o$ przekroju preta pokrywa si¢ z gtowna osia bezwladnosci, a przekroj jest pod-
dany dziafaniu sity normalnej N, sity poprzecznej O = Q,, momentu zginajacego M = M,, oraz momentu
skrecajacego V?= M,. Z powyzszymi uogdlnionymi napre¢zeniami sg stowarzyszone odpowiednio naste-
pujace uogdlnione odksztalcenia: wydtuzenie osi prgta A, kat $cinania 3, krzywizna osi odksztatconej k&
oraz jednostkowy kat skrecenia 6. Odksztalcenia te beda zwiazane beda z uogdlnionymi przemieszcze-
niami przekroju preta za posrednictwem stosownych zwiazkow geometrycznych. Budowa zwiazkoéw
fizycznych we wszystkich przypadkach ma postaé odpowiadajaca prawu Hooke'a, w ktorym miejsce
modutu Younga zajmuja odpowiednie sztywnosci przekroju, wg schematu:

odksztalcenie uogolnione= naprezenie uogolnionelsztywnosé przekroju.

Przy omawianiu efektow poszczegdlnych naprezen uogolnionych sprecyzujemy najpierw hipoteze
kinematyczna (w przypadku sity poprzecznej — réwnania rézniczkowe rownowagi dla osrodka ciaglego).
Nastepnie podamy konkretna posta¢ zaleznosci catkowej (a) oraz réwnania: rownowagi, geometryczne i
fizyczne, majace podstawowe znaczenie w teorii elementdw pretowych. Uzupelnimy je wzorami na obli-
czanie naprezen w poszczegolnych punktach przekroju na podstawie znanych naprezen uogoélnionych. Na
zakonczenie sformulujemy analogony réwnan rézniczkowych Naviera (5.17) oraz analogony réwnan
(5.19), odnoszacych si¢ do teorii ciaglego osrodka sprezystego.

* Dziatanie sity normalnej

Oznaczenia (definicje):
N —naprezenie uogodlnione (sita normalna)
A — odksztatcenie uogolnione (odksztatcenie liniowe osi preta)
g, — obciazenie styczne
u —€uogdlnione przemieszczenie (wydluzenie osi preta)
EA - sztywnos¢ przekroju (modut Younga X pole przekroju)

1. Podstawowe zatozenie — hipoteza ptaskich przekrojow:

Ex(x,),2) = £¢(x,0,0) =A(x)

2. Zalezno$¢ catkowa: J’Ul-jel-jd V= J'N)\dx
V i
. L . , dN _
3. Rownanie roZniczkowe rownowagi: rn +g,(x)=0
X
. , du
4. Rownanie geometryczne: = o
X
5. Rownanie fizyczne: A= N
. A% : 1
N . N
6. Obliczanie naprezen: o, = Il

7. Réwnanie rozniczkowe wydhuzenia
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a) postac¢ ogolna: 4 QEA ﬂ§+ q,(x)=0
dx dx
. . d’u
b) pret jednorodny i pryzmatyczny: EA — +4x (x)=0
dx
¢) przy znanej funkcji sity normalne;j: du = Nx)
dx  FEA
» Dziatanie momentu zginajgcego
M(0) q:(x) M) N
(P —
[
001 ] 100
M Q_Jrq_;) M+dM
L 9 4 19+dO
ALY
Oznaczenia (definicje)
M — napr¢zenie uogoélnione (moment zginajacy)
k — odksztatcenie uogodlnione (krzywizna odksztatconej osi preta)
q, — obciazenie poprzeczne

w=w,, —uogdlnione przemieszczenie (ugigcie preta od momentu zginajacego)
EJ — sztywno$¢ przekroju (modut Younga X moment bezwtadnosci)

1. Podstawowe zatozenie — hipoteza plaskich przekrojow Bernoulliego:

Ex(x,9,2) = £;(x,2) =k (x) [2

2. Zalezno$¢ catkowa: IUU‘ g;dV = I MK dx
|4 /
2
d“M
3. Rownanie rownowagi: 7 T4 (x)=0
dx
. , d’w
4. Réwnanie geometryczne: k = ——
dx
5. Rownanie fizyczne: k = M
. yezne: T,
6. Obliczanie naprezen: O, =—:z

7. Réwnanie rozniczkowe linii ugigcia pochodzacego od momentu zginajacego

20 2,0
a) posta¢ ogdlna: d—2 ﬁEJd—EE— q.(x)=0
dx dx
. d*w
b) pret jednorodny i pryzmatyczny: EJ F -q.(x)=0
X
. 3 . d*w _ M(x)
¢) przy znanej funkcji momentu zginajacego: =-
dx? EJ
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e Dziatanie sity poprzecznej

M(O)C’ P:ESSIDID —3

0(0)]

zZW

Oznaczenia (definicje)
0 — naprezenie uogolnione (sita poprzeczna)
B — odksztatcenie uogodlnione (kat §cinania)
q, — obciazenie (poprzeczne)

w=wg —uogolnione przemieszczenie (ugigcie belki od scinania)

GA/k - sztywnosc¢ $cinania przekroju (modut Kirchhoffa % pole przekroju/k)

1. Podstawowe zalozenie — roOwnanie rézniczkowe rownowagi dla preta niewaz-

kiego:
91 =0

2. Zalezno$¢ catkowa: J'G,-J-EijdV :IQ B dx
V /

3. Rownanie rownowagi:

4. Rownanie geometryczne: B=

2
5. Réwnanie fizyczne: B= 0 c k= A I S_dA

6. Obliczanie naprezen: T, ==

7. Réwnanie rozniczkowe ugigcia pochodzacego od sily poprzecznej

) postaé ogol d E(GA/k)dWQE+ (x)=0
a ostac ogolina. e E— X)=
P g dx 0 d O

dZWQ
dx?

Do _ 0(x)
dx  (GAlk)

b) pret jednorodny i pryzmatyczny: (GA/ k)

¢) przy znanej funkcji sit poprzecznych:

+q,(x)=0
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» Dziatanie momentu skrecajgcego

/\mm_/l
9 (0 m
“()‘—»—»—»—»—» (l)“ X’QE

l ﬂL
M 2& f)ﬁl-i-l aom

X , dx |,

Oznaczenia (definicje)

91— naprgzenie uogolnione (moment skrgcajacy)

e} — odksztalcenie uogolnione (jednostkowy kat skrgcenia)

m - obcigzenie (moment skrgcajacy rozlozony w sposob ciagly)
(1] —uogoélnione przemieszczenie (kat skrecenia przekroju)

GJ; - sztywnos¢ przekroju (modut Kirchhoffa X moment bezwtadno$ci na skrecanie)
t — funkcja deplanacji (deplanacja nieskrgpowana = skrgcanie swobodne)

1. Podstawowe zatozenie — hipoteza ,,sztywnych” przekrojow:

up =0t(xy,x3) =0t(y,2); up =—0x;x3 =-0xz; w3 =0x;xp =0Oxy

2. Zalezno$¢ catkowa: J’Jijgij av = J'im 6 dx
vV /
3. Rownanie réwnowagi: % +m(x) =0
x
4. Rownanie geometryczne: = c;_L,U
X
M
5. Rownanie fizyczne: =—
fizy G,
6. Obliczanie naprezen:
Tyy = d—F; T, = —d—F; przy czym 9 =2J'F(y,z)dA ,
dz dy )

gdzie F(y,z) = funkcja naprezen spetnia rownanie 0%F (v,zF — 2GO ;
z warunkiem brzegowym F(y,z)=0; y,zUc

7. Réwnanie rozniczkowe kata skrecenia:

a) posta¢ ogolna: igﬁlq d—wgﬂn(x) =0,
dx T odx
. . d’y _
b) pret jednorodny i pryzmatyczny: GJ, —tm (x)=0,
dx
¢) przy znanej funkcji momentu skrgcajacego: ay _ M .
dx GJ,
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Jednoczesne dziatanie sity normalnej i momentu zginajacego

» Obliczanie naprezen. O$ obojetna

Ostateczny efekt jednoczesnego dziatania sily normalnej i momentu zginajacego w pretach liniowo-
sprezystych mozna uzyska¢ z wykorzystaniem zasady superpozycji. W przypadku dowolnych osi $rod-
kowych naprezenia wyraza wzor:

o =0l oM =N _ Mydys t MoJy o MyJs+ Mo
A =T Iy, =5

a w przypadku gtownych osi srodkowych (J,, = 0) wzér upraszcza sig do postaci:

N M, M,
Oy =—-——=y+—1=z
A J, Jy

Wzory powyzsze nie zawieraja w zasadzie zadnych nowych elementow. Okazuje si¢ jednak, ze réwno-
czesne dziatanie sily normalnej i momentu zginajacego mozna interpretowac jako dziatanie sity normal-

nej przytozonej nie w osi ciezkosci przekroju, lecz w punkcie o wspdlrzednych yy i zy obranych w ten
sposob, by M, = Nzy; M, =-Nyy.Wtedy
a O
o, NG INY L 2NEO
A .2 2 E
ly
Jest to wzor na tzw. mimos$rodowe dziatanie sily normalnej. Wspotrzedne yy 1 zy nazywamy odpowiednio

mimosrodami sity normalnej wzglgdem osi z i y, natomiast i, oraz i) oznaczaja tzw. gldwne promienie
bezwladnosci przekroju:

=y Asiz =yJ. 1A

Roéwnanie osi obojetnej wynika z przyrownania oy do zera:

.2 l'2
1+y]\£y+Z]\272 0 lub +_=1 , gdzie yO__lL, ZO:_L'
i i Yo 2o YN ZN

z

y

Praktyczne uwagi dotyczace mimosrodowego dziatania sity podtuzne;j:
— 0§ obojgtna przy mimosrodowym dziataniu sily normalnej nie przechodzi przez $rodek cigzkosci
przekroju,
— w $rodku cigzkosci przekroju wystgpuje naprgzenie Oy = N/A,
— §rodek cigzkosci przekroju lezy zawsze migdzy osig obojgtng a punktem przytozenia sity normalne;.
—1im yyizy sa wigksze, tym o$ obojgtna lezy blizej srodka cigzkos$ci przekroju.

Mozna wykazac, ze pekowi osi obojetnych przechodzacych przez dany punkt A odpowiadaja punkty
przytozenia sity N lezace na linii prostej. W przypadku szczegolnym, gdy sita przemieszcza si¢ wzdtuz
prostej przechodzacej przez $rodek cigzkosci przekroju, osie obojetne przesuwaja si¢ roéwnolegle. Spo-
strzezenia te jest wykorzystywane do konstrukcji rdzenia przekroju.

e Rdzen przekroju

Os$ obojetna jest linig dzielaca przekrdj na dwie czesci: rozciagana i Sciskana. Tak jest, jezeli o§ obo-
jetna przecina przekroj. Jezeli 0§ obojetna nie przecina przekroju, to wystepuja naprezenia jednakowego
znaku. Czgsto interesuja nas przypadki, w ktoérych przekrdj moze przenosi¢ tylko naprezenia jednego
znaku. Chodzi wowczas o wyznaczenie tzw. rdzenia przekroju, tzn. takiego obszaru przylozenia sily
normalnej, by napr¢zenia Oy byly tego samego znaku. W celu wyznaczenia rdzenia przekroju nalezy spo-
rzadzi¢ pokrycie wypukte przekroju. Wowczas punktom przylozenia sity podtuznej na granicy rdzenia
odpowiadaja osie obojetne pokrywajace si¢ ze stycznymi do tego pokrycia.

Sa dwa sposoby wyznaczania rdzenia przekroju.
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Sposob I (na podstawie definicji rdzenia). Dla osi obojetnych, stycznych do obwiedni konturu
przekroju, wyznaczamy wspotrzedne przylozenia sity podtuznej y, = —iz2 / Yo, Zp = —iJZ, zo . Symbole
Yo» zo odpowiadaja tutaj znanym wspolrzednym odcinanym na gtéwnych osiach bezwladnosci przekroju
przez poszczegolne styczne. Przy duzej liczbie osi obojetnych mozna wyznaczy¢ ksztalt i rozmiary rdze-
nia z zadang doktadnoscia W przypadkach, gdy obwiednia jest wielobokiem, rozpatrujemy tylko osie
obojetne pokrywajace si¢ z kolejnymi bokami wieloboku. Rdzen przekroju jest wtedy réwniez wielobo-
kiem, a granicg rdzenia otrzymujemy taczac liniami prostymi wyznaczone punkty y,., z,..

Sposob Il (na podstawie liniowosci rownania osi obojgtnej wzgledem yy 1 zp ). Przykladamy sitg
podtuzna w punktach lezacych na obwiedni przekroju. Punktom przytozenia sity podiuznej odpowiadaja
osie obojetne styczne do rdzenia przekroju. Dostatecznie duza liczba punktow przytozenia sity pozwala
wyznaczy¢ rdzen przekroju. Gdy obwiednia jest wielobokiem, site¢ przyktadamy tylko w wierzchotkach
wieloboku. Odpowiadajace tym polozeniom osie oboj¢tne tworza granicg rdzenia przekroju.

Uwagi dotyczace rdzenia przekroju:

— pojecie rdzenia przekroju ma sens w odniesieniu do materiatu liniowo-sprezystego,
— rdzen przekroju mozna wyznaczy¢ nie precyzujac wartosci sity podtuznej N,
— rdzen przekroju jest zawsze zbiorem wypuktym,
— krzywoliniowej obwiedni odpowiada krzywoliniowa granica rdzenia,
—jesli pokrycie wypukte przekroju jest wielobokiem, to i rdzen jest wiclobokiem.
— rdzen przekroju symetrycznego jest rOwniez symetryczny.

» Materiat liniowo-sprezysty przenoszacy naprezenia tylko jednego znaku

Jesli material sprezysty jest zdolny do przenoszenia naprezen tylko jednego znaku, to do obliczenia
napregzen normalnych spowodowanych przez mimosrodowe dziatanie sity stosuje si¢ inne metody. Jest to
przypadek tzw. wigzow jednostronnych. Problem taki jest nieliniowy i bardzo trudny. Jego rozwiazanie w
ogo6lnym przypadku wymaga nader wyrafinowanych metod matematycznych. W praktyce zagadnienie
takie wystepuje podczas obliczania naprezen Sciskajacych bezposrednio pod fundamentem, gdyz styk
fundamentu z gruntem nie przenosi naprezen rozciagajacych. Gdy sita lezy w rdzeniu, a jej znak odpo-
wiada naprgzeniom, ktore przenosi materiat, to wszystkie przytoczone wyzej wzory sa nadal stuszne.
Zwro¢my uwage na to, ze poprawny wykres naprgzen normalnych musi spetnia¢ dwa warunki:

— sumy rzutow sil, tzn. objetos¢ bryly naprgzen rowna si¢ sile wypadkowe;j
— sumy momentow, tzn. Srodek cigzkosci bryty naprezen odpowiada punktowi przytozenia sity wy-
padkowe;j.

Warunki te nabieraja szczegdlnego znaczenia, gdy sita podtuzna jest przytozona poza rdzeniem. W li-
teraturze przedmiotu znane jest tylko rozwiazanie przypadku przekroju prostokatnego o wymiarach b X 4,
obciazonego sita N przylozona na osi przekroju w odleglosci ¢ od boku b. Punkt przytozenia sity lezy
poza rdzeniem przekroju, tzn. ¢<h/2-h/6 =h/3. Wowczas najwigksze co do modutu naprezenie
Ockstr WYstepuje na krawedzi przekroju:
2N
3bc

Podczas stosowania tego wzoru trzeba pamigtac, ze rozwazane zagadnienie jest nieliniowe i nie obowia-
zuje zasada superpozycji.

Ockstr =

» Warunek projektowania. Obszar dopuszczalny
W nawiazaniu do metody naprezen dopuszczalnych warunek projektowania w obecnosci wylacznie na-
prezen normalnych polega na spetnieniu nieréwnosci:

~Odop < O < Odop.

Warunek ten w przypadku jednoczesnego dziatania sily normalnej i momentu zginajacego pociaga za
soba ograniczenie sit wewngtrznych, stosownie do wzoréw na ekstremalne naprezenia w skrajnych wtok-
nach przekroju:
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- N M
~9dop =T <Odops Wy =y /2
g

N _
_O-dopsj-'-_so-dopa wy —Jy/Zd,
d

przy czym osie y i z pokrywaja si¢ z gldownymi osiami bezwladnosci przekroju, a Ugop >0, U&'Op >0

oznaczaja odpowiednio naprezenia dopuszczalne na $ciskanie i rozciaganie. W przestrzeni sit przekrojo-
wych N 1 M nierdwno$ci powyzsze ograniczaja pewien tzw. obszar dopuszczalny. W zadaniach linio-
wych jest to rownoleglobok, ktérego wnetrze odpowiada réoznym parom N 1 M speliajacym warunek
wytrzymatosciowy. W zadaniach nieliniowych obszar dopuszczalny moze by¢ ograniczony brzegiem
krzywoliniowym. Taki przypadek wystepuje czasami podczas projektowania fundamentu. Zadaniem pro-
jektanta jest takie dobranie wymiardéw przekroju, by dla wszystkich schematéw obciazenia sity przekro-
jowe miescity si¢ wewnatrz obszaru dopuszczalnego.

Podstawy teorii pretéw cienkosciennych Wiasowa

Jezeli przekroj poprzeczny preta sktada sig z elementdow (np. prostokatow lub wycinkdéw pierscienia) o
grubosci duzo mniejszej od gabarytow przekroju, to taki pret nazywamy cienko$ciennym. Przekroj cien-
ko$cienny powstaje w ten sposob, ze wzdhuz pewnej krzywej plaskiej (tzw. linii $rodkowej) przemieszcza
si¢ srodek odcinka g (o dlugosci statej lub zmienne;j), prostopadly do tej krzywej. Konce odcinka g tworza
krawedzie $cianek przekroju. Ogolnie biorac, grubos¢ scianki moze by¢ zmienna, tzn. g = g(c), przy czym
c jest wspotrzedna krzywoliniowa odmierzang od pewnego punktu linii sSrodkowej. Druga wspotrzedna,
prostopadta do linii srodkowej (wzdtuz grubosci $cianki), oznaczamy symbolem 7, a trzecia wspotrzedna
x pokrywa sig z osia preta. Niezaleznie od powyzszego w plaszczyznie przekroju wprowadza sig srodko-
wy uktad wspotrzednych y i z.

Jezeli linia $rodkowa jest krzywa zamknigta, to otrzymujemy przekroj cienkoscienny zamknigty; gdy
jest krzywa otwarta, to mamy przekrdj cienko$cienny otwarty. Teoria pretéw cienkosciennych Wiasowa
jest w istocie rzeczy uproszczong teoria dlugich powtok cylindrycznych i w swej standardowej formie
dotyczy pretow cienkosciennych o przekroju otwartym. Teoria Wiasowa shuzy przede wszystkim do
uwzglednienia reakcji wigzow wynikajacych ze skrgpowanej deplanacji przekroju.

» Zafozenia

Teoria Wilasowa opiera si¢ na dwoch zasadniczych zatozeniach kinematycznych:

1) przekroje poprzeczne preta ulegaja deformacji tylko w kierunku osi x (tzw. hipoteza sztywnego
przekroju poprzecznego — zalozenie z teorii skrecania swobodnego de Saint-Venanta),

2) odksztatcenia postaciowe powierzchni srodkowej sa rowne zeru, tzn. y,. =0.

» Charakterystyki wycinkowe przekroju cienko$ciennego
Wspdtrzedna wycinkowa
c

W(R,0) = J’ h(c)de [m?],
0

gdzie A(c) oznacza odleglos¢ bieguna R od stycznej do linii srodkowej w punkcie o wspdtrzednej ¢, od-
mierzanej od pewnego punktu poczatkowego O lezacego na linii srodkowej, zgodnie z ruchem wskazo-

wek zegara. Po zmianie bieguna z potozenia R(yp,zp) do polozenia R*( YRt Zpt ), przy stalym punkcie

poczatkowym

O(vo, z0), wspotrzedna wycinkowa punktu M(y, z) zmienia si¢ stosownie do zaleznosci:
*
W(R ,0) = W(R,0) =(zp+ =2p)(¥ ~¥0) +(¥pr —Vr)(Z ~2)).
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*
Wspodtrzedna wycinkowa punktu M po zmianie punktu poczatkowego z potozenia O do potozenia O
oblicza si¢ wedtug wzoru:

W(0") = w(0) = W, (0),

gdzie W, (0) jest wspotrzedna wycinkowa punktu o obliczona przy zatozeniu, ze punkt poczatkowy

przyjeto w punkcie O.
Wycinkowe parametry geometryczne przekroju cienkosciennego:
— wycinkowy moment statyczny

Se =J'w dA [em*],
A

— wycinkowe momenty odsrodkowe
Joy =J’ay dA [em’], Jg =Iaz d4 [em’],
A A

— wycinkowy moment bezwtadnosci

Jo =J'w2 dA [em®].
A

* Gtowne wspotrzedne i charakterystyki wycinkowe przekroju cienkos$ciennego
Glowne wspotrzedne wycinkowe odnosza si¢ do bieguna glownego S, wzgledem ktorego znikaja wy-
cinkowe momenty odsrodkowe (tzn. Jg,, =Jg =0), oraz do glownego punktu poczatkowego G, dla

ktorego wycinkowy moment statyczny jest rowny zeru (tzn. S, =0). Jezeli wycinkowe momenty od-

srodkowe 1 wycinkowy moment statyczny sa obliczone dla bieguna R(yg, zg) 1 punktu poczatkowego O,
to wspotrzegdne bieguna gléwnego yg i zg oraz wspolrzedna gtéwnego punktu poczatkowego wg wy-
znacza si¢ z zaleznoS$ci:

Jox Joy Sw
= -, Zg =zZp ———, W5 =—.
Ys = VR Jy N R J, G 4

Biegun gléwny S pokrywa si¢ ze srodkiem §cinania, omowionym w rozdziale 11.

* Naprezenia normalne. Bimoment

W teorii Wiasowa przyjmuje sig, ze napre¢zenia normalne 0y na grubosci Scianki sa state. Jesli przyj-
miemy gtowne srodkowe osie bezwladnosci y, z oraz gtdéwne wspotrzedne wycinkowe przekroju, to waz-
ne sa nastgpujace zaleznosci:

N :J-O'di :EIAA :EIAL’Z;C()(); A :uA;c(x) :i;
A

E A
" " My
M, = I 0,2dA = E\J K, = =E1J,ws(x); K, =-wg(x) :EI_J;
A y
_ _ _ n . o _ MZ )
M, = —J’ O ydd =ErJK; =Evs ()5 K =vs(x) =2=
A 1 z
— - - " — " - B -— E
B —IUXWA—Elekw—Elew (x); Kep=¢"(x) = ; By = 5
A EyJg 1-v

W zaleznosciach tych A,k ,, Kk, kg, oznaczaja odpowiednio odksztatcenie osiowe, krzywizng wzgle-

dem osi y, krzywizng wzgledem osi z oraz ,.krzywizng skretng”. Z kolei i, ,vg, wg, (x) oznaczaja od-
powiednio przemieszczenie gldownego punktu zerowego wzdhuz osi preta, przemieszcezenie Srodka skre-
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cania w kierunku osi y, przemieszczenie Srodka skrgcania w kierunku osi z oraz kat skrecenia. Wielko$é B
jest tzw. bimomentem, charakterystycznym dla teorii Wiasowa.

Podstawowy wzor na obliczenie napre¢zen normalnych 0y w przekroju cienko$ciennym ma postac:

M
A 270, T

Ostatni sktadnik prawej strony tego wzoru, charakterystyczny dla pretow cienkosciennych, tworzy uktad
napregzen samorownowazacych sig, tzn. sity normalne i oba momenty zginajace, pochodzace od tych na-
prezen, sg zawsze rowne zeru.

* Naprezenia styczne. Moment gietno-skretny
Naprezenia styczne w teorii Wiasowa - podobnie jak w teorii pretow zwartych - maja charakter drugo-

rzedny. Sa one roézne od zera, mimo ze z drugiego zatozenia teorii Wlasowa (Y, = 0) mozna by wniosko-

waé, ze T, = 0. Bezkrytyczna akceptacja tego wniosku uniemozliwitaby jednak spetnienie rownan row-
nowagi.

Rozklad naprezen stycznych na grubosci $cianki nie jest znany. Wobec powyzszego przyjmujemy, zZe
sktadaja si¢ one z najprostszych postaci funkcji nieparzystej T, i parzystej T, :

Tre(x,6,n) =Ty(x,0) +T,,(x,n),
gdzie T oznacza napr¢zenie $rednie, stale na grubosci $cianki, a T, jest liniowa jednorodna funkcja
wspotrzednej n (—g(c)/2<n<g(c)/2):
29, (x)
Jg(x) ’

gdzie 901, jest momentem odpowiadajacym skrgcaniu swobodnemu (tzw. moment

T, =T7,(x,n)=-n

de Saint-Venanta), a Jg jest momentem bezwladno$ci na skrecanie. Dodajmy, ze moment skrecajacy 901,

pochodzacy od od naprgzen T,, jest rowny tylko potowie momentu skrecania swobodnego:

m, = —2ITVn dA.
A

Znak minus wynika stad, ze przyjety wczesniej dodatni zwrot naprezen T,, daje moment lewoskretny.

Wzor na naprgzenia Ty zbudowano na podstawie rownania rownowagi rzutéw sit na o$ x, wzoru na
napr¢zenia normalne oraz zaleznosci rézniczkowych pomigdzy momentami zginajacymi a sitami po-
przecznymi. Ostateczna postac tego wzoru jest nastepujaca:

0y (0S.(0) _ 0:(0Sy(©) | My, (1)S(c)

T 0) = Telx.c) ==~ J,8(c) J0g(©)

gdzie T,,(x,c)jest naprgzeniem stycznym pochodzacym od dos¢ rzadko wystepujacych obciazen rowno-
legtych do osi x, a fmrw (x) ma sens momentu skrecajacego. Znaczenie pozostaltych symboli jest analo-

giczne do wzoru na obliczanie naprezen stycznych podczas zginaniu; momenty statyczne dotycza pola
odcigtego biezaca wspotrzedna c. Znaki minus w cztonach pochodzacych od sit poprzecznych wynikaja z
odmiennej umowy znakéw. Moment Dﬁrw (x) oblicza sig z zaleznosci:

fUt(Tw) =-B'(x) +szS _QyZS'

Jesli moment skrecajacy obliczymy nie wzgledem s$rodka cigzkosci przekroju, lecz wzgledem bieguna
gtéwnego S, to momenty pochodzace od sit poprzecznych sa rowne zeru. Obliczony w ten sposdb mo-

ment skrgcajacy (tzw. moment gietno-skretny) oznaczamy przez 91, Calkowity moment skrgcajacy obli-
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czony wzgledem bieguna gtéwnego g jest zatem suma momentu pochodzacego od skrgcania swobod-
nego 9, i skrecania skrepowanego I,

Mg =9, +M,,, przy czym I, = —B'(x).

Znak minus we wzorze wynika z przyjetej umowy znakow.

* Roéwnania rézniczkowe funkcji bimomentu i kata skrecenia. Warunki brzegowe

B"(x) =9 [B(x) =mg(x),
v — 2 " — mS (X) 1 2 - GJS
Y (x)-9° " (x) —Ele , gdzie Eily

Symbol mg oznacza roztozone w sposob ciagly obciazenie momentem skrgcajacym. Pierwsze z rownan
stosujemy wowczas, gdy dane sa statyczne warunki brzegowe, drugie - przy kinematycznych warunkach
brzegowych.

Najczesciej spotykane warunki podparcia pr¢tow cienkosciennych uzywane
w rownaniu IV rzedu na kat skrecenia (U sa nastepujace:

a) podparcie widetkowe:
Y=0,B=0 - ¢"=0,

b) sztywne zamocowanie uniemozliwiajace deplanacje:
Y=0,u=0 - ¢'=0,

¢) koniec swobodny, wolny od naprgzen:
B=0 - ¢"=0, Mg=0 - —E}J, " +GJ, '=0 lub W' -9 ' =0.

Statyczne warunki brzegowe wystgpuja w tych nielicznych przypadkach, gdy znamy rozktad naprezen
normalnych na koncu preta. Jezeli w punkcie M przekroju poczatkowego (x = 0) jest przytozona sita sku-
piona P réwnolegta do osi x, to warto§¢ brzegowa bimomentu stosownie do jego definicji:

B(0) =_[0x(0)OlH'A = PI &c—cyy) wld =P [y,
A A
gdzie przez d(c — cpy) oznaczono delte Diraca, a przez wys wspodtrzedna wycinkowa punktu M.

* Zaleznosci energetyczne

J-O-l]gljdV :J-(NA +Myky +Mzkz +Bkw +£Utv9)ds
Vv s

Wzor ten obowiazuje dla dowolnego materiatu, jesli sa spetnione zatozenia kinematyczne teorii Wiasowa.
Dlatego znikaja sktadniki zawierajace sity poprzeczne i moment gi¢tno-skretny. Dla materiatu liniowo-
sprezystego otrzymujemy:

Oar2 2 2 2 20
U:lJ'DN + My oM B +9ﬁy s,
2 J HE4 EJ, EJ, EJ, GJg
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albo U= % J’ (E\AN +E[J K3 +E1J K2 +EJ K g +GJ0%) ds.
S

Prety silnie zakrzywione

Pretem silnie zakrzywionym nazywamy pret, ktorego pierwotny promien krzywizny jest dostatecznie
maly. Miara zakrzywienia jest stosunek A/, gdzie h oznacza wymiar poprzeczny preta (wysokose), a
poczatkowy promien krzywizny preta nieodksztatconego. Rozktad odksztatcen w obrebie przekroju preta
silnie zakrzywionego odbiega w istotny sposob od rozktadu liniowego przyjmowanego w pretach prosto-
liniowych i stabo zakrzywionych.

* Kinematyka

Przyjmiemy, ze o$ preta jest krzywa plaska, przekroj preta jest staty, a plaszczyzna wyznaczona przez
0§ preta pokrywa si¢ z ptaszezyzna symetrii przekroju preta i ptaszczyzna obciazenia poprzecznego.

Z zasady ptaskich przekrojow wynika, ze rozktad odksztatcen liniowych &(z) na wysokosci przekroju
jest nieliniowy (hiperboliczny):

L

Ta

rn=A n:Add)
ro ds

B4 .
&(z)=A+k I:-Ir—,gdme k = 1
r+z r
W powyzszych wzorach A jest odksztalceniem liniowym osi przekroju, & — zmiana krzywizny, » — pier-
wotnym promieniem Krzywizny osi preta, 7, — promieniem krzywizny odksztalconej osi preta, ¢ — krzy-
woliniowa wspotrzedna katowa punktow osi preta, ds — elementem dlugosci osi preta przed odksztatce-

niem, 1) — przyrostem kata obrotu przekroju, z — odlegloscia danego punktu od osi pregta w ptaszczyznie
przekroju.

» Naprezenia
Zaktadamy, ze materiat preta jest liniowo-sprezysty. Naprezenia normalne 0y(z), odpowiadajace od-
ksztalceniu &(z), oblicza si¢ z zaleznosci:

M 2
O'S(Z)z%+ Ay+ J r+z , gdzie J;=rj' Z_dA.
r. J r+z r+z
y

Symbolem J ; 0znaczono pewien zastgpczy moment bezwtadnosci przekroju preta silnie zakrzywionego.
Trzeba doda¢, ze hiperboliczny rozktad naprg¢zen oy(z) daje wyniki tylko nieznacznie rozniace si¢ od
wartosci Scistych, uzyskanych na gruncie teorii sprezystosci.

Dla naprgzen stycznych Ty i Ty, przyjmujemy, ze wystarczajaco doktadne sa znane wzory dla preta o
osi prostoliniowe;j.

W pretach silnie zakrzywionych wystepuja dosy¢ znaczne promieniowe napre¢zenia normalne oy. Dla

r/h = 1 naprezenie 0, moze sigga¢ nawet 20% wartosci naprezen Oy.

« Zaleznosci fizyczne

Zmiang krzywizny i wydluzenie osi prgta wyrazaja wzory:
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=y N M
EJY’ EA rEA’

%
y
Z zaleznosci tych wida¢, ze podczas czystego zginania (M = const, N = 0) oprocz zmiany krzywizny k
wystepuje rowniez wydtuzenie osi preta A. Oznacza to, ze towarzyszy temu przesunigcie osi obojetnej w

kierunku srodka krzywizny preta oraz pojawienie si¢ naprezen normalnych w srodku cigzkosci. Zjawiska
te sa charakterystyczne dla pretow silnie zakrzywionych.

» Zalezno$ci energetyczne

Catkowa posta¢ iloczynu naprezen 0y, 1 odksztatcen €; po pominigciu naprezen 0 mozna zapisaé
nastepujaco:

Ia,jel-j =I(N)\ +Mn +0B) ds.

V s

Zaleznos¢ ta jest stuszna dla dowolnego materiatu.
W przypadku preta liniowo-sprezystego mozemy zbudowaé funkcje energii sprezyste] wilasciwej

WoN, M) i WA, n) wykazujace whasno$ci potencjatu. Funkcje te przybieraja postaé:

N2 NM | M?* | M? 0?
+ + + + ,
2FEA EAr 2F4r? 2EJ* 2GA/lk)

WU(NnMaQ):

1 s 1 A 1 2

We(A,n,B) =—=EAA +_EJ*@7—— +—(GA/k)B~.
2 2 r 2

Latwo sprawdzié, ze

aWG:A’ aWG:n, _aWU =Boraz%=N, %: , %:Q
N oM 40 oA an o8

Obie funkcje energii Wy i We sa zawsze dodatnie. Rolg uogélnionych naprezen odgrywaja tu sity we-
wngtrzne N i M, a rolg uogodlnionych odksztatcen wielkosci kinematyczne A i 1.
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