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16. €« A
KONSTRUKCJE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

16.1. METODA SIL

16.1.1. Obliczanie sit wewnetrznych

Z rozwazan poprzedniego rozdzialu wynika, zZe istnieje Scisty zwiazek migdzy statyczna
wyznaczalnos$cia a geometryczna niezmienno$cia konstrukcji. Konstrukcja statycznie niewyznaczalna jest
uktadem przesztywnionym, przy czym stopien przesztywnienia jest rowny stopniowi statycznej
niewyznaczalnosci, czyli liczbie brakujacych réwnan niezbednych do okreslenia pola statycznego.

Podstawowa metoda obliczania konstrukcji statycznie niewyznaczalnych jest tzw. metoda sil.
Wywodzi si¢ ona z nastgpujacego rozumowania. Konstrukcje¢ statycznie niewyznaczalna mozna
przeksztalci¢c w wyznaczalna (w tzw. uktad podstawowy) przez usunigcie odpowiedniej liczby wigzow i
dodatkowe jej obciazenie reakcjami tych wigzow (tzw. silami nadliczbowymi). Liczba usunigtych
wigzOW réwna si¢ stopniowi statycznej niewyznaczalnosci, a wartosci sit nadliczbowych musza by¢ takie,
by byly spetnione kinematyczne warunki cigglosci (zgodnosci) przemieszczen.
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Rys. 16.1

Rozwazymy konstrukcje dwukrotnie statycznie niewyznaczalna, przedstawiona na rys. 16.1a. Przy
przyjmowaniu ukladu podstawowego mamy duzo swobody, gdyz uktadow takich jest nieskonczenie
wiele. Przyjmiemy uktad podstawowy zobrazowany na rys. 16.1b. Jest on statycznie wyznaczalny i
geometrycznie niezmienny. Reakcje usunigtych wigzéw oznaczymy przez X; i X,. Na obciazenie uktadu
podstawowego sktadaja si¢ zardwno obciazenia zewngtrzne ¢ i1 P, jak i sity nadliczbowe X; 1 X;.
Poniewaz przyczyny (tzn. sity nadliczbowe) i skutki (sity przekrojowe, reakcje) sa powiazane liniowymi
roOwnaniami réwnowagi, niezaleznie od charakterystyki fizycznej materialu obowiazuje zasada
superpozycji zapisana zaleznos$ciami (15.3). Z zaleznosci tych otrzymujemy nast¢pujace wyrazenia na
wielkosci statyczne w uktadzie niewyznaczalnym:

R=R0+R1X1 +R2X2,

N = N0+N1X1 +N2X2,
=0+ X1+ DXy,
M= M0+M1X1 +M2X2,

(@)

gdzie indeksem O oznaczono wielkos$ci statyczne wystgpujace w statycznie wyznaczalnym uktadzie
podstawowym, wywolane przez obciazenie zewngtrzne, natomiast indeksy 1 i 2 odnosza si¢ do wielkosci
statycznych w uktadzie podstawowym wywolanych odpowiednio przez obciazenia X;=1 1 X,=1.
Wymienione wyzej wielkosci statyczne zestawiono na rys. 16.2. Wzor (a) opisuje nieskonczenie wiele
statycznie dopuszczalnych reakcji i pol sit wewngtrznych, gdyz wartosci nadliczbowe X; i X, sa na razie
niewiadome.
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Rys. 16.2

Zwroé¢my uwage, ze w ukltadzie statycznie wyznaczalnym stan X; = 1 jest réwnoznaczny z
wystgpowaniem reakcji podporowych R; oraz sit wewngtrznych Ny, Q) i M. W konstrukcji statycznie
niewyznaczalnej uktad sit R;, N, Q;, M, pozostaje zatem w rownowadze z zerowym obcigzeniem
zewngtrznym. Pod wpltywem czynnikow zewngtrznych (obciazenie, temperatura, bledy wykonania,
osiadanie podpo6r) uktad niewyznaczalny zdeformuje si¢. Miara tej deformacji sa rzeczywiste uogélnione
odksztalcenia A, B, k i zwiazane z nimi rzeczywiste przemieszczenia uogolnione u, w, ¢ oraz rzeczywiste

osiadania podpor A;. Poniewaz sity Ry, Ni, O;, M, sa statycznie dopuszczalne, a uktad A, B, &, u, w, @ 1

A*f jest kinematycznie dopuszczalny, wige wielkosci te spelniaja rownanie pracy wirtualnej (14.4) w

uktadzie statycznie niewyznaczalnym:

"

J'(le + OB + Mk )ds =J'(qx1u Fqawrmye)ds+ Y RpiAy.

S S f
Po uwzglednieniu, Ze obciazenie zewngtrzne jest rowne zeru, tzn. g, = g-; = m,; = 0, otrzymujemy bardzo
wazna zaleznos¢:

*
®) [ (Vi + 0 + Mik)ds = 3" Ry
s f
gdzie symbol catkowania dotyczy wszystkich pretow konstrukeji, a sumowanie przedstawia pracg reakcji

Ry na rzeczywistych przemieszczeniach podpor Ajv w uktadzie statycznie niewyznaczalnym.

Analogiczna zalezno$¢ mozna utozy¢ dla stanu X; = 1. Dysponujemy zatem nast¢pujacymi rownaniami:
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© J.(N,-k+Ql-[3+Ml-k)ds—ZRﬁA; —0, i=1,2.
s 7

Roéwnania (c) sa poszukiwanymi rownaniami ciaglosci lub tzw. warunkami zgodnos$ci przemieszczen.
Odnotujmy, ze zalezno$¢ (c) obowiazuje dla kazdego materiatu pod warunkiem, ze jest stluszna zasada
zesztywnienia, czyli gdy przemieszczenia sg bardzo mate.

Aby wyznaczy¢ wartosci sit nadliczbowych, trzeba sprecyzowac zaleznosci fizyczne. Dla pretow
wykonanych z materiatu liniowo-sprezystego zaleznosci te przyjmuja postac (por. wzory (15.6)):

k:%+ko:é-(NO+N1X1+N2X2)+X°,

0 o k Y O.X e B

(d) B—MJFB —a'(QoJle 1+ O X))+,
M o 1 0
K:E'FK :E'(MO+M1X1+M2X2)+K .

Po podstawieniu zaleznosci fizycznych (d) do réwnan ciaglosci (¢) otrzymujemy uklad réwnan
algebraicznych do wyznaczenia sit nadliczbowych:

Alle +A12X2 +A10 = 0,

(e) A
21X1 + 800 X5 + Ay =0,
gdzie
Aikzj'[Nka+ Q% +MiMkjds, i k=1,2,
EA  (GAlk) EJ
(f) S

v ()l o) g o T

N

Uktad rownan (e) nosi nazwe réwnan kanonicznych metody sil. Jest to uktad rownan liniowych ze
wzgledu na niewiadome sity nadliczbowe X; i X;. Liniowo$¢ uktadu rownan kanonicznych wynika z
faktu, ze materiat wszystkich pretow konstrukeji jest liniowo-sprezysty. Liniowe cechy materiatu nadaja
wspotczynnikom Ay wlasno$¢ symetrii, polegajaca na tym, ze A, = Ay, Wlasno$¢ ta wynika z twierdzenia
0 wzajemnosci Bettiego (por. p.5.4), gdyz wspdlczynniki Ay maja sens przemieszczen. Z budowy
zaleznosci (f) wida¢ bowiem, ze wspotczynnik Ay oznacza przemieszczenie punktu przylozenia
jednostkowej sity nadliczbowej X; wywotane sila nadliczbowa dzialaniem X,=1 w ukladzie
podstawowym. Wyraz wolny A, jest natomiast przemieszczeniem punktu przyltozenia sity X; wywotanym
przez dziatanie czynnikéw zewngtrznych w uktadzie podstawowym. Kazde z réwnan kanonicznych
wyraza zatem fakt, ze przemieszczenie wzgledne w kierunku dziatania danej sity nadliczbowe;j jest rowne
zeru. Odnotujmy, ze liczba rownan kanonicznych (tzn. warunkéw zgodno$ci przemieszczen) jest rOwna
liczbie niewiadomych sit X;.

Dla ilustracji obliczen metoda sit wyznaczymy sity nadliczbowe X; i X, oraz sporzadzimy ostateczne
wykresy sit sa wykonane z dwuteownikow walcowanych, a ukos$ny pret (tzw. zastrzal) potaczony
przegubowo jest rura o statym przekroju (por. rys. 16.1a):

— stupy (IPE 140): A=16,40-10"m? J= 541-10"%m* k=275,
— rygiel (IPE 220): A=3340-10"m% J=2770- 10" m*, k= 2,80,
— zastrzat (rura 100/4):  A=12,06-10"*m* J= 139-10°m",
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Wszystkie prety sa wykonane ze stali o module sprezystosci £ = 2,0 - 10* kN/m” oraz module $cinania
G=0,75 - 10° kN/m”.
Sztywnosci poszczegdlnych przekrojow wynosza:

Stupy
EA=2-10%-16,4-107* = 32,8 -10* kN,
GAlk=0,75-10% 16,4 -107%2,75 = 4,45-10* kN,
EJ=2-10*-541-10" = 0,1082 -10* kKN-m?,
Rygiel
EA=2-10°-334-10"* = 66,8 -10* kN,
GAlk=0,75-10% 33,4 -10%2,80 = 8,95-10*kN,
EJ=2-10%-2770 -107® = 0,554 -10* kKN-m?,
Zastrzal

EA=210%-12,06 -107* 24,12 -10* kN.

Wspodtczynniki Ay oraz A, obliczymy wedlug wzordw (f) z wykorzystaniem wykresow sit
wewnetrznych podanych na rys. 162 (A°=0, 8°=0, k*=0, A; =0):

08%-4 0623 125 06%-4 0823
+ + + + +
328 668 2415 445 895
L 24:3:05-067-24  2.4-4-05-0,67 _
0,1082 0,554
—0,078+0,016+ 0,207 + 0,323+ 0,214 + 53,235+ 13,863 = 67,72 m/ kN,

10% Ay =

10% A1, = 10 Ay, = (08016714 0 0 06(-0294
32,4 668 24,12 4,45
0 -24-4.05-067 0
+ + +
8,95 0,1082 0,554
2.0,1672-4 02526 0 2-025%-4 0,167°-6
+ + + + +
328 668 24,12 4,45 8,05
L 2:1:4:05-067 1.6-05-0.67 _
0,1082 0,554
=0,0068+ 0,0056 +0,1112 ++0,0186 + 24,6457 + 3,6101 = 28,3992 (kN - m) .
_(-08-4):(=259) 0 0 (-06-4-24)
328 66,8 24,12 4,45
L (20.8:3)-(<108-05)  (-96:4-05-0,67-24)
8,95 0.1082
. 162-3-0,5-0,67-2,4—36-32-0,125-0,67-3-2,4-0,5 _
0,554
—2526-12.94+14,48—2839,19 + 529,86 = —2282,53 m.

=0,016-0,135—-29,575 = -29694 kN_l,

104 Ay, =

10% A

_ 0.167-4(259 - 65)  (0.25-6)-(=2.4)  (0.25-4)-(-24)
32,8 66,3 4,45

0,167-6-0,5-(151-65) 1-4-0,5-96-0,67

+ + +
8,95 0,1082
. 258-6-0,67 —36-6%-0,125-0,67-6-0,5
0,554

=3,94+054+4,6+54+1182,99 + 346,57 = 1544,24rad.

10% - Ayg
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Uktad réwnan kanonicznych (e) przybiera postac:

67,72 X —29,69 Xy = —Ayq-10%,
~29,69 X; +2840 X, = —Ayg-10%,

a jego rozwigzanie mozna wyrazic, jak nastgpuje:

284-(=Ajg) —29,69- Ay
67,72 28,40 — 29,692
67,72-(=Ayg) —29,69- Ay

1074 x, = 10 = -0,0285- Ay — 0,065+ Ay .
67,72 28,40 — 29,69

1074 x, ~0,02726- A — 0,0285- Ao ,

Po podstawieniu warto$ci Ajg 1 Ay otrzymujemy sity nadliczbowe:

X1 =-0,02726 (-2282,53) — 0,0285 -1544,24 = 18,2 kN,
X> =—-0,02850 -(—2282,53) — 0,0650 -1544,24 = -35,3 kNm.

Ostateczne wartosci reakcji i sit wewngtrznych mozna wyznaczy¢ za pomoca réwnan (a). Innym
sposobem jest ponowne obliczenie uktadu podstawowego poddanego dzialaniu obciazen zewngtrznych
oraz znanych juz sit nadliczbowych X;

i Xz. Reakcje i sily wewngtrzne w uktadzie niewyznaczalnym podano na rys. 16.3.
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Rys. 16.3

Z przytoczonych rachunkéw widaé, ze zginanie ma dominujacy wplyw na wartosci wspotczynnikow
uktadu rownan kanonicznych. Wniosek ten trzeba stosowac z duza ostroznoscia, bo sa konstrukcje, w
ktorych rownie istotny jest wpltyw wydluzen. Do takich konstrukcji naleza np. tuki ze Sciagiem
(rys. 16.4a). Poniewaz $ciag ma na ogot stosunkowo maty przekroj, wptyw jego wydtuzenia jest bardzo
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istotny i nie mozna go pomina¢. Podobnie jest w kratownicach (rys. 16.4b), w ktorych wydtuzenia pretow
sa jedyna przyczyna pojawienia si¢ przemieszczen. Wplyw sit poprzecznych jest z reguty bardzo maly i
nicomal zawsze mozna go pominaé. Wyjatek stanowia belki lub ramy wykonane z bardzo krgpych pretow
(np. fundamenty ramowe pod turbogeneratory), w ktorych stosunek wysokosci przekrojow do rozpigtosci
jest rzedu 1/10.

a)

e T o 1 /

¥ Y A

Rys. 16.4

16.1.2. Ogdblne sformutowanie metody sit dla konstrukcji pretowych

W poprzednim podrozdziale sformutowano metodg sit dla konstrukcji ptaskich obciazonych w swej
ptaszczyznie. W ogdlnym przypadku n-krotnie statycznie niewyznaczalnej konstrukcji przestrzennej
wystepuje sze$¢ uogolnionych naprezen Y i sze$¢ uogolnionych odksztatcen e; (j =1, 2, ..., 6):

(1] = 0,030, 3,.0..
fej}={1.By.B..0.k k.

Zasadg superpozycji dla reakcji Ry i sit wewnetrznych ¥; mozna zapisa¢ nastgpujaco (por. wzory (a) z p.
16.1.1):

(16.1)

n n
Ry =Rpo+ ) RpX;, Y= Yo+ ) VX, (16.2)
i=1 i=1
gdzie R; oznacza f-ta reakcje, a Yj; j-ta sile wewngtrzna w przyjetym uktadzie podstawowym, wywotane
stanem X; = 1.
Uogolnieniem zaleznosci (¢) z p. 16.1.1 sa rownania zgodno$ci zapisane nastgpujaco:

6
J| 20 |ds =2 Ry -8y =0, i=1.2,0m (16.3)
s \Jj=1 f

Zaleznosci (16.2) i (16.3) sa stuszne dla konstrukcji wykonanych z dowolnego materiatu, wykazujacych
mate przemieszczenia. Wartosci sit nadliczbowych mozna jednak obliczy¢ dopiero z chwila okreslenia
wlasnosci fizycznych materiatu.

Dla konstrukcji wykonanych z materiatu liniowo-sprezystego zwiazki fizyczne mozna zapisaé
nastgpujaco (por. wzor (15.6a)):

Y.
0 i1

e; = +ej, J ,2,...,0, (16.4)

J
D;

gdzie D; oznacza wektor sztywnosci przekrojow pretow:

{D;}={EA,GAVk,,GA I k,,GJy, EJ BT, (16.5)
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a e? sa uogolnionymi odksztatceniami wywotanymi przez wptywy niemechaniczne.

Po podstawieniu réwnania (16.1) do zwiazkéw fizycznych (16.4) otrzymujemy:

0 .
e;=[(Yjo+YX)/ Dj|+ef, j=12,...6 (16.6)

Uwzglednienie tych rownan w warunkach zgodnosci przemieszczen (16.3) prowadzi do uktadu réwnan
kanonicznych metody sit:

n
ZAik'Xk +80=0, i=L2,..,n, (16.7)

gdzie

6
YiYi
Aik:Aki:J > Jll)J ds,
N

.:1 J
/ (16.8)

6
AiO:'[ in(ﬁ*ej] dS—ZRﬁ'Af'
s J A

j=1

16.1.3. Obliczanie przemieszczen konstrukcji liniowo-sprezystych.
Kontrola kinematyczna

Zatdézmy, ze w statycznie niewyznaczalnym i liniowo-spre¢zystym uktadzie pretowym sa obliczone sity

wewngtrzne Y;, wywolane przez obciazenia zewngtrzne oraz odksztatcenia niemechaniczne e? i

przemieszczenia podpor A*f. Nalezy obliczy¢ uogolnione przemieszczenie A, (przesunigeie lub kat

obrotu) przekroju usytuowanego w punkcie .
Do rozwiazania tak sformulowanego problemu wykorzystujemy bezposrednio rownanie pracy
wirtualnej (14.6). Warunki zadania pozwalaja okres$li¢ uogolnione odksztatcenia uktadu statycznie

niewyznaczalnego: e; =e? +Y;/D;. Odksztalcenia te oraz stowarzyszone z nimi przemieszczenia
konstrukcji (w tym przemieszczenia podpor A Y poszukiwane przemieszczenia A;) sa kinematycznie

dopuszczalne, gdyz spelniaja warunki ciaglo$ci. Trzeba skonstruowaé odpowiednie statycznie
dopuszczalne wirtualne pole sit. Mozliwosci jest tu nieskonczenie wiele. Najwygodniej jest jednak
przyjac¢ pole odpowiadajace uktadowi statycznie wyznaczalnemu. Uktad ten obciazymy uogolniona sita

wirtualna P, = 1, wykonujaca prace na poszukiwanym przemieszczeniu A;. Stan P, = 1 wywoluje w
ukltadzie statycznie wyznaczalnym sity wewngtrzne ij i reakcje podpor R ' - Rownanie pracy wirtualnej

(14.6) ma zatem postac:

lub po wykorzystaniu wyrazenia na e;:

1 :I ZYJI{ +e J ds—ZRfk Af (16.9)

s LJ=1
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Wzér (16.9) stanowi rozwiazanie postawionego zadania. Zwréémy uwage na to, ze przyjety uklad
statycznie wyznaczalny jest zupetnie dowolny i moze ro6zni¢ si¢ od uktadu podstawowego.
Dla ilustracji powyzszych wywodow obliczymy przemieszczenia poziome punktu 1 w obliczonej juz

konstrukcji statycznie niewyznaczalnej z rys. 16.1a. Pole sil wewngtrznych {YJ} = {N, 0,0,0, M, O} W
ukladzie statycznie niewyznaczalnym przedstawiono na rys. 16.3. Odksztalcenia e? =0 oraz

przemieszczenia podpor Ajf =0.

N ® B

\ &

Rys. 16.5

Uktad statycznie wyznaczalny przyjety do obliczania przemieszczenia A, jego obciazenie wirtualne
Fl , reakcje ﬁfl i sity wewngtrzne I_/j1 = {0, 0, Q O,M ,0} ilustruje rys. 16.5. Sita wirtualna f_’l =1 jest

zaczepiona w punkcie 1 i ma kierunek poszukiwanego przemieszczenia. Dzigki stosownie przyjetemu
schematowi wyznaczalnemu catkowanie obejmuje tylko jeden pret. Na podstawie wzoru (16.9)
otrzymujemy:

o= [|o(Z) 7 () -

_(88-4)-(=1)  4-4-05-0,67-353
4,45-10% 0,1082-10%

Y

=79-1074 +1740-107* = 0,17479 m.

Przemieszczenie to jest bardzo duze i stawia pod znakiem zapytania zarowno stosowalno$¢ zasady
zesztywnienia, jak i techniczna przydatnos¢ konstrukcji. Konstrukcja jest zbyt wiotka. Nalezatoby wigc
powtorzy¢ obliczenia przyjawszy wigksze przekroje pretow.

Umiejetnos¢ obliczenia przemieszezen konstrukcji statycznie niewyznaczalnej pozwala sprawdzi¢ te
obliczenia. Mozna bowiem skontrolowaé, czy rzeczywiscie sa spetnione warunki ciaglosci w wybranych
punktach konstrukcji. Sprawdzimy przyktadowo, czy wzajemny kat obrotu przekrojow prawego shupa
ramy jest rowny zeru. W tym celu obierzemy taki schemat wyznaczalny, w ktorym moze wystapic¢
wzajemny kat obrotu wybranego przekroju stupa. Przyjmijmy, ze przekroj ten jest usytuowany w punkcie
C (rys. 16.6). Zatem w punkcie tym nalezy wprowadzi¢ przegub, a jako obciazenie wirtualne przyjac¢ dwa

momenty skupione P- =1 dziatajace na obie czgéci konstrukcji, rozdzielone przegubem.
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L=3m { =6m h

N
R
JE
>

i}
Wl

h
h-a
Rys. 16.6

Poszukiwany wzajemny kat obrotu Ac obliczymy z réwnania (16.9), w ktorym dla uproszczenia
uwzglednimy tylko wplyw momentéw zginajacych. Wykres momentéw rzeczywistych przedstawia
rys. 16.3d, a wirtualnych — rys. 16.6. Mamy wigc:

- 17-4-05-0,67-1,33
I'ACZ 1 +
0,1082-10
,222.7-6:05-0,67-133-36-6-0,125-0,67-6-133-05
0,554-10*

~353-4-0,5-0,67-133

) =0,02786 + 0,02950 — 0,05785 = — 0,00049 rad = 0.
0,1082-10

Kontrola wykazala zatem, ze obliczenia sa poprawne. Zwro¢my uwageg, ze w przypadku badania
innych przemieszczen, np. kata obrotu na podporze B, poziomego przesunigcia podpory A lub kata
wzajemnego obrotu dowolnego przekroju prawego shupa, wykresy momentéow wirtualnych sa
geometrycznie podobne do wykresu z rys. 16.6. Przemieszczenia te beda wige takze rowne zeru. Trzeba
jednak doda¢, ze powyzsze sprawdzenie nie gwarantuje, ze cato$¢ obliczen jest poprawna, gdyz nie
obejmuje ono wszystkich fragmentow konstrukcji i wszystkich mozliwych przemieszczen.

Opisana wyzej metoda sprawdzania nosi nazwe kontroli kinematycznej.

16.2. METODA PRZEMIESZCZEN

16.2.1. Ogdéiny opis metody

W metodzie przemieszczen konstrukcje pretowa traktujemy jako pewien skonczony zhior weziow, z
ktorych kazdy ma okreslong liczbe stopni swobody. Za wezly (por. rys. 16.7) uwazamy niewielkie
fragmenty konstrukcji zawierajace zazwyczaj wszystkie punkty zatamania osi (np. punkty 2 i 6), punkty
w ktorych zbiega si¢ wigksza liczba pretow (punkt 4) i punkty podporowe (punkty 1, 8 i 9).
Niejednokrotnie dogodne jest wyodrebnienie weztow zawierajacych punkty nagtej zmiany przekroju
(punkt 7) i punkty przylozenia obciazen skupionych (punkt 5). Weztem moze by¢ réwniez fragment
zawierajacy dowolnie obrany punkt lezacy na osi preta (np. punkt 3).
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Czesé 3 16. KONSTRUKCJE STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE 10

Rys. 16.7

Elementy miedzyweztowe nazywamy pretami. Numery pretéw ramy z rys. 16.7 zapisano w kotkach.

Z uwagi na bardzo mate wymiary we¢zly mozna traktowaé jako bryly (tarcze) sztywne lub punkty
materialne. W przypadku konstrukcji ptaskiej wezty, w ktorych cho¢by dwa prety sa potaczone w sposob
sztywny, sa tarczami sztywnymi (wezly 2, 3, 4, 5, 7, 8). Wezly zawierajace przeguby sa punktami
materialnymi (wezty 1, 6, 9). Wezly sztywne na plaszczyznie maja zatem co najwyzej trzy stopnie
swobody (dwa przesunigcia i obrot), a wezly przegubowe — co najwyzej dwa stopnie swobody (dwa
przesunigcia).

Podpory konstrukcji odbieraja weztom pewna liczbg stopni swobody. Przegubowy wezet podporowy
1 oraz sztywny wezet podporowy 8 sa wigc weztami nieruchomymi. Przegubowy wezet podporowy 9 ma
z kolei tylko jeden stopien swobody. Pozostate wezly maja pelna liczbg stopni swobody. Uktad wigzow
przyjety narys. 16.7 odpowiada w sumie osiemnastu stopniom swobody (5 -3 +1-2+ 1 = 18).

Po obciazeniu konstrukcji kazdy z weztow sig¢ przemiesci. Potozenie weztow w konfiguracji po
odksztatceniu opisuja uogodlnione przemieszczenia Uj, U,,..., Ujs, odniesione do globalnego uktadu
wspotrzednych X, Y i odpowiadajace catkowitej liczbie stopni swobody (rys. 16.8). Przemieszczenia te sa
wielkos$ciami niewiadomymi w omawianej metodzie.

Y

o)

A

Rys. 16.8

Do wyznaczenia warto$ci przemieszczen wezlow wykorzystuje si¢ rownania rownowagi weziow.
Roéwnania te odpowiadaja sumie rzutdow sit na kierunki wyznaczone przez wektory przesuni¢é oraz sumie
momentow wzgledem osi katow obrotu danego wezta. Catkowita liczba rownan réwnowagi pokrywa sig
zatem z liczba niewiadomych przemieszczen. Dla przyktadu napiszemy rownania réwnowagi wezta 4

(rys. 16.9):
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ZPX =0: R1(4) +R1(8) +R§3) P

> A=0: RY+RP 4RO =R, (16.10)
> M =0 R +RY = Y

W réwnaniach (16.10) 131"4",}’2”4" 1 P3"4" sa bezposrednimi obciazeniami wezta 4, a wielkos$ci RE-’")

oznaczaja reakcje dziatajace na konce preta m, taczacego si¢ z weztem 4. Warto$¢ indeksu j ustala sig
wedtug zasad podanych w nastgpnym punkcie.

Opisana metoda ma sens dopiero wowczas, gdy reakcje pretow zapiszemy jako funkcje przemieszczen
sasiednich weztéw. Posta¢ tych funkcji zalezy od usytuowania preta, wymiardOw geometrycznych,
wlasnosci fizycznych materialu oraz warunkow brzegowych danego preta (por. p. 16.2.3).

N

a) C) /q
g | ool frowfm

mmn

L l

b) | * ~

Rys. 16.10

SR\

¥
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Catkowita liczba niewiadomych stopni swobody wezlow nazywa si¢ stopniem kinematycznej
niewyznaczalnosci konstrukcji. Uktadem kinematycznie wyznaczalnym jest zatem konstrukcja o zerowej
liczbie stopni swobody, czyli konstrukcja, w ktorej wszystkie wezty sa nieruchome (tzn. U, = U, =...= U,
= .. = 0). Przyklady konstrukcji kinematycznie wyznaczalnych zamieszczono na rys. 16.10.
Kinematyczna wyznaczalno$¢ uktadu z rys. 16.10c wynika z symetrii konstrukcji i obciazenia.

W podsumowaniu dodamy, ze metody przemieszczen i sil stanowia dwie podstawowe metody
obliczen konstrukcji. Metoda sit stuzy do obliczania konstrukcji statycznie niewyznaczalnych, przy czym
jako niewiadome wystgpuja wielkosci statyczne, a rownania tej metody wyrazaja zgodnosé
przemieszczen. Metoda przemieszczen stuzy do obliczania uktadow kinematycznie niewyznaczalnych,
przy czym niewiadomymi sa tutaj uogélnione przemieszczenia weztdw, a roOwnania kanoniczne tej
metody maja sens rOwnan rownowagi. Warto zwroci¢ uwage, ze metoda przemieszczen mozna obliczy¢
rowniez uklady statycznie wyznaczalne, podobnie zreszta jak i metoda sil oblicza si¢ uktady
kinematycznie wyznaczalne.

16.2.2. Globalne i lokalne uktady wspétrzednych

Rozwazmy pret prostoliniowy wyodrgbniony mys$lowo z konstrukcji. W konfiguracji pierwotne;j
konce tego preta sa wyznaczone punktami i, k. Po obciazeniu pret ulega deformacii, a jego konce
przyjmuja potozenie 7', k' (por. rys. 16.11).

-X

Rys. 16.11

Aktualne potozenie przyweztowych przekrojow preta opisuja uogolnione przemieszezenia Uy, U,, Us,
Ui, Us 1 Us, odniesione do globalnego uktadu wspolrzgdnych X, Y. Na koncu prgta w konfiguracji
aktualnej dziataja reakcje Ry, R,, R3, R4, Rs 1 Rg, rowniez odniesione do uktadu globalnego.

Odksztalcenia i reakcje prgta mozna analizowaé takze w lokalnym uktadzie wspotrzednych x, y.
Poczatek tego uktadu przyjmiemy w punkcie i, przy czym o$ x pokrywa si¢ z osig prgta w konfiguracji
pierwotnej. Przemieszczenia przekrojow przyweztowych w uktadzie lokalnym opisuja sktadowe uy, u,,
us, U, Us 1 U, a reakcje opisuja sktadowe ry, r,, 73, 74, ¥5 1 16.
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Z rysunku 16.11 wynikaja nastgpujace zalezno$ci migdzy sktadowymi przemieszczen w obu uktadach:

u; =U; -cosa + U, -sina,

uy =-Uj -sina + U, - cosa.,

u3 =Us,
. (16.11)
uy =Uy -cosa +Us -sina.,
us =—-Uy -sino + Ug - cosa.,
ug =Usg.
Zalezno$¢ t¢ mozna zapisac krocej:
6
;=Y Cin-Up, j=12,..,6, (16.11a)
m=1
gdzie C;,, oznacza elementy macierzy kosinusow kierunkowych. Macierz ta ma postac:
[ cosa.  sina 0 0 0 0]
—sino.  cosat 0O 0 0 0
[Cinl= 0 0 1 0 00 (16.12)
Jm 0 0 0 cosa sina 0
0 0 0 —sina cosa O
0 0 0 0 0 1

Po wyrazeniu wartosci U; z ukfadu globalnego przez wartosci u,, z uktadu lokalnego (j, m =1, 2, ..., 6)
otrzymujemy:

Uy =uy -cosa —u, -sina.,

U, =uy -sina +uy -coso.,

U3 =us,
_ (16.13)
Uy =uy -cosa —usg-sina.,
Us =uy -sina + us - cosa.,
U6 =Ug
lub krocej:
6
Uj=Y Cim-tty, j=1,2,..,6, (16.13a)
m=1
gdzie macierz [Z’ jm] jest macierza odwrotna do macierzy [C jm] :
— -1
[cjm]:[cjm] : (16.14)
Podobne zaleznosci zachodza dla reakcji R; 1 7,
6
Tj :ZC./‘m'Rm’ (16.15)
m=1
6 —
Rj=chm.rm, j=12,..,6. 6.16)
m=1
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16.2.3. Wzory transformacyjne.
Macierz sztywnosci preta w ukladzie lokalnym

W punkcie 16.2.1 stwierdziliSmy, ze budowa zwiazkéw R/(U,) zalezy od usytuowania preta,
wymiardw geometrycznych, wtasnosci fizycznych materiatu oraz warunkow brzegowych danego preta.

Skoncentrujemy si¢ na analizie zaleznoSci ri(u,) w ukladzie lokalnym, co pozwoli zaniedbac
chwilowo wplyw usytuowania preta wzgledem uktadu wspotrzednych globalnych. Jakosciowe cechy
relacji r(u,,) zaleza od modelu fizycznego preta oraz rzedu wartoSci przemieszezen. Jesli material preta
jest liniowo-sprezysty, a przemieszczenia weztlow sa bardzo male, to zaleznosci r(u,,) sa liniowe. Dla
duzych przemieszczen konieczne jest rozroznienie konfiguracji poczatkowej 1 aktualnej oraz
sprecyzowanie charakteru obcigzen (konserwatywne lub niekonserwatywne). Funkcje r(u,,) sa wowczas
nieliniowe. Ten sam efekt wystepuje dla materiatow fizycznie nieliniowych. Najwicksze trudnosci
napotykamy w materialach, w ktoérym zaleznosci o(g) sa nieodwracalne (np. w materialach sprezysto-
plastycznych). Konieczne sa wtedy dodatkowe informacje o obciazeniach konstrukcji (charakter wzrostu
obciazenia, kolejnos¢ przyktadania obcigzen itp.).

W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do analizy najprostszych przypadkow liniowych, odpowiadajacych
nastgpujacym zalozeniom:

— pret jest pryzmatyczny (4, J = const),

— material preta jest liniowo-sprezysty 1 jednorodny (£ = const),

— przemieszczenia koncoéw preta (tj. przemieszezenia sasiednich wezlow) sa bardzo mate,

— obowiazuje hipoteza Bernoulliego (prety sa dostatecznie smukle).

Rozwazymy pret i—k przedstawiony na rysunku 16.12. Po obciazeniu catej konstrukcji pret przyjmuje
potozenie i'-£', a dowolny punkt b lezacy w odleglosci x od poczatku lokalnego uktadu wspotrzednych x,
y przyjmuje polozenie b'. Polozenie to okre§laja wspoOlrzedne wektora przemieszczenia u(x) i v(x).
Analizowany problem rozwiazemy za pomoca rownan rézniczkowych na funkcje u(x) i v(x).

E—

Rys. 16.12
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W mysl rownania (14.26); mamy:
dN
(@) ——==qx(%).
dx
Poniewaz
b) N:EAX:EAQ,
dx
wiec
d ( duj
c —| EA—| =—q,(x).
(©) A ) = 4x ()
Dla funkcji v(x) obowiazuje rownanie rozniczkowe linii ugigcia:
d* . d*v
(d) —(EJ—j =q,(x).
dx? dx? g
Dla preta pryzmatycznego i jednorodnego EA4 = const i EJ = const. Wowczas réwnania (¢) i (d)
upraszczaja si¢ do postaci:
2
du__4x(x) , (16.17)
dx? EA
4 X
dv_4,() (16.18)
dx* EJ
Roéwnania te uzupelnimy warunkami brzegowymi:
u(0)=uy, u(l)=uy, (16.19)
v(0) =uy, v(I) = us,v'(0) = uz, v'(l) = ug. (16.20)
Rozwiazaniem og6lnym rownania (16.17) jest funkcja:
u(x) = u’(x) + By + Byx, (16.21)
gdzie u’(x) jest catka rownania niejednorodnego, spetniajaca jednorodne warunki brzegowe:
120y =u(1) = 0.
Wobec tego state catkowania B i B; obliczamy z warunkow brzegowych (16.19):
Bi-0+By=uy,
Bl'l+30:u4, StE{d Bl=(u4—u1)/l, B():Lll.
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Zatem
u(x) = uO(x) +up + ”4_;”1 - X. (16.22)
Rozwiazaniem ogolnym réwnania (16.18) jest funkcja:
v(x) =v0(x) + Cy + Cx + Cyx? + C3x°, (16.23)
gdzie v'(x) jest catka rownania niejednorodnego spetniajaca jednorodne warunki brzegowe:
v20) =v0() =v2 () =" (1) = 0.
State Cy, C}, C; 1 C; obliczymy z warunkow brzegowych (16.20):
uy =v(0)=v’(0) = Gy,
uy =v'(0)-v"'(0)=Cy,
us =v(D) =0 (D) = uy + luy + 1°C, +1°C3,
ug =v' (D) ="' (1) =u3 + 21C, +31°C;,
skad
CO =Uy, C] =us, C2 :—%(21/{3 +u6 —3@), C3 Z%(L@ +u6 —2@) (1624)
/
Wykorzystamy teraz znane zaleznosci fizyczne.
N =EA-u'(x),
M =—EJ-v'"(x), (16.25)

O=M'(x)=—EJ-v'""(x),

z ktorych obliczymy wartosci N, O i M wystepujace na koncach preta. Uwzglednimy przy tym wzory

(16.22), (16.23) i (16.24):

N(0) = EA- [ °’(0)+”4l”1} N0(0)+EA-u4;ul,

6 _
00)=~E7 v°"‘(0)+663]=Q°(0)—l—§"-(u3+u6—z._“5 |

M =5 [10(©) +26)) = %0 + 2 20y 44315712

[

N(l)= EA- [ O+ Z ”1} N+ E4- 4T l &

o) =—EJ vO'”(l)+6C3]=QO(Z)—3I—2EJ-(u3+u6—2-u5;LQ),

M(l)=—EJ

VO"(1)+2C2 +6C3l] = M()(l)—g(u3 +2u6 _3. Us ;uz)'

(16.26)

Wielkosci statyczne opatrzone indeksem 0 maja sens reakcji brzegowych rlo,..., r60, wywotanych w ukta-

dzie kinematycznie wyznaczalnym przez obciazenie przgstowe (por. rys. 16.13a). Reakcje te mozna obli-
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czy¢ kilkoma sposobami: metoda catkowania réwnan (16.17) i (16.18), metoda sit lub za pomoca twier-

0

dzen energetycznych. Zwro¢my uwagg, ze znakowanie reakcji r;’ nawiazuje do przyjetego lokalnego

uktadu wspotrzednych x, .

a)
rs—.. 3 \ l H’lﬂ‘(‘ -l B
( re 4 E ;
) lr;
D)
Rys. 16.13
W zwiazku z tym
{&}Z{‘N%ma—meyMomLNDULQ%D;JM%D} (16.27)

Pozostate sktadniki wzordéw (16.26) sa tzw. s; + s¢, ktore pojawiaja si¢ wylacznie na skutek wystepowania
przemieszczen u; + ug (por. rys. 16.13b). Na konce preta dzialaja zatem reakcje brzegowe 7; bedace suma

reakcji wyjsciowych rJQ w uktadzie kinematycznie wyznaczalnym oraz sit brzegowych s;:

rj=r) w5y, jm=12...6, (16.28)
przy CZym
{1} = {~ N(0)~0(0), M(0), N(. 0D~ M(D)}. (16.29)

Wzory (16.28) nosza nazwe wzordw transformacyjnych. Wartosci sit brzegowych s;, ktorych dodatnie
zwroty nawiazuja rowniez do lokalnego uktadu wspoétrzednych x, y, ustalamy na podstawie wzordéw
(16.26):

12EJ 66EJ 12EJ 6FEJ
=00~ QO] = Z iy + 0y - 2 g+ 2
3= M(0)~ M°(0) = ’i"-uz+4f"-u3—6E2J.u5+2fJ.u6,
é4 A ! (16.30)
=N()- NOU)——jrzq+—7~ub

ss =0()— Q(l)— Uy — ‘Uz + - Ug,

5 l 2 12 3 Z3 5 12 6
6LJ 2EJT 6EJ 4EJ]

%_[Mm M%ﬂ St S = s
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Zaleznosci te mozna zapisa¢ krocej:

6
5= Kjm s J=1,2,.0,6, (16.30a)

m=1

gdzie [k;,,] = [k,;] = [k] = k nazywa si¢ macierzq sztywnosci preta w ukladzie lokalnym. Budowa tej
macierzy wynika z rownan (16.30):

[ EA/I 0 0 _EA/l 0 0
0 12EJ /13 6EJ/I? 0 “12J/13  6EJII?
0 6EJ /1>  4EJ/I 0 —6EJ/I*> 2EJ/I
k= (16.31)
—EA/l 0 0 EA/l 0 0
0 —12EJ/I° —6EJ/I? 0 12EJ /13 —6EJ />
0 6EJ /1> 2EJ/I 0 —6EJ/I> 4EJ/I |

Macierz sztywnosci k sktada si¢ zatem z czterech podmacierzy:

[k(ii)] [ k(ik)]
k= . (16.31a)
K] k)

Warto zwroci¢ uwage, ze macierz sztywnosci preta (16.31) mozna rowniez zapisaé w innej postaci,
dogodnej w obliczeniach ,,recznych’:

a 0 0 —-a O 0
0 b d 0 -6 d
0 d c 0 -d e
k= (16.32)
—a 0 0 a 0 0
0 -b -d 0 b —-d
| 0 d e 0 -d c |

gdzie a=FA/l, b=12EJIF, c¢=4EJIl, d=6EJF, e=2EJ/l

Wzory transformacyjne (16.30) wykorzystuje si¢ do pretow, ktore w punktach i oraz k sg polaczone z
weztami w sposob sztywny (rys. 16.14a). Jezeli na przyktad w punkcie i pret jest potaczony w sposob
przegubowy, to nalezy uwzgledni¢ fakt, ze moment zginajacy w tym punkcie jest rowny zeru, czyli

ry = r30 + 53 = 0 (rys. 16.14b). Warunek r; = 0 mozna traktowa¢ badz jako dodatkowe rownanie,

@ k
— {
b) .
) l k‘
p— 1
o 3= s;= 0
AL Kk,
K= 56=0
Rys. 16.14
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badz jako rownanie stuzace do wyeliminowania kata u;. W pierwszym wypadku reakcje r30 1 macierz

sztywno$ci odpowiadaja pretowi obustronnie utwierdzonemu, a dla dodatkowego niewiadomego kata
obrotu #3 dochodzi jedno rownanie r3(u,,) = 0 (por. przyktad liczbowy w p. 16.2.9). W drugim wypadku

liczba niewiadomych pozostaje taka sama, natomiast reakcje rj(-) (j=1,2,...,6) i macierz sztywnoSci
modyfikuja si¢ stosowanie do warunkow brzegowych. Omowimy te druga ewentualno$¢ dla przypadku z
rys. 16.14b. Poniewaz na podporze przegubowej r30 =0, wiec s3(u,,) =0, czyli

3uy +21-uz3 —3us +1-ug =0,
skad

(e) uy = 2Ll-(—3u2 +3us — 1 - ug).

Uwzglednienie rownania (e) w zalezno$ciach (16.30) prowadzi do wyniku:

oo EA _EA
1 / 1 / 45
s 3EJ " 3EJ " +3EJ "
2= 27 ) 465
I P ?
S3=0,
EA EA (16.33)
Sg=——— Ul +—Uy,
l l
§ 3EJ " +3EJ " 3EJ "
5= Tz UWyT—a—Us T ——Ug,
3 & ?
3EJ 3EJ 3EJ
S = 7 Uy — / “Us + / “Ug.

Jezeli przegub wystepuje w punkcie k (rys. 16.14c¢), to s¢(u,,) = 0, czyli
Buy +1-uz —3us+21-ug =0,
skad
()] Ug = ! “(“3uy +3us —1-u3).

T2l
Zaleznos¢ (f) stuzy do wyeliminowania kata us z rownan (16.30), ktore modyfikuja si¢ do postaci:

1 ! 1 ! 4 5

o _3EJ  3EJ - 3E

2= ) 3~ 5>
& 12 &

o _3EJ  3E] - 3E]

7 Rk (16.34)
EA A

4T T

o __3EJ  3EJ - 3E]

5=~ 2~ Tu3 TUs,
2 12 P

S6 =O.

W podobny sposéb mozna otrzymywa¢ zaleznosci s;(u,,) 1 macierze sztywnosci dla innych warunkow
podparcia preta.
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16.2.4. Macierz sztywnosci preta w ukladzie globalnym

Wyrazimy obecnie reakcje brzegowe R; przez przemieszczenia U,,, odniesione do globalnego uktadu
wspotrzednych. Punktem wyjscia sa tu rownania (16.16) oraz zaleznosci (16.29):

6 6
Ri = Cim-rn= Y Cim(ry +5y)
m=1 m=1
lub po rozpisaniu
R = (rlo + 51) cosaL — (rzo +5,)sina.,
Ry, = (rlo +5))sina — (r20 +57)cosa,
0

R3 =ry +53,
(@)

Ry = (r40 +54)cosa — (r50 + 85)sina,

Rs = (rf +54)sina + (r50 + 55) cosaL,

R6 =I’60 + S¢-

Sily brzegowe s,, mozna wyrazi¢ przez przemieszczenia brzegowe u; wedtug zaleznosci (16.30), w ktorej
uwzglednimy tylko niezerowe elementy macierzy sztywnos$ci w uktadzie lokalnym:

81 = kyyuy + kyquy,

8y = koguy + ka3t + kostis + kagg

®) 83 = kg + k3zuz + kssus + ksgu,

4 = kguy +kaquy,

85 = ksputy + ks3us + kssuis + ks,

S = k62u2 + k63l/l3 + k65u5 + k66u6.

Przemieszczenia u; odniesione do uktadu lokalnego mozna z kolei za pomoca wzoréw (16.11) wyrazi¢
przez przemieszczenia U,, w ukladzie globalnym. Po podstawieniu wzoréw (16.29) do zaleznosci (b), a
tych dalej do zaleznosci (a) otrzymujemy poszukiwane zalezno$ci R(U,,):

0 .
Ri(U)=RY+S;(Uy,),  jm=12,...,6, (16.35)
gdzie:
0 ¢ ~ 0
R} =>"Cjp-ry, (16.36)
p=1

6
SiUm) =Y KjUp, (16.37)

m=1

a K;,, oznacza elementy macierzy sztywnosci preta w globalnym uktadzie wspotrzednych. Macierz
sztywnosci jest symetryczna (tzn. Kj,, = K,,; ) 1 przybiera postac:

k@ kps? (hy—kp)as ks kiqe” (hia~ks)5 ks |
(ki —kn)es k52 ke ke (ha—hos)eS ks thase kot

{Kim}=|  —ksps kyye ks — k35§ kss¢ kg (16.38)
k@ +kspS® (kg —ks)TS  —ksyS Jage” +hssT (kay —kss)es  —ksgS
kgt k)5 ks +hspc® ke (kag —kss)GS hyys? +ksse ksl

—kgos kerc ke3 —kesS kesc ke
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przy czym s =sinol, ¢ =cosd. .

Wzory (16.35) sa wzorami transformacyjnymi zapisanymi w globalnym uktadzie wspotrzednych X, Y.
Macierz (16.38) mozna zapisaé jeszcze inaczej:

[ a* d* —e* —a* —d* —e*|
d* b* f* _d* _b* f*
_e* f* C* e* _f*, g*

wa=| L e (16.380)
—d* —b* —f* d* b* —f*
_e* f* g* e* _f* e*
gdzie
a*=a00s2a+bsin2a=ﬂ-cos2a+ 3 -sinzoc,
/
b*=asin2a+bcos20c=ETA-sin20c+123EJ-COSZOL,
! (16.39)
4EJT . EA 12EJT) .
c*=c=——, d=(a—-b)sina cosa = T— 3| sina cosa,
/
e*=dsina=@sina, f*=dcosa, g*=e:g.
/

16.2.5. Uwagi o obliczaniu kratownic

W uktadach kratowych wszystkie wezty sa weztami przegubowymi. Jezeli obcigzenia sa przytozone
tylko w wezlach, to prety przejmuja tylko sity normalne. Okoliczno$ci te pozwalaja na znaczne
uproszczenie obliczen. Jako niewiadome odpadaja katy obrotu weztdw, a w macierzy sztywnosci preta

jedynymi niezerowymi elementami sa sktadowe k,,, k,,, k , 1k,
[ EA/I 0 0 —EA/l 0 O]
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
k= (16.40)
—EA/l 0 0 EA/l 0 0
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0]

Praktycznie biorac, macierz sztywnosci dla elementu kratownicy ma wymiar 4x4, gdyz trzecia
kolumng i trzeci wiersz oraz szdsta kolumng i szosty wiersz mozna wykresli¢. Uwaga ta dotyczy rOwniez
zaleznosci (16.38), opisujacej macierz sztywnosci w uktadzie globalnym.

16.2.6. Macierz sztywnosci konstrukcji

Wykorzystanie wzordéw transformacyjnych w rownaniach réwnowagi wszystkich weztéw prowadzi do
réwnan metody przemieszczen. W celu uzyskania ostatecznej postaci rownan tej metody konieczne jest
wprowadzenie globalnej numeracji wszystkich skladowych wektora przemieszczen, dokonanie agregacji
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macierzy sztywnosci poszczegolnych pretow, prowadzacej do globalnej macierzy sztywnosci calej kon-
strukcji, oraz uwzglednienie warunkéw brzegowych. Warunki brzegowe mozna uwzgledni¢ na rdzne
sposoby. Zazwyczaj kolumny i wiersze macierzy odpowiadajace zerowym przemieszczeniom usuwa sig,
a w przypadku statycznych warunkéw brzegowych uwzglednia si¢ dodatkowe rownania, redukujace licz-
be niewiadomych. Uzyskana w ten sposob globalna macierz sztywnos$ci konstrukcji K jest macierza li-
niowego uktadu réwnan na poszukiwane przemieszczenia U;. Macierzowa posta¢ rownan metody prze-
mieszczen zapisuje sig, jak nastepuje:

KU=P, (16.41)

gdzie P jest wektorem wyrazéw wolnych, wynikajacym z reakcji w uktadzie nieruchomym oraz obciazen
dzialajacych bezposrednio na wezly. Macierz sztywnosci K jest kwadratowa, symetryczna i $cisle
dodatnio okres$lona.

16.2.7. Przyblizona metoda obliczania ram

W wigkszosci konstrukcji ramowych mozna pomina¢ wpltyw wydluzen pretow na wartosci sit
brzegowych. Odpowiada to przyjeciu, ze u; = u,. W konsekwencji nastgpuje wyrazne uproszczenie
obliczen, gdyz sily poprzeczne i momenty zginajace zaleza wowczas tylko od katow obrotu przekrojow
przyweztowych ¢; = u3, ¢ = ug oraz katow obrotu cigciwy preta i (por. rys. 16.15).

Rys. 16.15

Dalsza, bardzo istotna korzys$¢ polega na tym, ze katy @;, ¢, oraz y; nie zaleza od uktadu
wspotrzednych. Przyjmujq zatem takie same warto$ci w uktadach lokalnym i globalnym:

D; =¢@;, Pp=0r, Yir=vi, (16.42)
przy czym

Us—u
Wik ==

W omawianej przyblizonej metodzie przemieszczen wykorzystuje si¢ wzory transformacyjne tylko do
wyznaczenia momentéw zginajacych. Wzory te — stosownie do zaleznosci (16.28) i (16.30) — przyjmuja
postac:

2FT
M, :Mi(l)c +T'(2(Pi O, _3\Vik)’

NEJ (16.43)
M, :Ml(c)i +T'((Pi +20, =3y ;)
Dla prgta, w ktorym podpora i jest przegubowa, a podpora & utwierdzona
(rys. 16.14b), wedtug zaleznosci (16.28) i (16.39) otrzymujemy:
Mik =0,
(16.44)

o 3EJ
My; = My +T'((Pk Wik )s
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a dla preta z rys. 16.14¢ mamy:

o 3EJ
My = My, +T'((Pi “Vir),

(16.45)

Wartosci M, ,~(/)€ oraz M ,?i odnosza sig tutaj do preta kinematycznie wyznaczalnego, przy czym
uwzglednia sig tutaj obecnos¢ przegubow brzegowych (p. i lub k).

Rys. 16.16

Modelem kinematycznym konstrukcji w rozwazanej metodzie przyblizonej jest uktad tarcz sztywnych
polaczonych przegubami. Tarczami sztywnymi sa tutaj prety i wezly sztywne. Na przyktad
przedstawiony na rys 16.16b6 model kinematyczny ramy ma (3¢ — p = 3-5 — 11 = 4) cztery stopnie
swobody. Do unieruchomienia modelu konstrukcji konieczne jest uniemozliwienie obrotow weztow 2 i 3
oraz wprowadzenie dodatkowych prgtow podporowych I i II. Wymienione pregty podporowe zaznaczono
na rys. 16.16b liniami przerywanymi. Poszczegolne mechanizmy niezalezne otrzymujemy przez kolejne
usuwanie kazdego z wezlow. Na rysunkach 16.16¢,d przedstawiono mechanizmy odpowiadajace
obrotom weztow 2 i 3. Odnotujmy, ze obroty weztdw nie wywotuja obrotu pretow. Wynika to stad, ze
wymiary w¢ztow z zatozenia sa bardzo mate. Usunigciu podpory I towarzyszy mechanizm I (lub tzw.

przesuw I — rys. 16.16¢), okreslony przez kat obrotu \|fI = \|/%3. Katy obrotu pozostatych pretow mozna
wyrazi¢ przez kat \4/1 z zalezno$ci geometrycznych. Mechanizm II (przesuw II), odpowiadajacy
usunigciu podpory II (rys. 16.16f), okresla kat \VH =\|/%l3. Ogolnie biorac, katy obrotu pretow sa

superpozycja katow obrotu w poszczegolnych przesuwach, czyli

I 1 L N
Vik =Vik TVik + - AWV T AWk (16.46)
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gdzie N jest liczbg przesuwow.

Rownania kanoniczne przyblizonej metody przemieszczen odpowiadaja rownaniom pracy wirtualnej
rzeczywistych sil na wirtualnych przemieszczeniach pokrywajacych si¢ z niezaleznymi mechanizmami
modelu konstrukcji. Na przyktad obrot wezta i o kat ¢; prowadzi po prostu do rownania réwnowagi

momentow w tym wezle (por. rys. 16.17a):
(Z M,-)-@. = 0. (16.47)
Mechanizm przesuwu L (rys. 16.17b) pozwala zapisa¢ rownanie pracy wirtualnej w nastgpujacej postaci:
D My i+ B-AF =0, (16.48)

gdzie znak sumy rozciaga si¢ na wszystkie prety, a drugi sktadnik wzoru (16.48) symbolizuje prace
obciazenia zewngtrznego na wirtualnych przemieszczeniach.

Liczba rownan (16.47) i (16.48) jest rowna liczbie niewiadomych katow obrotu weztéw oraz
przesuwow. Warto przypomnie¢, ze do utozenia tych rownan wystarczaja tylko wzory transformacyjne
dla momentow zginajacych.

y
; = ¥l
P > Ly
2
Olyg
T LI
Rys. 16.17

Sity poprzeczne i normalne obliczamy z réwnan réwnowagi dopiero po rozwigzaniu uktadu réwnan
kanonicznych i wyznaczeniu warto$ci momentéw przyweztowych. Aby wyznaczy¢ sity poprzeczne,
kazdy z pretow obliczamy jak belke swobodnie podparta, poddang dzialaniu momentéw podporowych i
obciazenia poprzecznego w obrgbie przesta (rys. 16.17¢). Sity normalne obliczamy w ostatniej kolejnosci
na podstawie rownan rownowagi sit dzialajacych na prety i wezly (rys. 16.17d).
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Warto doda¢, ze w ramach metody przyblizonej mozna jednak uwzgledni¢ wptyw wydhuzen tych
pretow, ktorych sztywno$¢ podiuzna jest niewielka (np. $ciag). W tym celu nalezy zbudowaé
odpowiednie mechanizmy i wykorzysta¢ rownania pracy wirtualnej w postaci (16.48).

Pewnego komentarza wymaga sposob uwzglednienia wplywu wydluzen pretéow wywotanych
czynnikami niemechanicznymi (przyrost temperatury A7, bledy wykonania). To, ze prety konstrukeji
moga si¢ wydtuza¢, narusza podstawowe zalozenie metody przyblizonej. Jezeli jednak wydluzenia sa
niewielkie, to mozna przyja¢, ze zaleznosci migdzy katami obrotu pretéw ;; pozostaja takie same.
Przyjmuje si¢ zatem, ze wydluzenia pretow wplywaja jedynie na warto§ci momentow wyjsciowych
M, i(l)c , M l(c)i'

Na rysunku 16.17e przedstawiono kinematyke wynikajacg ze zmiany dlugosci ramy AZI-(,)c w uktadzie
kinematycznie wyznaczalnym. Wystepuja tu tylko wstepne wartosci katow obrotu pretow wl-(}{, gdyz
wezty konstrukcji nie ulegaja obrotom ((pl-O = (p;? = 0). Problem sprowadza si¢ zatem do obliczenia katow

\u,-(}( , Wyznaczajacych wyjsciowe wartosci momentow przyweztowych. Momenty te wynosza:

— dla pretow obustronnie utwierdzonych (wzory (16.43))

, v 6EJ
MY =M, 2_7'\"3" (16.49)

— dla preta utwierdzonego w punkcie k, a przegubowo polaczonego w punkcie i (wzory (16.44))
' ' 3EJ
My =0, My =-== v (16.50)
— dla preta utwierdzonego w punkcie i, a przegubowo potaczonego w punkcie k (wzory (16.45))

0 3EJ 0
My Z—T‘\Vﬁp My; = 0. (16.51)

Calkowite warto$ci katow obrotu pretow ;. sa wiec suma katow \ylg{ 1Y:

0
Vik =V =Vik +V - (16.52)

Najogolniejszym sposobem wyznaczania katow \pl% jest metoda analityczna, przedstawiona w

p. 14.10.2. Rozwazmy pret i—k, ktory jednoczesnie zmienia swa dhugosc o Al° i obraca si¢ o kat \|/0
(rys. 16.17f). Sktadowe przemieszczenia punktu k£ wynosza:
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A=A+, + AN +1, -y,
g ’(‘) 7 ’; f) . . (16.524a)
Ay =AI (L + A1)y O = AL~ 1y °,

gdzie Al)?zAlOcosoc, Alnglosinoc, Iy =lcosa, [, =Isina, przy czym dodatnie wartosci Al°

odpowiadaja wydtuzeniu, a ujemne — skroceniu osi preta.

Stosujac wzory (16.52a) w réwnaniach sumy (ciagtosci) przemieszczen w uktadzie kinematycznie

wyznaczalnym, mozna obliczy¢ wszystkie poszukiwane katy 1-9(. Dla ilustracji utozymy réwnania do

obliczenia wartosci \Vl-(}{ w ukladzie
zrys. 16.17e:

A4x = ZAX = Alloz cosayp + 112 Sil’lOle \|1102 + AZSZ, COSQLy3 +

+ 123 sinoc23 \|183 + AI:?4 CosOl34 + 134 SiIlOL34 ‘Yi3gq = 0,

Ayy = ZAJ’ = Alloz sinotjy — 5 cosalyy -\V102 + Al§3 sinoly3 —
; 0 A0 o 0 _
— 3 cosays o3 + Alyy sinazy — 34 cosaizg W34 =0.

Poniewaz pret 1-2 na skutek zmiany dlugosci nie obraca sig (rys. 16.17¢), bo jest podparty w punkcie 2,
wigc \|1102 = 0. Po uwzglednieniu ponadto, ze o, ,= 90° i
a,,= 0, otrzymujemy nastgpujacy uktad dwoch rownan:

AZSS + Alé)4 CoSOL34 + /34 sinolzy -\|/§)4 =0,

0 0 0 . 0
Alpy = b3 W3+ Alyy sinoizy —[34 c0s0i34 Y34 = 0.
Z tego uktadu mozna obliczy¢ poszukiwane katy obrotu \|133 iy §)4 .

Gdy liczba niewiadomych katow obrotu pretow jest wigksza, zawsze udaje si¢ utozy¢ dostateczna
liczbe réwnan ciaglosci przemieszczen w uktadzie kinematycznie wyznaczalnym. Trzeba jednak dodac,
ze w pewnych przypadkach ram nieprzesuwnych w celu obliczenia momentdw wyjSciowych
wynikajacych ze zmian dlugosci pretow nalezy dodatkowo rozwiazaé odpowiedni schemat statycznie
niewyznaczalny.

16.2.8. Kanoniczna postaé¢ rownan metody przemieszczen

W przypadku liniowosci kinematycznej i1 fizycznej (liniowa sprgzysto$§¢, mate odksztalcenia i
przemieszczenia) rownaniom metody przemieszczen mozna nadaé nieco inna postaé, wynikajaca z zasady
superpozycji. Aby catkowicie unieruchomic poszczegélne wezly konstrukeji, musimy wprowadzi¢ pewna
liczbg wigzow, odpowiadajaca liczbie niewiadomych uogolnionych przemieszczen U,. (k=1, 2, 3, ..., n).
Wprowadzimy pojecie uogolnionej reakcji wigzu i, powstajacej wskutek wymuszenia jednostkowego
uogolnionego przemieszczenia w kierunku wigzu k. Reakcje taka oznaczymy symbolem 7. Korzystajac z
zasady superpozycji, wnosimy zatem, ze catkowita reakcja wigzu i od prawdziwej wartosci
przemieszczenia U, wynosi ry- U,. W uktadzie podstawowym kinematycznie wyznaczalnym (tzn. w
uktadzie nieruchomym, gdzie U,= 0) wystepuja reakcje wiezow i pochodzace od obciazen zewngtrznych.
Reakcje te oznaczymy symbolem R;,. Rownowaga poszczeg6lnych wezlow wymaga, by suma
wszystkich reakcji wigzu i w uktadzie byta réwna zeru. Odpowiada to zaleznoSci:

k=n
D U+ Ry =05 i=1,2,3,...n. (16.53)
k=1
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Réwnania (16.53) tworza tzw. uktad rownan kanonicznych metody przemieszczen o postaci analo-
gicznej do rownan metody sit. ROwnania te sa po prostu rownaniami réwnowagi poszczegolnych weztow,
stanowiacymi esencj¢ idei metody przemieszczen. Blizsze szczegdly tego sposobu budowy roéwnan sa

zawarte w podrecznikach z mechaniki budowli (por. np. [10]).

16.2.9. Przykiad liczbowy

Obliczymy ramg przedstawiona na rysunku 16.18a. Przyjmiemy, Zze material ramy jest liniowo-
sprezysty (E = 2-10° kN/m?), a konstrukcja wykazuje male przemieszczenia. Zaprezentujemy tu zarowno

metodg Scista, jak i przyblizona.

13
N
(2):1PE300 R .
CQ) 8kN/m
1667kNm
* 5 ‘ \(HHHHZ,> X,
6kN -y 1 F
; ‘ 20kN\@ 20KkN § 16.67kNm
L 3m i 3m ‘- 3im ;
’11' ’Jl, } L 5m J'
1
Vi 71 "
Yy

| 316kN 316kN
;Uf E 632kN ‘—72
KN Q49kN
foktim |40 50 4 316m Bldim
6,32m
1y,
X
Y e R® @
2 p3 p(2)
“ ? 1 @
Q(‘) Rs
2 —_—_ 2
B6kN |1 R, @
RM)
1 @
v, Q) R2 Rs
(2)
Re Rgé 3
R’(z) “ @
S pg

Rys. 16.18
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Metoda scista

Rama jest w zasadzie uktadem czterokrotnie kinematycznie niewyznaczalnym, a niewiadomymi sa
przemieszczenia Uy, U, Us 1 Us (rys. 16.18b). Dodatkowa niewidoma jest kat obrotu U; na podporze
przegubowej. Rownania stuzace do wyznaczenia wszystkich wyzej wymienionych niewiadomych sa
rownaniami réwnowagi weztow 1 1 2. Dotyczy to takze dodatkowego réwnania, wyrazajacego fakt, ze
moment zginajacy na podporze 1 jest réwny zeru. Mamy zatem uklad pigciu réwnan o pigciu
niewiadomych (por. rys. 16.18e, f, g):

R =,
1
RV =0,
(a) RV +R® =5,

5() 5) ’
1 2

W celu ulozenia rownan kanonicznych metody przemieszczen nalezy wyznaczy¢ kolejno
wspotczynniki macierzy sztywnosci oraz reakcje wyjsciowe w uktadach lokalnych i uktadzie globalnym.
Efekt tych wstepnych obliczen zestawiamy nizej.

Pret 1 (IPE 260)

A=534-10"*m?, J=5740-10m* EA=1068-10"* kN,
EJ=1148-107* kKN-m?, /=500m, o =-53,130°;

— wspotczynniki lokalnej macierzy sztywnosci (wzory (16.32)):
a=213600-10*kN/m, b=01102-10*kN/m, ¢=09184-10"% kN -m,

d=02755-100* kN, ¢=04592-10"* kKN -m;

— wspotczynniki globalnej macierzy sztywnosci (wzory (16.38a)):
a*=7,76-10* kKN/m, b*=13,710-10"* kN/m, ¢*=0,918-10"* kN-m,

d*=-10,200-10"* kN/m, e*=-0220-10"*kN, £*=0,165-10"* kN,
g*=0,459-10"* kKN -m;

— reakcje wyjsciowe w uktadzie lokalnym:
=0, ) =—20kN, 1 =-16,67kN-m, r{ =0, r¥ =—20kN, ) =16,67 kN - m;

— reakcje wyjsciowe w uktadzie globalnym (wzory (16.36)):
R)=-16kN, RY =—12kN, R)=-16,67kN-m,

RY=—-16kN, RY=—12kN, R{= 16,67kN-m.
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Pret 2 (IPE 300)

A=69,1-10*m?, J=9800-10"m?*, E4=1382-10"%kN;
EJ=1960-10"*kN-m?, 7=6325m, o =18435°;
a=218511-10"*kN/m, 5=0,09297-10"*kN/m, ¢=1,2396-10"*kN -m;
d=0,2940-10"*kN, e=0,6198-10"*kN-m;

a*=19,675-107*kN/m, b*=2,269-10"*kN/m, c¢*=1240-10"*kN -m;
d*=6527-10*kN/m, e*=0,093-10"*kN, f*=0,279-10"*kN,
g*=0,620-10"*kN -m;

W =-316kN, r =-949kN, r =—15kN-m, r=-3,16kN,

P =-945kN, ) =15kN;

RY=0, RY=-10kN, R}=-15kN-m, RJ=-10kN, RY=15KkN.

Zwracamy uwageg, ze reakcje er(l) i rjo(z) (j=1,2,...,6)obliczono jak dla pretow obustronnie

utwierdzonych (por. rys. 16.18¢, d). Po uwzglednieniu obliczonych wyzej warto$ci oraz zwiazkow
(16.38a) wzory transformacyjne (16.35) w uktadzie globalnym dla obu pretow przyjmuja postac:

R 1216 7 [7760 —10200 0220 7760 10200 0220 [,
R | -12 ~10200 13710 0165 10200 —13710 0165 || T,
® R | |-1667 Lot 020 0165 0918 —0220 0165 04%9 \\U,
R ||-16 ~7760 10200 —0220 | 7,760 —10200 —0220|| U,
RO | |12 10200 —13710 —0165 |-10200 13710 —0,65||U,
go| L1667 | [0220 0165 0459 | 0220 -oles 0918 ||U]
o] o
O 0 19675 6527 —0093 |-19,675 —-6527 —0093][U,
27| [-1000 6527 2269 0279 |-6527 2269 0279 ||Us
RP | 121500 (of | T0093 0279 1240 | 0093 -0279 0620 ||U
© || o T Cl0675 10200 0093 19675 —10200 0093 ||
0| |10 ~6527 -2269 0279 6527 2269 —0279|Us
| | 1500 | -0093 0279 0620 0093 —0279 1240 ||Us]

W zaleznosciach (b) i (¢) macierze kwadratowe oznaczaja odpowiednio macierze prgtow 112 w
uktadzie globalnym.

Przy podstawianiu wzorow (b) i (¢) do rownan rownowagi (a), nalezy uwzgledni¢ kinematyczne
warunki brzegowe: U, = U; = Ug = Uy = 0 (por. rys. 16.18b). Ostatecznie rdwnania (a) przybieraja postaé
réwnan kanonicznych metody przemieszczen (16.41):
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7,760 0,220 -7,760 10,200 0,220 | (U, 10,00
0,220 0918 -0,220 -0,165 0,459 U, 16,67
(d) 10*|-7,760 —0220 27435 -3,673 —0313] U,p = 21,00 ¢,
10,200 -0,165 -3,673 15979 0,114 U; 22,00
| 0,220 0459 -0313 0,114 2,158 | (U, —-46,67

gdzie macierz kwadratowa jest macierza sztywnosci konstrukcji w przyjetym uktadzie globalnym. Latwo
zauwazyC, ze macierz ta powstata przez dodanie odpowiednich elementow macierzy sztywnosci
poszczegblnych pretow oraz usunigeie kolumn i wierszy odpowiadajacych zerowym warto$ciom
przemieszczen brzegowych. We wzorach (b) i (¢) zaznaczono te segmenty macierzy K" i K®, ktore
podlegaja dodawaniu. Symetria macierzy konstrukcji wynika z symetrii macierzy sztywnosci
poszczegblnych pretow.

Rozwiazaniem uktadu réwnan kanonicznych (d) sa nastgpujace wartosci przemieszczen:
Uy =-82,30-10"*m, Us;=58,68-10*rad,

(e)
Uy =-1554-10"*m, Us=51,16-10"%rad, Ugz=-30,67-10"* rad.

Najwigksza bezwzgledna warto$¢ przesunigcia odpowiada przemieszczeniu U;:
Uy =-82,30-10*m = 0,823 mm,

a najwigkszy kat obrotu Uz = 58,68 - 1074180/ = 0,3362°. Jak widaé, wartosci te, zgodnie z
zalozeniem, mozna uzna¢ za bardzo mate.

Do wyznaczenia pola statycznego wykorzystuje si¢ wzory transformacyjne (b) i (¢). Na przyktad:

RY =-16+7,76-(-82,3)~10,2-0+0,22-58,68 7,76~ (~15,54) +
+10,2-51,16+ 0,22 -(—30,67) = —6,06 kN.

Ostateczne rezultaty obliczen reakcji brzegowych podano w zestawieniu:

RV =-6,06kN, RV =-2783kN, R{" =0,

RV =-2594kN, R{= 383kN, RV = -768KkN-m,
R® = 31,02kN, R{» = -390kN, R{»)=-3731kN-m,
R =-31,02kN, R® =-16,10kN, R = 11,70kN-m.

Do sit brzegowych w uktadach lokalnych dla kazdego preta dochodzimy na podstawie rownan (16.15).

Dla przyktadu obliczymy tylko wartosci rl(l) i rz(l):

rD = RW cosay + RV sinay = —6,06-0,6-27,83-(<0.8) = 18,63kN,
BV =RV sina; + RSY cosa; = 6,06-(~0,8) —27.83-0,6 = —21,53 kN.

Kompletne wyznaczenie sit wewngtrznych w ramie przedstawimy nizej. Zastosujemy nieco inny sposob
obliczen, charakterystyczny dla metody przyblizone;.
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Metoda przyblizona

Zalozenie o niesci§liwosci pretow ramy prowadzi do wniosku, ze uktad jest dwukrotnie kinematycznie
niewyznaczalny 3t—p=3-3-(3-2+1)=2, rys. 16.19b).

@) 8kN/m b)
45 kNm

c)

8kN/m
HEERERRER! )
D 25kNm
N f 25kn
1

Rys. 16.19

Jako niewiadome wystepuja tu kat ¢, obrotu wezta ,,2” i kat y,; = y obrotu preta 2—3. Kat obrotu wezta 3
¢3 = 0, a kat obrotu preta 1-2 mozna wyznaczy¢ z kinematyki przesuwu przedstawionej na rysunku
16.19b: vy, = — 2y. Rownania transformacyjne dla momentdéw zginajacych sa nastgpujace:

3E,J,

0
My =0; My =My + :
]

(P2 —W21)s

3EyJ,
2

0
9] My = M3 + ‘(207 +93 =3y 13),

0o  2E,J
M3y = M3; + 12 2 (py +203 — 3y 3).
>

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:
My =25+0,6888- (¢, +2y ),

Myy = =15+0,62025- (26, - 3 ).
My =15+0.62025-(¢, -3 ),

gdzie ¢y =@, -10% orazy =y -10%.
Na uwagg zashuguje fakt, ze momenty M, ,9( oblicza si¢ z uwzglednieniem warunkéow brzegowych. Na

przyktad M102 =q112 /8=8-52/8=25kN-m (rys. 16.19¢ — podpora 1 jest przegubowa). Pret 2 jest
obustronnie utwierdzony, zatem
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MY =—MY = Pl, /8=-1898-6,324/8=-20-6/8=-15=25kN-m.
Réwnanie rownowagi momentow dziatajacych na wezet 2 jest nastepujace:
(h) M21+M23 +45=0.

Roéwnanie pracy wirtualnej przy przesuwie okre§lonym wirtualnym katem obrotu preta
Y =Wo3=—Yq1p /2 (por. wzdr (16.48)):

Moy (=29)+(Maz + Mz )y +6-5-(—2y )—32-3:(=2y ) +24-15-(—2y ) +5- 2y —20-3y =0,
prowadzi do zaleznosci:

(l) —2M21+M23+M32+10=O.

Uwzgledniwszy rownania transformacyjne (g) w rownaniach rownowagi (/) oraz (i) otrzymujemy
uktad rownan kanonicznych o postaci:

0 1,9293¢, — 0,48315y =55,
—0,48315¢, + 6,476 = —40.

Rozwiazaniem tego uktadu sa wartosci:

¢y =-30,63rad,  =-8,46 rad.
W celu poréwnania tych wynikdéw z wynikami otrzymanymi metoda Scisla wyznaczymy jeszcze wartosci
0,,05,0,,Us i 06(0j =104-Uj):

Up=-51p=-5(2:)=-64,6 m,
Uy =23 =2y =2-(-8,46)=—16,92 m,

AN

Us =—6y 53 = -6y = —6-(~8,46) = 50,76 m,
Ug =5» =—30,63 rad.

Przemieszczenie Uz = ¢ obliczymy z warunku, ze M, = 0:

2
8-5° 2-1148, . . X
My = -+ (261 +6, +3-29) =0,

skad

Ui=6= L. 852 s —(=30,63) — 6-(~8,46) | = 58,84 rad
3TITS T 2148 ’ ’ ’ '

Zestawimy wartosci Sciste i przyblizone:
— wartosci Sciste

Uy =-823m, Uy =58,68rad, Uy =—1554m, Us=51,16 m, Ug = 30,67 rad,
— wartoS$ci przyblizone

Uy =-84,6m, Uy =5884rad, Uy =-16,92 m, Us =50,76 m, Ug = 30,63 rad,

Obliczymy teraz sity wewnetrzne. Warto$ciom ¢, i , zgodnie ze wzorami transformacyjnymi,
odpowiadaja momenty zginajace:
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My = 25+0,68880-(-30,63—-2-8,46)
Mz =~

= 7,75kN-m,
15+0,62025-(-2-30,63+3-8,46) = -37,25 kN -m,
M3, = 15+0,62025-(-30,63+3-8,46)

11,74 kN -m.

W kazdym precie obliczymy warto$ci reakcji jak dla belki obciazonej poprzecznie (rys. 16.20a, b), a
do wyznaczenia sit normalnych i reakcji postuzymy si¢ réwnaniami rownowagi sit dzialajacych na wezly
i prety (rys. 16.20c¢).

a 8kN/m b)
775kNm 3725kNm 18.98kN
JEREERREREED (: j

2)
M, 74KN
Y 5 SKN v ®/ ﬁggz.sw )
2155kN 4 y

t ' 5 t18' t13'53kN 346 | 346

A L
1 1 L 632
C)

Rys. 16.20
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Z réwnania rownowagi wezta 1 mamy:
—6+ Nyp -cosay +21,55-sinay =0, V; — Ny, -sinoy +21,55-cosa; =0,

skad

—1255-08+6

12 —-18,73kN, 1} =18,73-08+21,55-0,6 =27,91 kN.

Z réwnowagi preta 1 wynika, ze No; = Njp = —18,73 kN. Natomiast rOwnowaga wezta 2 prowadzi do za-
leznosci:

ZPx =0: — Npjcosoy+18,45-sina| +5+ Nyzcosoy —13,53-sino, =0,

skad Ny3 =(-18,73-0,6 —18,45-0,8+13,53-0,316 —5) / 0,949 = —28,16 kN.
Warunek Z P, =0 wykorzystamy do sprawdzenia poprawnosci obliczen:
—-18,73-0,8+18,45-0,6+13,53-0,949 - 28,16-0,316 = 0,027 = 0.
Sita normalna N;, wynika z rbwnowagi preta 2:
N3y = Npy3 —6,32=-28,16—-6,32 = -34,48 kN.

Wykresy sit wewngtrznych w ramie przedstawiaja rys. 16.20d, e, f-

16.3. 0 ZASTOSOWANIACH TWIERDZENIA BETTIEGO W TEORII UKLADOW
STATYCZNIE NIEWYZNACZALNYCH

16.3.1. Twierdzenie o wzajemnosci reakcji

Jak wiadomo, twierdzenie Beftiego obowiazuje tylko dla uktadow liniowo-sprezystych. Omowimy
dwa przyktady bardzo uzytecznych zastosowan tego twierdzenia.

Sens twierdzenia o wzajemnosci reakcji objasnimy na przyktadzie belki statycznie niewyznaczalnej,
przedstawionej na rys. 16.21. Rozwazymy dwa stany tego uktadu. Rysunek 16.21a ilustruje pierwszy stan
uktadu, w ktorym wymuszono obrot podpory 4 o kat A;. Na skutek tego obrotu pojawiaja si¢ reakcje pod-
por My;, V4; oraz Vg, Drugi stan ilustruje rys. 16.215. W stanie tym wymuszono pionowe przemieszczenie
podpory B, A;. Przemieszczenie to wywotuje reakcje podporowe My, V4 oraz V.

) b
I MA'I. /
/A B
~— A

AN
et
'VAk t VBk
¢m 1'- ———————
b; T~
M Aj (Ial \\\
AN
ey
$Va; P
Rys. 16.21
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Zastosujemy obecnie twierdzenie Bettiego mowiace, ze praca pierwszego uktadu sil na przemieszcze-
niach drugiego uktadu jest rowna pracy drugiego uktadu na przemieszczeniach pierwszego ukladu. Za-
chodzi zatem réwnanie:

MAi'0+VAi'0+VBi'Ak :MAk 'Ai+VAk '0+VBk '0,
czyli

(@) Vi~ D = M 45 - 4.

Wprowadzimy teraz nieco inne oznaczenia, porzadkujace dotychczasowe rozwazania. Przyjmiemy mia-
nowicie, ze Vy; = Ry; oraz My, = R;. Rownanie (a) przybiera wigc postac:

(b) Ry - Ay = Ry - A

Roéwnania (a) 1 (b) staja si¢ bardzo uzyteczne, gdy oba uogdlnione przemieszczenia sa jednostkowe, tj.
gdy A;=Ay=1. Wowczas Vy, =M, lub

Réwnanie (16.54) jest treScia twierdzenia o wzajemnosci reakcji:

Reakcja Ry; odpowiadajqca k-temu przemieszczeniu i wywolana stanem A; = 1 jest rowna reakcji Ry
odpowiadajqcej i-temu przemieszczeniu i wywotanej stanem Ay = 1.

Z twierdzenia o wzajemnosci reakcji wynikaja przykladowo dalsze interesujace zalezno$ci, ktore uzy-
skamy, rozszerzajac analizg¢ na trzeci stan uktadu, w ktorym wymuszono przemieszczenie pionowe pod-
pory A wynoszace A; (por. rys. 16.21c). Z poréwnania stanow I i III otrzymujemy, ze

() Vai-Aj =My - A

a dla stanow II 1 III zachodzi zalezno$¢é

(6) VAk'Aj ZVB]Ak

Dodamy jeszcze, ze z twierdzenia o wzajemnosci reakcji wynika bezposrednio symetria wspotczynni-
kow macierzy konstrukeji w metodzie przemieszczen.

16.3.2. Linie wptywu wielkosci statycznych w uktadach
statycznie niewyznaczalnych

Rozwazymy belke ciagla przedstawiona na rys. 16.22a. Przeanalizujemy dwa stanu uktadu. Pierwszy
stan odpowiada dziataniu pionowej sity P; = 1, usytuowanej w punkcie i lezacym w odlegltosci x od lewe-
go skraju belki. Podpory w tym stanie ulegaja przemieszczeniom. Obciazenie sita P; = 1 wywotuje reak-
Cje Rli; Rz,', veey Rkia ceey Rni-
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Q)

% _ ..
: = 1 linia VA

bared mrreer o Ty

Rys. 16.22

W drugim stanie nie ma zadnego obciazenia zewngtrznego, natomiast podpora k ulega jednostkowemu
przemieszczeniu Ay = 1. Pod wpltywem przemieszczenia podpory k belka odksztalci sig, a w punkcie i
wystapi przemieszczenie Ay(x). Z twierdzenia Bettiego wynika zatem rownanie:

0] B Ay (%) + Ry (x) - Ay = 0.

Poniewaz P. = A; =1, wigc

Ry (x) = —Ay (x). (16.55)

Z rownania (16.55) wnioskujemy, ze reakcja podpory & wywolana przez obciazenie P; = 1 dziatajace w
punkcie i odpowiada linii ugigcia belki wywotanej przez jednostkowe przemieszczenie podpory k. Funk-
cja n(x) = —A; (x) jest zatem linia wptywu reakcji podpory k: Ry;=—V,.

Podobnie mozna interpretowac inne linie wptywu ukladow statycznie niewyznaczalnych. Chcac na
przyktad okresli¢ lini¢ wptywu momentu zginajacego w przekroju wypadajacym w punkcie C, nalezy w
tym punkcie wprowadzi¢ przegub oraz wymusi¢ jednostkowy kat wzajemnego obrotu. Linia ugigcia tego
uktadu odpowiada linii wptywu momentu zginajacego w punkcie C. Sytuacjg t¢ ilustruje rys. 16.225.

Opisany sposob wyznaczenia linii wptywu jest analogiczny do metody kinematycznej stosowanej w
uktadach statycznie wyznaczalnych. Zasadnicza réznica polega na tym, Ze usunigcie odpowiedniego wig-
zu w ukladzie statycznie wyznaczalnym przeksztatca konstrukcj¢ w uktad tarcz sztywnych o jednym
stopniu swobody. Wymuszenie przemieszczenia jednostkowego w takim uktadzie uzyskuje sig¢ bez de-
formacji pretow sktadowych. W konstrukcjach statycznie niewyznaczalnych usunigcie jednego wigzu
prowadzi do uktadu, ktérego stopien statycznej niewyznaczalno$ci zmniejsza si¢ o jednos$¢. Jest to zatem
w dalszym ciagu uktad geometrycznie niezmienny, a wymuszenie przemieszczenia jednostkowego musi
pociagac za soba deformacjg pretow. Wnioskujemy stad, ze linie wptywu uktadow statycznie niewyzna-
czalnych jako linie ugigcia uktadow sprezystych sa funkcjami nieliniowymi.
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