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€ N>
PODSUMOWANIE PIERWSZEJ CZESCI

Wytrzymato$¢ Materiatow opiera si¢ na zalozeniu ciaglo$ci materii. Zatozenie to lezy u podstaw tzw.
mechaniki o$rodkéw ciaglych, wywodzacej si¢ z mechaniki klasycznej, zbudowanej na trzech zasadach
dynamiki Newtona.

Stan naprezenia

* Rodzaje sit dziatajgcych na ciato — obcigzenia
a) sily powierzchniowe pdS ; gestos¢ sit powierzchniowych:
p=p(x), x0S; pIN/m’];
b) sity objgtosciowe (masowe) GdV ; — gestos¢ sit masowych:
G=G(x), xOV; Gj[N/m’].
* Definicja wektora naprezenia
Wektor napr¢zenia zalezy od potozenia punktu i nachylenia ptaszczyzny. Wielkos$¢
AF _ dF

f(B)= lim — ===
AS-0AS dS

nazywamy wektorem napreienia w punkcie B, odniesionym do plaszczyzny o normalnej
n: £0(B) =f(x,n); n=(n.,ny,n3); n=nn; =1.
» Stan naprezenia w punkcie x

p=p"® =", x0s; o= g;(xF [ (®, OV,

— warunki wewnatrz ciata (w objgtosci ciata V):
M =0m;, i,j=1,23 xOV
— warunki na powierzchni ciata S:
P; :O-ji”j, i,j=1,2,3; x US

Stan naprezenia jest jednoznacznie okre§lony przez tensor naprezenia o, opisany przez 9 liczb (wspot-
rzgdnych) 0j; w danym ukiadzie osi x1, xp, x3:

[0, 012 0130 — plaszczyzna [ do x1,
c = [Jj,-] = %721 (b)) 023% — plaszczyzna [ do x»,
31 03 033H — plaszczyzna [ do x3.

* Naprezenie normalne o i naprezenie styczne 1 na ptaszczyznie o normalnej n=(n1, ny, n3)

o™ = 1 =gz T :J 10 £ _gngm

* Réwnania rézniczkowe rownowagi (sumy rzutéw sit na kolejne osie uktadu x;)
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.0 .
aji,j+Gi:0’ gd21e dx_()E(),j’ l,]=1,2,3.
J
» Symetria tensora naprezenia (sumy momentow sit wzgledem osi uktadu x;)

0;=0;, .j=123 b =0

Symbol ,,7” oznacza znak transpozycji macierzy. Liczba niezaleznych wspotrzednych tensora naprezenia
wynosi zatem 6.

» Transformacja wspofrzednych tensora naprezenia przy obrocie uktadu wspofrzednych fizycz-
nych z potozenia x do pofozenia x'

Kosinusy katow pomigdzy osiami uktadow x i x' a,; =a;, =cos(x,,x;) spetniaja warunki ortogonal-

p p
nosci:
apig =0y lub  aysa =65 ij=1,23; p'k' =123,
gdzie J; jest symbolem Kroneckera.
Wzory transformacyjne sktadowych tensora naprezenia przy obrocie uktadu wspotrzednych
Ok'p = 0;ia iy =ap ;0 jidjp,
lub O'ij:O'krpvakviaprj =apy Gk']ﬁ aﬁj,
gdzie j,i=1,2,3; k',p' =1',2',3. Posta¢ macierzowa:

o' =Ac Al b G=ATG'A,

gdzie macierz transformacji:
Loy app ap3t
A= U 0
=21 4922 423y
Fi31 a3n  a33f
* Definicja tensora

Kazdy obiekt podlegajacy transformacji wedlug prawa
Cp'r's',...,t' = QJk,...,Zazp'ajr'aks'""7alt'

jest tensorem. Liczba wskaznikdéw m to rzad lub walencja tensora. Tensor naprgzenia jest tensorem dru-
giego rzedu, wektor — tensorem pierwszego rzedu, skalar — tensorem zerowego rzedu. Liczba wspotrzed-
nych tensora w przestrzeni

3-wymiarowej wynosi 3™
* Naprezenia gtéwne

Kazdy stan naprgzenia mozna przedstawi¢ w postaci trzech napr¢zen normalnych 0y,0,,03 (tzw. na-

prezen glownych), dziatajacych na trzech wzajemnie prostopadtych plaszczyznach, opisanych wektorami
normalnymi pokrywajacymi si¢ z tzw. kierunkami glownymi. Naprezenia glowne i kierunki gtéwne wy-
znacza si¢ z uktadu czterech rownan:

Gjinj—dni=0, i=1,2,3.

nlh=mn = n12 + n% +n§ =1.
Z uktadu tego wynika, ze naprg¢zenia gtowne 07,0,,03 sa pierwiastkami rOwnania trzeciego stopnia,

tzw. rownania charakterystycznego:

03 —110'2 +1,0-1I; =0,

gdzie 1y,1,,15 sa tzw. niezmiennikami gldéwnymi tensora naprgzenia:
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h©@)=0h:  1(0)= (040, ~0yoy):  Ix(o) =detloy] .

Niezmienniki zachowuja swe wartosci przy obrocie uktadu wspotrzednych. W uktadzie osi glownych
tensor naprgzenia przyjmuje postac

[0, 0 D
%
O 035

Pierwiastki rownania charakterystycznego sa liczbami rzeczywistymi, co zachodzi zawsze wtedy, gdy
tensor naprezenia jest symetryczny. Uporzadkowane naprg¢zenia gtéwne: 0y = Oy 2 Oy, przy czym
oFmax (07,0,,03), Oy = min (07,0,,03), a napr¢zenie 0yp przyjmuje warto$¢ posrednia. Geome-
tryczna interpretacja wzorow transformacyjnych i problemu naprgzen glownych sa tzw. kota Mohra.

* Maksymalne naprezenia styczne

oy -0
|T| — I 11 )

max 2
Ekstremalne (tj. maksymalne i minimalne) naprezenia styczne wystgpuja na ptaszczyznach nachylonych
pod katem 45° w stosunku do ptaszczyzn gtownych. Naprezenia normalne na plaszczyznach ekstremal-
nych naprezen stycznych:

* Rozktad tensora naprezenia na aksjator i dewiator

Kazdy symetryczny tensor drugiego rzedu mozna roztozy¢ na dwie czgsci:

_ d : _ o= 1 _
o = GZSO) + 0( )| gdzie al.S.") 000 ; Op = 5(011 +0y +033) = <1

W | =

W wyrazeniu tym ;i (d) jest dewiatorem, a 0y (0) aksjatorem. Aksjator odpowiada wszechstronnemu

rozciaganiu ($ciskaniu) $rednim napr¢zeniem normalnym op. Aksjator jest wigc okreslony tylko przez
jedna warto$¢ 0p. Cecha charakterystyczna dewiatora jest natomiast zerowanie si¢ pierwszego niezmien-
nika:

d) _ d d d) _
0= off +ol +alf) <o

Dlatego dewiator ma 5 niezaleznych wspoétrzednych. O nachyleniu ptaszczyzn gtownych tensora decydu-
je tylko dewiator.

 Ptaski stan naprezenia
W ptaskim stanie naprezenia (w plaszczyznie x1, x7) tensor naprezenia ma postac:

017 O OD
G = [Uij] %721 0 Y5
50 0 o@

a wszystkie sktadowe 0j; sa tylko funkcjami x1, x5.
Rownania transformacyjne przy obrocie osi uktadu o kat ¢:
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+ -—
opp =211 1922 , 911~ 9 cos2¢ +0y, sin2¢
11 ) ) 12 >
g1 to o1~ 0 .
Oy =1L 222 711222 06506 — gy, sin2¢,
22 5 5 12

011~ 0 .
Oy = —%smmﬁ +07, cos2¢.

Naprezenia gldéwne wyrazaja wzory:

g1 |

+ -—

H- 9u*on , an 022g+0122, o5 = 0.

2 2

03 H
Kat @9 opisujacy potozenie gtdéwnych osi naprezen:
20
tg2¢0 =__“¥12 .
011~02

Po zastosowaniu znakowania inzynierskiego:
Oy =011,0) =022, Ty =012, Ty =403,

wedlug ktorego dodatnie naprgzenie styczne ma obrot zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara,
wzory transformacyjne oraz wzor na kat nachylenia osi gtownych naprezen wyraza sig nastgpujaco:

o.+o, O0,-0 0
O, = x2 Y42 ycos2¢—Txy sin2¢ [
0
o, +t0, 0,-0 27
o, = TV TV os2¢ +T,,8in2¢ E’ tg2¢, = ——=>—.
2 2 0 Ux_ay
o,—0 H
Ty :%sin%) +T,, 0820 E

» Czyste Scinanie

Czyste $cinanie jest szczegdlnym przypadkiem ptaskiego stanu naprezenia. Zachodzi ono wtedy, gdy
na $ciankach elementarnego czworokata wystepuja wylacznie napre¢zenia styczne 7. W ukladzie osi na-
chylonych pod katem 45° odpowiada to elementowi np. rozciaganemu naprezeniem 0 = T w kierunku osi

X1 oraz $ciskanemu naprgzeniem 0 = —T w kierunku osi xp. Czyste §cinanie jest stanem dewiatorowym i
ma duze znaczenie przy wyprowadzaniu zwiazkoéw fizycznych.

Stan odksztatcenia

* Definicja wektora przemieszczenia

We wspotrzednych materialnych (Lagrange’a):
u; (xy, X9, X3) = & (x1, X2, X3) — ;.
We wspoétrzednych przestrzennych (Eulera):
(81,62, 63) =& — % (81,82, &) 5

gdzie potozenie danego punktu materialnego przed odksztalceniem opisane jest wspotrzednymi
X1, X, X3, a po odksztatceniu — wspotrzednymi &;,¢5,&5.

» Tensor matych odksztatcen - rownania geometryczne (kinematyczne)
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Odksztalcenie ciata wystgpuje wowcezas, gdy zmieniaja si¢ odleglosci migdzy poszczegdlnymi punktami
ciata. Jezeli gradienty przemieszczen i sktadowe wektora przemieszczenia sa male, to opisy Lagrange’a i
Eulera prowadza do identycznych zwiazkoéw kinematycznych (zwanych réwniez zwiazkami geometrycz-
nymi), taczacych przemieszczenia u i odksztatcenia €. Sa to tzw. wzory Cauchy 'go:

1 .
gij :gjl' = E(Mi’j +”j,i), 1, ] = 1, 2, 3.
Wszystkie wspotrzedne tensora €:
e &2 &30
€ = F21 &2 &3
B3 & &30

sa bezwymiarowe. Wspotrzedne rownowskaznikowe sa odksztatceniami liniowymi wzdtuz odpowiednich
osi 1 maja sens wzglednego wydluzenia, tzn. stosunku przyrostu dtugosci elementarnego odcinka do jego
dtugosci przed odksztatlceniem. Wspotrzedne roznowskaznikowe sa odksztatceniami katowymi mierzo-
nymi w plaszczyznach okreslonych indeksami wspoirzednych (np. €53 jest potowa sumy katow odksztal-

cenia w plaszczyznie x,, x3). W wigkszosci starszych podrecznikow stan odksztalcenia opisuje si¢ za
pomoca odksztatcen liniowych Ex,sy,EZi catkowitych katow odksztafcenia yj;, tzn.: & = €11, §,= &2, &

= &3, Yip = 2812, Ypz = 2823, Vox = 2€13. Jednak wyszczegolnione wyzej tradycyjne sktadowe stanu od-
ksztatcenia niestety nie tworza wspotrzednych tensora.

» Transformacja sktadowych tensora odksztatcenia

Wspotrzedne tensora matych odksztatcen transformuja sig identycznie jak wspotrzedne tensora napreze-
nia, stosownie do zaleznosci:

Epr = Ejapya e lub w postaci macierzowej: &'=A g AT,

» Odksztatcenia gtowne

Kazdy stan odksztatcenia mozna przedstawi¢ w postaci trzech odksztatcen liniowych &),&,,&3 (tzw.

odksztalcen gtownych), dziatajacych w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach (tzw. kierunkach
gtownych). Odksztatcenia gtdowne i kierunki gtéwne wyznacza si¢ z uktadu czterech rownan:

Ejl-nj—snl-:(), i=1,2,3.

nlh=mn; = nlz +n% +n§ =1
Odksztalcenia glowne &;,&,,&5 sa pierwiastkami rownania charakterystycznego:
53 —1182 +he—1I3 =0,
gdzie Iy,1,,I5 satzw. niezmiennikami gldownymi tensora odksztalcenia:

I
L(o)=gy: ©(o) :E(skksr,, ~g5&,) 13(c) =detlg;] .

W uktadzie osi gtdéwnych tensor odksztatcenia przyjmuje postac:

% 0 00

8=%) & OE
B 0 &H

» Tensor obrotow (spin)
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1 -
W =§G&j‘“LJ? W == Lj =123

Tensor obrotu jest tensorem sko$nie symetrycznym (antysymetrycznym) o zerowych sktadowych na
gtownej przekatnej. Tensor ten nie wptywa na warto$ci naprezen.

* Rozktad gradientu przemieszczenia na tensory odksztatcenia i obrotu

Ui j = &j + Wy .

* Maksymalne odksztatcenia kqtowe
- &7 &m

|T|max - 2

Ekstremalne (tj. maksymalne i minimalne) odksztatcenia katowe wystgpuja w kierunkach nachylonych
pod katem 45° w stosunku do kierunkow gtownych.

* Rozktad tensora odksztalcenia na aksjator i dewiator

_ d . _ _ 1 _ 1
g = 515'0) + 51'5' )| gdzie 559) =0 ; &= g(en +e) +8;) = 511,

gdzie & = &y, 1 oznacza Srednie odksztalcenie liniowe.

* Rownania nierozdzielnosci

Funkcje &; (x|, x5, x3) nie moga by¢ zupelie dowolne i powinny spetnia¢ tzw. rownania nierozdziel-
nosci. Spetnienie rownan nierozdzielnosci oznacza, ze po odksztalceniu w o§rodku nie powstana ,,dziury”
lub ze myslowo wycicte elementy ciata nie beda si¢ przenikaly. Rownan tych jest sze$¢ 1 odpowiadaja
one zerowaniu sig wspotrzednych tensora niespojnosci 1;;:

N = Nji = €km €jin Extymn = 0 -

Okazuje sig, ze wystarcza, by wewnatrz ciala znikaty tylko trzy rownania rownowskaznikowe lub tylko
trzy roznowskaznikowe. Na powierzchni ciata o dowolnych warunkach brzegowych musza by¢ natomiast
spelnione wszystkie (tzn.6) rownnia.

» Wzgledna zmiana objetosci

AV _ _ _
A ey re =11(8) =& +&n +&3 =3&.

Poniewaz Il(d) =0, zatem za odksztalcenia objgtosciowe jest ,,odpowiedzialny” aksjator tensora od-

ksztalcenia.

* Ptfaski stan odksztatcenia
W ptaskim stanie (w plaszczyznie x1, xp) tensor odksztatcenia ma postac:
&1 & 00O

8=[5i'] = %21 £ OE,

0 0 0f
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a wszystkie sktadowe &; sa tylko funkcjami x, x».

Rownania transformacyjne przy obrocie osi uktadu o kat ¢:

& té€ &1~ & .
gpp =222 4 FUL %22 00506 + £, sin2¢,
11 5 5 12

& tT€& &1~ € .
&1~ & .
&y = —%sm%p +&1, COSZ¢.

Odksztalcenia glowne wyrazaja wzory:

o
I [

g t+eE -&
- &1 Té&» J_,\/ 11222g+£122, g = 0.

g

Kat ¢, opisujacy potozenie gtéwnych osi naprezen:

2812
tg2¢py = ——=—.
8200 11~ &2

» Odksztatcenie czysto postaciowe

Odksztalcenie czysto postaciowe jest szczegdlnym przypadkiem ptaskiego stanu odksztalcenia, w kto-
rym nie ma zmian objgtosciowych. Zachodzi ono wtedy, gdy elementarny czworokat wykazuje wylacznie
odksztatcenia katowe. W uktadzie osi nachylonych pod katem 45° odpowiada to elementowi o odksztat-
ceniu liniowym € (wydtuzenie) w kierunku osi x| oraz odksztatceniu liniowym —€ (skrécenie) w kierun-

ku osi xp. Odksztalcenie czysto postaciowe jest stanem deformacjg izochoryczna (dewiatorowa) i ma duze
znaczenie przy wyprowadzaniu zwiazkow fizycznych. Jest ono odpowiednikiem czystego $cinania.

» Odksztatcenia objetoSciowe i postaciowe

Dowolny stan odksztatcenia sktada si¢ ze zmian objgtosciowych i zmian postaciowych. Zmiany obje-
tosciowe opisuje tylko aksjator tensora odksztatcenia (rGwnomierne rozszerzenie lub skurczenie). Zmiang
postaci wyraza z kolei dewiator tensora odksztalcenia, na ktory sktadaja si¢ dwa odksztalcenia czysto
postaciowe.
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Zasada pracy wirtualnej

* Pola statycznie i kinematycznie dopuszczalne

Pole naprezen 0y;(xy, xp,x3) jest statycznie dopuszczalne, jeSli spelnia ono réwnania statyki, tzn.
rozniczkowe rownowagi we wngtrzu ciala, 0j;; +G; = 0, oraz naprezeniowe warunki brzegowe na po-
. . . . . . —_ n
wierzchni ograniczajacej ciato, 0 ;;n; = pi( )
Pole odksztatcen jest kinematycznie dopuszczalne, jesli spelnia ono zwiazki kinematyczne

&;j = (u; j +tu;;)/2, aprzemieszczenia u;(xy, xp,x3) spetniaja kinematyczne warunki brzegowe.

* Réwnanie pracy wirtualnej dla ciat odksztatcalnych

piuwdS + [ Gu,dV = [ 0;:&;dV,
:!: it .II/- i ['[ ij €ij

gdzie odksztalcenia €; (x|, xp, x3)sa dowolnym kinematycznie dopuszczalnym polem odksztalcen, a
0;j(x1, x2,x3) jest dowolnym kinematycznie dopuszczalnym polem naprezen. Wazne jest, ze pomigdzy

wielkosciami statycznymi i kinematycznymi nie musi zachodzi¢ Zzaden zwiazek przyczynowy.

Zasada pracy wirtualnej obowiazuje dla dowolnego materiatu. Ma ona podstawowe znaczenie dla me-
chaniki ciat sztywnych i cial odksztalcalnych. Zazwyczaj jest tak, ze jedno z omawianych pol jest rze-
czywiste a drugie fikcyjne (wymyslone, uprzednio przygotowane), czyli wirtualne. Wirtualny stan napre-
zenia stuzy do obliczania rzeczywistych przemieszczen, a wirtualny stan odksztatcenia — do wyznaczania
rzeczywistych wielkosci statycznych.

* Réwnanie mocy wirtualnej
J-pz”zdS +J-GluldV =J-UU£UdV ,
S v vV

gdzie kinematyczna dopuszczalno$¢ dotyczy tutaj predkosci przemieszczen u; i odksztalcen. Rownanie
mocy wirtualnej ma duze zastosowanie w mechanice ciat plastycznych i lepkich.

* Réwnania pracy i mocy wirtualnej dla ciat sztywnych

szAk:O’ szAk:O'
k k

Sity skupione P, oraz przemieszczenia 4, maja sens uogdlniony (tzn. moga by¢ sitami lub momenta-

mi oraz przesunig¢ciami lub katami obrotu). Podobnie predkosci Ak oznaczaja albo predkosci przesunigé,

albo predkosci katow obrotu. Uklad sit P, jest w rownowadze (tzn. ich wypadkowe sa rowne zeru), a
przemieszczenia 4 i predkosci przemieszczen Ak sa kinematycznie dopuszczalne, tzn. zgodne z kinema-
tyka ciata sztywnego. Iloczyny P, i 4, oraz P i Ak musza mie¢ odpowiednio sens pewnej pracy lub
sens pewnej mocy.
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Podstawowe rezultaty badan doswiadczanych

» Proba rozciggania probki izotropoweyj i jednorodnej

Nominalne naprezenie rozciagajace 0 = 071 oblicza sig ze wzoru:

P
g=—.
Ay
gdzie P jest sita rozciagajaca probke, a 4, jest poczatkowym polem przekroju probki w czg$ci pomiaro-
wej przed odksztatceniem.
Do obliczenia odksztalcen przyjmujemy hipoteze ptaskich przekrojow i jednorodno$¢ deformacji na

dtugosci czgsci pomiarowej /g. Wtedy

_ )
€= gpodi -
lo

gdzie Al oznacza wydhluzenie czg$ci pomiarowej mierzone w kierunku dlugosci probki.
W obszarze liniowo sprezystym zalezno$¢ pomiedzy naprezeniem a odksztalceniem nosi nazwe prawa
Hooke’a:
o=Ee¢,

gdzie E jest stala sprezystosci, zwana modutem sprezystosci lub modutem Younga. Stosunek odksztatcen
liniowych w kierunku poprzecznym i podtuznym w obszarze sprezystym jest staty i odpowiada wspot-
czynnikowi Poissona V :

€ AR Al
=-—_poptz - 2.2 =const,

Epodt Ry Iy

v

gdzie AR/R oznacza przewegzenie wzgledne probki rowne odksztalceniu poprzecznemu Epoprz. Wspol-
czynniki £ i V sa podstawowymi statymi sprezystosci dla ciata izotropowego.
W obszarze odksztatcen sprezysto-plastycznych catkowite odksztatcenie jest suma odksztalcenia spre-
zystego i plastycznego:
=€ +¢P) gdzie €% :% .

Odksztatcenia plastyczne maja charakter trwaty. Odcigzenie w tym zakresie przebiega sprezyscie.

* Petzanie i relaksacja

Pelzaniem materialu nazywamy zmiang odksztatcen w czasie przy statym naprezeniu:

d_a = O’ E #0.
dt dt
Relaksacja materiatlu nazywamy zmiang naprezen w czasie przy statym odksztatceniu:
a_o- z O, E =0.
at ot

o Wptyw temperatury

Temperatura w materiale termicznie izotropowym wywotuje zmiang objetosci. Odksztatcenia okresla
WZOr:

el =arrsy,

gdzie or jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci termicznej, a 7 przyrostem temperatury.

» Wytrzymato$¢ zmeczeniowa
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Wytrzymato§¢ zmeczeniowa jest rowna najwigkszej amplitudzie napr¢zenia w symetrycznym cyklu
obcigzen przy liczbie cykli N = 108.
Zmecezenie niskocyklowe zachodzi przy dosy¢ duzych amplitudach naprgzenia, gdy oprocz deformacii
sprezystych wystepuja deformacje plastyczne. Zniszczenie tego typu zachodzi dla N < 104cyk1i. Zmegcze-
nie wysokocyklowe zachodzi wtedy, gdy najwigksza amplituda napr¢zen nie przekracza granicy sprezy-
stosci. Odpowiada to liczbie cykli N > 104.

Przy symetrycznych cyklach odksztatcen plastycznych o statej amplitudzie Ag®) dla wigkszo$ci metali
obowiazuje wzor Coffina:

1
AP YN =~ Eqgr >
2
gdzie & oznacza odksztatcenie graniczne przy zerwaniu.

* Podstawowe mechanizmy zniszczenia materiatow

Rozroéznia si¢ dwa rodzaje mechanizmow zniszczenia: poslizgowy i rozdzielczy, Mechanizm poslizgu jest
efektem rozwoju deformacji plastycznych. Wystepuje on w materiatach ciagliwych (w wigkszo$ci meta-
li). Mechanizm rozdzielczy obserwujemy w materiatach kruchych (beton, ceramika, skaly). Jezeli wy-
trzymalo$¢ na Scinanie jest wigksza niz wytrzymatos¢ rozdzielcza, to materiat peka w sposédb kruchy, lecz
jezeli wytrzymato$¢ na $cinanie jest mniejsza niz wytrzymato$¢ rozdzielcza, to materiat jest ciagliwy i
odksztalci sig, zanim pgknie. Warto zwréci¢ uwage, ze kruche peknigcia materialu sa bardzo niebezpiecz-
ne, gdyz konstrukcja moze ulec zniszczeniu bez widocznych uprzednio oznak (deformacji).

Réwnania fizyczne dla ciat liniowo-sprezystych
e Zasada superpozycji

Ostateczny skutek dzialania kilku przyczyn jest rowny sumie efektow dziatania kazdej z przyczyn.
Zasigg jej stosowania jest jednak ograniczony. Zasada superpozycji obowiazuje bowiem tylko wow-
czas, gdy skutek jest liniowa funkcja przyczyny.

* Rownania fizyczne dla ciat izotropowych
Jesli wykorzystamy zasadg superpozycji oraz opis czystego $cinania i odksztalcenia czysto postacio-
wego, to otrzymamy odpowiednik prawa Hooke a dla napr¢zen stycznych:

E
2(1+v)

T=Gy; G=

gdzie G oznacza modut $cinania lub modut Kirchhoffa.
Zwiazki fizyczne dla sprezystego ciata izotropowego, tzw. uogolnione prawo Hooke 'a, mozna zapisac
W postaci:
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1 v a
€11 =E[Ull —v(0y, +033)], a1 =2G§11 o, e +£33)E
_ 1 _ v g
€2 —E[Uzz —v(oy +033)], 02 -2G§22 T (&11 *+ &2 +533)%
1 lub y 0
£33 :E[033 ~v(ay; +0p)). 033 =2G %33 1o (&11 +&x +€33)%
_0 _ _0 O1p =2G€&, Oy =2G&y, O3 =2G&5.
£l =12 £3 =—23 & =-12 12 12, 023 23> 013 13
2G 2G 2G
» Wzgledna zmiana objetoSci:
- . E
M:‘g}’r :MO’O:@, gd21e K=—— .
dv E K 3(1-2v)

Wspoélczynnik K nosi nazwe modutu S$cisliwosci. Dla materiatow niescisliwych v =0.5; wtedy
AdV /dV =0. Wspotczynnik Poissona dla materiatéw izotropowych i spetniajacych postulat ciaglosci
materii spetnia nieréwnosci: 0<v <0,5.

« Inne postacie zwigzkow fizycznych

Izotropia:
— zapis wskaznikowy

0 =20 +Aed;  lubey =200, +X'0,,5;,

gdzie u, A oraz ' i A' oznaczaja stale Lamégo:

=G, A=
H 1-2v

- ZWia_Zki pomlqdzy aksjatorami 1 dewiatorami:
g(o) = 1 o—(o) . g(a) = 1 O-(a)

Sprezystos¢ izotropowa jest catkowicie okreslona przez dwie state sprezystosci.
Anizotropia:
0 =Ejy&n  lub & =Cyyoy,
gdzie Ejjp oraz Cyjpy sa odpowiednio tensorami sztywnosci i podatnosci sprezystej, majace w przypadku
og6lnym po 18 niezaleznych wspotrzednych.

* Réwnania zbiorcze teorii ciata liniowo sprezystego
— 3 rownania réwnowagi
Gjij+ Gi = pii; ,

— 6 zwiazkow kinematycznych (geometrycznych)
_1
gy =5 (1 + 7).

— 6 rownan fizycznych
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0jj = Ejjki€xi-
Te 15 réwnan wiaze ze sobg 15 niewiadomych funkcji:

uj, up, u3; 011, 012, 013, 022, 023, 033 ; €11, €12, €13, €22, €23, €33
oraz warunki brzegowe:

. 4 *

— dla naprezen O;n;=p; nas,,
. , *

— dla przemieszczen: u; = u; na S,.

Wyszczegdlnione wyzej rownania i warunki brzegowe stuza do rozwiazywania zadan teorii sprezysto-
sci.

Podstawy energetyczne

» Ukfady Clapeyrona

Uktady Clapeyrona charakteryzuja si¢ tym, ze zaleznosci P(u) sa liniowe. Zachodzi to wtedy, gdy:
materiat jest liniowo-sprezysty, w trakcie odksztalcenia nie zmieniajg si¢ warunki podparcia, gdy nie ma
naprezen i odksztatcen wstgpnych oraz zmian temperatury.
» Twierdzenie Clapeyrona

Praca obcigzen L rowna sig¢ energii sprezystej U, zmagazynowanej wewnatrz ciata:

_ 1 I o
L= U, glee L _Etgpiuids +EJ.Gil/ll'dV, U —I%O-UEU @V .
14 V

e Energia sprezysta wiasciwa (gestosc energii sprezystej)

Charakterystyczne cechy energii sprezystej wlasciwej sa nastepujace:
— jest suma energii aksjatoréw i dewiatorow:

1 1

1
W:EUUEU =EUZ§-O) EISO) +—

> al.(jd) Elg.d) =@ + ),

— mozna ja wyrazi¢ jako funkcje naprezen lub odksztatcen

o =W + WD

1-2v 2 1 2
wio) = 011 + 0y +033)° =—— Uiy,
o (011 + 0y +033) ek Jio
dy _ 1 2 2 2
2 )——lzG[(Un‘Uzz) +(0pp —033)" +(033 —033)" +

2 2 2 2 __1
+30o7y +03), +0%; +03, +073 +0§1)] = ‘Elé ),

g v 2,2 .2 .2 2 L2 L2 0
W, =G £+ +E33)° +E]| +ED, +ED H(ED +E3) +E e}, +ehy +&
€ E_—ZV( 11+ € FE33)7 TE tEy +E33 (&3 ey e eyt 21)5
— jest kwadratowa jednorodna funkcja naprezen lub odksztatcen, jest zatem okre§lona dodatnio;

—energia wyrazona przez napr¢zenia jest potencjatem dla odksztalcen, a energia wyrazona przez od-
ksztalcenia jest potencjatem dla naprgzen
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Wy _ oWe _

— Y =¢. — < =0..
dgo; dge; !

» Zasada wzajemnoS$ci Bettiego

Praca pierwszego uktadu sit na przemieszczeniach wywotanych przez drugi uktad sit Ly, jest réwna
pracy drugiego uktadu sit na przemieszczeniach wywotanych przez pierwszy uktad sit L,q:

p'i lxl"l' ds + G'i u"i dv = p”i u'i das + G"i u'i dav .
[ fouvar=friise]
Twierdzenie Maxwella:

Przemieszczenie punktu i wywolane przez jednostkowq site przytozonq w punkcie k jest rowne prze-
mieszczeniu punktu k wywolanemu przez site jednostkowq przylozong w punkcie i:

A =Ly

e Zasada minimum energii potencjalnej

I_I(a) = VVE av - piuidSp - Gl-ul-dV — min.
e -

p
Sposrod wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pol odksztatcen rownowadze odpowiada to pole,
ktore energii potencjalnej nadaje wartos¢ minimalng.
Jezeli zachodzi minimum, to rownowaga jest stateczna. W przypadku maksimum rownowaga jest nie-
stateczna. Oba przypadki réwnowagi rozdziela stan krytyczny, odpowiadajacy punktowi siodtowemu.
Zasada minimum energii potencjalnej obowiazuje rowniez dla materialdéw nieliniowo-sprezystych,

jesli tylko istnieje dodatnio okreslony potencjat sprezysty WeE

» Zasada minimum energii dopetniajgcej

n'(c)= J'WadV - J’ pit;dS,, — min.
4 3,

Sposrod wszystkich statycznie dopuszczalnych pol naprezen kinematycznej zgodnosci odpowiada to
pole, ktore energii dopetniajqcej nadaje wartos¢ minimalng.
Zasada minimum energii dopelniajacej obowiazuje réwniez w odniesieniu do cial nieliniowo-

sprezystych, jesli tylko istnieje dodatnio okre§lony potencjal sprezysty W .

Hipotezy Wytrzymatosciowe

» Wspotfczynnik bezpieczenstwa — hipotezy wytrzymatoSciowe

Hipotezy wytrzymato$ciowe stuza do okreslenia wspolczynnika bezpieczenstwa w ztozonym stanie
naprezenia. Jest to najwazniejszy problem nauki o wytrzymatosci materiatéw. Wspotczynnik bezpieczen-
stwa jest liczba, przez ktora nalezy pomnozy¢ wspotrzedne aktualnego stanu naprgzenia, by osiagnac stan
niebezpieczny. Za stan niebezpieczny uwaza si¢ zazwyczaj uplastycznienie lub peknigcie materiatu.

Wspotczynnik bezpieczenstwa n jest stosunkiem odlegtosci punktu niebezpiecznego od stanu ¢ =0,
do odlegtosci aktualnego punktu od stanu & = 0 . Wspotrzedne punktéw niebezpiecznego i aktualnego sa
odmierzane w przestrzeni naprezen. Punkty niebezpieczne tworza w tej przestrzeni pewna powierzchnig,
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opisang przez tzw. zaleznos$¢ graniczna F(o, K) = 0, gdzie k oznacza zbidr parametréw opisujacych dla
danego materiatu stan niebezpieczny. Jezeli wytrzymatos¢ materiatu (stan niebezpieczny) jest opisana

tylko przez jeden parametr, to mozna wprowadzi¢ pojecie napr¢zenia zredukowanego (zastepczego) Oreds
bedacego funkcja wspotrzednych aktualnego stanu naprezenia, wlasciwie jego niezmiennikow. Wowcezas
wspotczynnik bezpieczenstwa oblicza si¢ z zaleznoS$ci:

an

n =

b
Ored
gdzie g;, oznacza naprezenie niebezpieczne w jednoosiowym stanie naprgzenia.
Celem hipotez wytrzymatosciowych jest budowa wzorow opisujacych zaleznosci graniczne i — jezeli

jest to mozliwe — wzord6w na naprezenia zredukowane. Omawiana problematyka jest bardzo ztozona, a do
tej pory dobrze sa rozpoznane tylko materialy izotropowe.

 Hipotezy wytrzymatoSciowe dla materiatow ciggliwych

Dla materialow ciagliwych przyjmuje si¢ model ciata idealnie spr¢zysto-plastyczne-go Stan niebezpiecz-

ny odpowiada osiagnigciu granicy plastycznosci gp. Dlatego hipotezy wytrzymatosciowe dla materiatow
ciagliwych nazywaja si¢ warunkami plastycznosci.

— Warunek plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky 'ego (HMH)

Material przechodzi w danym punkcie w stan plastyczny wowczas, gdy gestos¢ energii odksztalcenia
postaciowego (1. energii dewiatorow) osiqga pewnq wartos¢ granicznq, charakterystyczng dla tego ma-
teriatu:

D =,

gdzie C jest pewna stala materiatowa.
Zaleznos$¢ graniczna przyjmuje postac:

F(%‘F%[(UM —0y)* (o —033)° (033 —01))* +6(01, +03; +03)] —0p =0,

a naprezenie zredukowane:
o= 1

4=—

Ie /2

W przypadku uplastycznienia wskutek czystego $cinania, gdy jedynym niezerowym naprg¢zeniem jest

\/(011 —05))* +(0y —033)* +(033 —011)* +6(01y +033 +03)) -

012 =Tp, znajdujemy O.q =O0p = NEXY; p» skad mozna wyznaczy¢ granicg plastycznos$ci przy czystym
Scinaniu:Tp =0p/ J3.
Zaleznos$¢ graniczng mozna zapisa¢ za pomocg nieuporzadkowanych wartosci gléwnych:
— 2 2 2 —
F(01,0,,05)= (0, = 0,)" +(0, ~03)" +(03 ~0})* -20p =0.

Obrazem geometrycznym tego rownania jest walec kotowy o promieniu 4/(2/3) [0 p. OS$ tego walca (tzw.

0$ aksjatorow) tworzy taki sam kat z kazda z osi uktadu wspotrzednych oy, 0», 03.
W ptaskich stanach napr¢zenia (03 = 0) warunek plastycznosci otrzymujemy w wyniku przecigcia
powierzchni granicznej ptaszczyzna gz =W glownych osiach napre¢zen uzyskujemy wowczas elipse:

F(01,05) =0} -0, [, +03 —0p =0.

W ptaskich stanach odksztatcenia (&3 = 0) warunek plastycznos$ci uzyskuje si¢ przez rzutowanie po-

wierzchni granicznej na ptaszczyzne 0z = const. W przypadku gtéwnych osi naprezen odpowiada to ob-
szarowi ograniczonemu dwoma rownolegltymi prostymi:

2
g,—-0p = t—0, = _2Tp.

NER

— Warunek plastycznosci Treski-Guesta (TG)
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Material przechodzi w danym punkcie w stan plastyczny wowczas, gdy maksymalne naprezenie styczne
osiqgnie pewnq graniczng wartosc, charakterystycznq dla tego materiatu:

1
Tnax ZE(UI —om) =G,
gdzie C jest pewna stala materiatlowa, a Oy i Ojp — najwigkszym i najmniejszym napr¢zeniem gtownym.
Zaleznos$¢ graniczna ma postac:
O =0y =0p.

Jej obrazem geometrycznym w przestrzeni naprezen gtoéwnych jest graniastoshup o podstawie szesciobo-
ku foremnego i osi pokrywajacej si¢ z osia aksjatorow. Graniastostup Treski jest wpisany w walec Hube-
ra, a krawedzie graniastostupa leza na pobocznicy walca.

Naprezenie zredukowane
Ored = 01 ~O1-

W plaskim stanie naprezenia zalezno$¢ graniczna w osiach gtdwnych jest szesciobokiem, a w ptaskim
stanie odksztatcenia — dwoma rownoleglymi liniami prostymi:
0,-0, =871p,
gdzie Tp jest granica plastyczno$ci przy czystym $cinaniu, ktéra w przypadku hipotezy Treski okreslona
jest wzorem: Tp =T IZ =0p/2=0,500p. Granica plastycznosci wedtug warunku Hubera jest nieco
wigksza: Tg =op/ J3=0,580 p1lepiej odpowiada wynikom do$wiadczalnym.

— Wzmocnienie plastyczne
Wzmocnienie kinematyczne (anizotropowe) odpowiada przesunigciu powierzchni plastycznosci w
przestrzeni naprezen jako bryly sztywnej o wektor Agy;. Warunek plastycznosci mozna wowczas zapisa¢

nastgpujaco:
F[(a,-j - Aoij), ap] =0.

Wzmocnienie kinematyczne stuzy do opisu zjawiska Bauschingera.
Wzmocnienie izotropowe odpowiada rownomiernemu homotetycznemu ,,puch-nigciu”. Warunek pla-
styczno$ci w tym przypadku mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Flog.op(x)] =0,
gdzie X oznacza tzw. parametr wzmocnienia.

» Wazniejsze hipotezy wytrzymatosciowe dla materiatow plastyczno- kruchych
— Hipoteza najwiekszych odksztatcen glownych
§<¢g (i=12,3),

gdzie €, > 0oznacza graniczng warto$¢ odksztatcenia, charakterystyczna dla danego materiatu. Odksztat-
cenie to mozna wyliczy¢ z prawa Hooke 'a, bo w trakcie proby rozciagania materiat kruchy zachowuje si¢
sprezyscie: €. = 0,. / E . Zalezno$¢ graniczna odpowiada brzegowi obszaru okreslonego nierdéwno$ciami:

0, —Vv(0, +03) —0, <0,

o, —V(o; +03) —0, <0,

03— V(0 +0,) —0, <0.
Zaleznos$¢ graniczna przedstawia ostrostup o podstawie trojkata rownobocznego. O$ ostrostupa pokrywa
si¢ z osig aksjatordw. Zaleznos¢ t¢ opisuja dwa parametry 0, 1 V (wytrzymalo$¢ na rozciaganie i wspot-
czynnik Poissona). Dlatego nie poslugujemy sig tutaj napr¢zeniem zredukowanym.
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— Hipoteza Coulomba-Mohra

Z doswiadczenia wiadomo, ze zniszczenie poslizgowe lub rozdzielcze wystepuje na pewnych okreslo-
nych powierzchniach. Hipoteza Mohra zaktada zatem, ze o zniszczeniu materialu decyduje wektor napre-
zenia (tj. napre¢zenie normalne 01 styczne T) na tych wiasnie powierzchniach. Wartosci 0'i 7, odpowiada-
jace granicznej wartosci funkcji f{0, T), tworza dla réoznych stanow naprg¢zenia pewna krzywa w prze-
strzeni (0, T), stanowiaca granic¢ obszaru bezpiecznego. Poniewaz kazdemu stanowi naprg¢zenia mozna
przypisa¢ pewne koto Mohra, krzywa graniczna jest pewna obwiednig réznych kot, dla ktorych wystepu-
je zniszczenie materiatu.

Najprostsza obwiednia, zwana obwiednia Coulomba-Mohra, sktada si¢ z dwdch prostych:

t|=c-0 tgp,

gdzie c i ¢ sa stalymi materialowymi. W przypadku gruntéw, w odniesieniu do ktérych obwiednia ma
praktyczne zastosowanie, ¢ oznacza spdjnos¢ (kohezje), tzn. wytrzymato$¢ na $cinanie bez nacisku nor-
malnego, a ¢ — kat tarcia wewngtrznego.

Obszar bezpieczny odpowiada wngtrzu ostrostupa o osi pokrywajacej si¢ z osia aksjatorow. Przekroje
ostrostupa sa nieregularnymi sze$ciobokami o trzech osiach symetrii. Dla kata tarcia wewnetrznego ¢ =0
obszar ten modyfikuje si¢ do graniastostupa, ktorego przekroje sa sze$ciobokami foremnymi, co odpo-
wiada warunkowi Treski, w ktérym kohezja oznacza naprgzenia styczne powodujace uplastycznienie:

c=1p=0,50p.
— Hipoteza Burzynskiego

W mysl hipotezy Burzynskiego material ulega zniszczeniu wowczas, gdy suma energii dewiatorow
i pewnej czesci energii aksjatorow osiaga warto$¢ graniczna Cy, tzn. gdy

WD g =,

gdzie 0 < n < 1. Wspotczynnik 1 zalezy od stanu naprezenia i wlasnosci materiatu. Dzigki duzej r6zno-
rodnosci ksztalttow powierzchni granicznych hipoteza Burzynskiego znajduje zastosowanie zaréwno do
materiatow ciagliwych, jak i plastyczno-kruchych. Z powyzszego wynika, ze hipoteza ta zajmuje pozycje
analogiczna

do warunku Mohra. Zasadnicza rdznica geometryczna polega na tym, ze powierzchnie Burzynskiego sa
obrotowe 1 gladkie w przeciwienstwie do zaleznosci Mohra, gdzie powierzchnie graniczne sa nieobroto-
we, a ich elementy sktadowe tworza w ogo6lnosci krzywoliniowy ostrostup o szesciu krawedziach i wierz-
chotku lezacym na osi aksjatorow.

* Warunek projektowania wytrzymato$ciowego

Aby unikna¢ zniszczenia materiatu musimy wymagaé, by stany naprezenia w kazdym punkcie konstruk-
cji spetniaty nierownos$¢ ostra:

F[al-j (x1,X2,%3), k] <0.

W jednoparametrowych warunkach wytrzymatosciowych odpowiada to wymaganiu, by napr¢zenie zre-
dukowane byto mniejsze od wartosci niebezpiecznej:

Ored (X1,%2,%3) < 0,.

W poprawnie zaprojektowanej konstrukcji musi by¢ zachowana odpowiednio duza ,,odleglo$¢” aktualne-
go stanu naprezenia od stanu niebezpiecznego. Miarg tej odlegtosci jest wspotczynnik bezpieczenstwa n.
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Zwrdémy uwage, ze naprezenie zastgpeze jest funkcja jednorodna pierwszego stopnia wzgledem wspot-
rz¢dnych stanu naprezenia. Rozumiemy przez to, ze:

ared(naij) = nared(aij)'

Minimalne warto$ci wspotczynnika bezpieczenstwa ng podane sa w normach projektowania konstruk-
cji. Bezpiecznie zaprojektowana konstrukcja powinna zatem spetnia¢ warunek:

nzn.

Wartosci ng pozwalaja okresli¢ w przestrzeni naprgzen obszar dopuszczalny, ktérego granice odpowiada-
ja warto$ciom naprezenia zastgpczego O,.q = 0, / ng. lloraz 0, / ny nazywa si¢ napr¢zeniem dopuszczal-
nym Ogqp, -

Warunek projektowania wytrzymato§ciowego ma zatem postac:

o
Ored (X1, X2,X3) S Ogop = n—" :
0

Nierownos¢ ta stanowi tre$¢ najprostszej metody projektowania, zwanej metoda naprezen dopuszczal-
nych. Ma ona charakter lokalny i jest oparta na zatozeniu, ze osiagnigcie w pewnym punkcie konstrukcji
naprgzenia niebezpiecznego oznacza zniszczenie calej konstrukcji. Jest to zasadnicza wada tej metody.
Obserwujemy bowiem wiele takich konstrukcji, w ktorych lokalnemu uplastycznieniu badz peknigciu
towarzysza obciazenia mniejsze od obciazen niszczacych. Wada metody naprgzen dopuszczalnych jest
réwniez to, ze wspolczynnik bezpieczenstwa nie zalezy od charakteru oddziatywan (obciazen).
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