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7. € N>
HIPOTEZY WYTRZYMALOSCIOWE

7.1. UWAGI WSTEPNE

Powr6émy jeszcze raz do wynikow proby rozciggania omoéwionych w rozdziale 4. Jezeli przyjmiemy,
ze o$ probki pokrywa sig¢ z osig x1, to stan napr¢zenia w ukladzie x1, x», x3 charakteryzuje tylko jedna

wspotrzedna 011 = O (por. rys. 7.1a):
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Rys. 7.1

W miar¢ wzrostu napr¢zenia O material przechodzi kolejno ze stanu liniowo-sprezystego (0 < 0 < gp)
poprzez stan nieliniowo-sprezysty (0 < 0 < 0s) do stanu plastycznego (0p < 0 < 7,,) i w koncu probka
ulega zerwaniu (por. rys. 7.1b0). Naprezenia Oy, Os, Op 1 Oy, wWyznaczaja granice migdzy poszczegolnymi
stanami mechanicznymi. Przekroczenie kazdej z tych granic powoduje jakosciowq zmiane witasnosci
materiatu. W zalezno$ci od rodzaju materiatu i konstrukcji pewne zmiany wtasno$ci materialu moga by¢
niebezpieczne, a odpowiadajacy im stan okreslamy jako stan niebezpieczny. W materiale ciagliwym za
stan niebezpieczny uznaje si¢ zazwyczaj stan plastyczny, zwiazany z duzymi przyrostami odksztalcen. W
materiale kruchym proces deformacji az do osiagnigcia wytrzymatosci doraznej jest prawie sprezysty, a
stan niebezpieczny odpowiada naprgzeniu O, = Oy (rys. 7.1c). W probkach wykonanych z materiatu,
ktory nie ma wyraznych granic sprezystosci i plastyczno$ci stan niebezpieczny moze odpowiada¢ warto-
Sciom umownym 0, = 0y o5 lub g, = 0p 2, lub punktowi granicznemu g, = 0y, (rys. 7.1d).
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Problemem podstawowym dla inzyniera jest wyznaczenie tzw. wspdlczynnika bezpieczenstwa n, ktory
jest liczba mowiaca, ile razy aktualne naprgzenie O jest mniejsze od naprezenia niebezpiecznego g;. Wo-
bec tego naprezeniu 0 odpowiada wspdlczynnik bezpieczenstwa n = g,/a. Obliczenie wspotczynnika
bezpieczenstwa przy jednoosiowym rozciaganiu (lub §ciskaniu) jest wigc nader proste.

Na bardzo duze trudnos$ci natrafiamy jednak, gdy w danym punkcie wystgpuje wigcej niz jedna skta-
dowa stanu naprezenia lub ogolniej: trojosiowy stan napr¢zenia opisany macierza (7.2).

011 O12 0135
G = %721 02 0x3[ (7.2)
31 032 033H

Powstaje wowczas pytanie: jak w zloZonym stanie napreienia obliczy¢ wspotczynnik bezpieczenstwa?

Odpowiedz na postawione pytanie zawieraja tzw. hipotezy wytrzymatosciowe (wytgzeniowe). Czgs$¢
tych hipotez podaje sposob na obliczenie pewnego fikcyjnego napr¢zenia noszacego nazwe napreienia
zredukowanego (zastepczego) Tred. Glowna idea hipotez wytrzymatosciowych polega na tym, by ztozony
stan napre¢zenia opisany macierza (7.2) sprowadzi¢ do jednoosiowego rozciagania napr¢zeniem
0 wartosci Oreq. Pozwala to wyznaczy¢é wspotczynnik bezpieczenstwa i okre$li¢ stan mechaniczny
materiatu w danym punkcie.

Zanim przejdziemy do blizszego omodwienia wybranych hipotez wytezeniowych dla ciat izotropo-
wych, zwrocimy uwagg na pewne wlasnosci, ktére musi spetnia¢ naprezenie zastepceze:

— poniewaz stan mechaniczny nie zalezy od przyjetego uktadu wspodlrzednych, wigc naprezenie za-
stepcze moze by¢ tylko funkcja niezmiennikdéw tensora naprezenia:

Ored = Ored(11,12,13) ; (7.3)

— uwzgledniwszy fakt, ze niezmienniki /1, I, I3 zaleza od wszystkich wspotrzednych tensora napreze-
nia, napr¢zenie zastgpcze mozna rOwniez zapisac jako funkcje tych wspotrzednych:

Ored = Ored (011,012,013, 0p2, 023, 033) ; (7.4)

— wzor (7.4) jest wazny rowniez dla stanu jednoosiowego rozciagania (Sciskania), okre§lonego macie-
rza (7.1):

O-red(aa 0) 05 0: 0: 0) = 07 (75)
— dla zerowej macierzy napre¢zen naprezenia zastgpcze jest rowne zeru:

Ured (O, 05 05 05 09 0) =0. (76)

Poniewaz najcze$ciej interesuje nas rozgraniczenie poszczegolnych standéw mechanicznych, wigc po-
przestajemy niekiedy na podaniu postaci tzw. warunku granicznego F(0;;) = 0. Podejscie takie jest 0gol-
niejsze, poniewaz stan mechaniczny okresla czasem wigcej niz jeden parametr i przy definiowaniu
naprgzenia zastgpczego Oreq natrafiamy na duze trudno$ci. Zalezno$¢ graniczna wiaze ze soba
wspotrzedne tensora naprezenia odpowiadajace osiagnigciu stanu niebezpiecznego w danym punkcie.
Pojecie zaleznosci granicznej bedzie wyjasnione przy omawianiu poszczegélnych hipotez
wytezeniowych. Doktadniejsze omowienie wilasnosci warunku granicznego i pojgcia wspodtczynnika
bezpieczenstwa wraz ze stosowng interpretacja geometryczna przedstawiono w p.7.5.

Omawiana problematyka jest bardzo ztozona, a do tej pory dobrze rozpoznane sa tylko materialy izo-
tropowe. W dalszym ciagu omowimy pewne wybrane hipotezy stosowane obecnie do materiatow ciagli-
wych i plastyczno-kruchych. Szczegotowe omoéwienie poszczegdlnych hipotez wytezeniowych mozna
znalez¢ w wielu podrecznikach (np. [22, 51, 53]).
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7.2. HIPOTEZY WYTRZYMALOSCIOWE DLA MATERIALOW CIAGLIWYCH

7.2.1. Warunek plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky'ego (HMH)

Dla materiatow ciagliwych przyjmujemy zazwyczaj model ciala idealnie sprezysto-plastycznego (rys.
7.2). W takim modelu granica proporcjonalno$ci Oy, granica sprezystosci Jyg i granica plastyczno$ci op
maja t¢ sama wartos$¢. Przyjmuje si¢, ze osiagnigcie tej wartosci, a wigc poczatek uplastycznienia, odpo-
wiada stanowi niebezpiecznemu. Dlatego hipotezy wytrzymatosciowe dla materiatow ciagliwych nazy-
wamy bardzo cze¢sto warunkami plastycznosci.

S
O Bg=Gp 1+

ron

Obecnie powszechnie stosuje si¢ hipoteze polskiego uczonego M.T.Hubera (1904 rok).:

Materiat przechodzi w danym punkcie w stan plastyczny wowczas, gdy gestosc energii odksztatcenia
postaciowego (tj. energii dewiatorow) osiqga pewnq wartos¢ granicznq, charakterystycznq dla tego ma-
teriatu.

Podobne sugestiec wysuwal juz duzo wczesniej Maxwell w liscie do swego przyjaciela Thompsona
(Kelvina) w 1856 roku. Hipoteze, w ktorej miara wytezenia byta gestosé catkowitej energii odksztalcenia,
sformutowat Beltrami w 1885 roku. Sens hipotez energetycznych jest intuicyjnie wyczuwalny. Do upla-
stycznienia konieczne jest bowiem wtozenie pewnej pracy mierzonej lokalnie gestoscia energii. Hipoteza
Beltramiego nie znalazla jednak potwierdzenia w badaniach doswiadczalnych. Dlaczego wigc decydujaca
jest tylko cze$¢ energii, czyli energia dewiatorow? Na pytanie to odpowiadaja badania do$wiadczalne
metali poddanych bardzo wysokim ci$nieniom (okoto 50 000 MN/m?2). Badania te dowiodly, ze zmiany
objetosci, ktdore w materiatach izotropowych sa wynikiem dziatania aksjatora naprezenia, maja charakter
czysto sprezysty, czyli znikaja po usunigciu obciazenia. Oznacza to, ze odksztatcenia trwate (plastyczne)
sa wywotane tylko dziataniem dewiatorow.

Matematyczne sformutowanie warunku plastycznosci Hubera jest wigc nastepujace:

wid =, (1.7)
gdzie C jest pewna stala materiatowa.

Warunek plastycznosci (7.7) jest zwiazany z nazwiskami Misesa i Hencky'ego. Mises w 1913 roku
wyprowadzit formule przyblizajaca éwczesnie stosowany warunek Treski (por. p. 7.2.2). Okazato si¢, ze
posta¢ tego przyblizenia byla identyczna z nieznanym na zachodzie Europy warunkiem Hubera. W
1923 roku Hencky stwierdzil, ze warunek uzyskany przez Misesa ma interpretacj¢ energetyczna podana
rownaniem (7.7). Dodamy, ze Hencky nie znat jeszcze wowczas pracy Hubera z 1904 roku. Wspomniane
fakty historyczne zadecydowaty o tym, ze warunek plastycznosci (7.7) nazywa si¢ obecnie warunkiem
Hubera-Misesa-Hencky'ego lub w skrocie warunkiem HMH.
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Przejdziemy obecnie do blizszej analizy warunku HMH. Ze wzoru (6.12) wynika, Ze energia Wéd) jest

funkcja tylko drugiego niezmiennika dewiatora naprezenia /1 é‘é) i wyraza jg wzor:

1
(a) WD “he (011 = 0)* +(09y —033) +(033 —011)° +6(01y +033 +03))|-

Stosownie do uwag zawartych w p. 7.1 wnioskujemy, ze warunek plastycznosci musi by¢ stuszny dla

jednoosiowego rozciagania, tzn. gdy 011 = Op, a pozostate wspodirzedne tensora naprezenia sa rowne zeru.
Uwzglednienie tego we wzorze (a) i podstawienie uzyskanego wyniku do wzoru (7.7) pozwala obliczy¢

wartos$¢ stalej materiatowej C:

1 o3
b c=wiD =—(a2 +02):—P.
(b) o T\l ton)= o

Po podstawieniu wzorow (a) i (b) do réwnania (7.7) otrzymujemy nastgpujaca zaleznos¢ graniczna:

_ 1 2 2 2
F(Uzj)—z[(all‘azz) +(0py —033)" +(033 —01)" +

2 2 2 2 _
+6(0iy +033 +031)]-0p =0. (7.8)

Jesli wspotrzedne 0y spetniaja te zaleznos¢, to material w danym punkcie przechodzi w stan plastyczny.
Réwnanie (7.8) mozemy zapisaé jeszcze inaczej:

Oreq ~0p =0,
gdzie

_ 1 2 2 2 2 2 2
O red —ﬁ\/(an = 093)" +(0y —033)" +(033 —0711)" +6(0j, +033 +031) (7.9)

1 oznacza poszukiwane naprgzenie zredukowane. Jezeli 0, —Op <0, to mamy stan sprezysty, a jezeli
Ord —Op =0, to nastgpuje uplastycznienie. Na podstawie rys.7.2 wnioskujemy, Ze stan
Oeq —Op >0jest nierealny. Z postaci wzoru (7.9) wida¢, ze wymagania dotyczace naprezenia zreduko-

wanego z p. 7.1 sa spelnione. Naprezenie zredukowane mozna wyrazi¢ przez drugi niezmiennik stanu
naprezenia:

Treq =6GW, D =[-318D). (7.94)

Poniewaz Ig‘é) <0, wigc wartosci Oyeq Sa zawsze rzeczywiste.

Jesli znamy naprezenia gldwne, to zaleznos$¢ graniczna (7.8) mozna zapisac
za pomoca nieuporzadkowanych wartosci glownych:

(©) F(01,07,03)=(0] = 0y)* +(0, —03)* +(03 —0))* —20p =0.

Poniewaz wystepuja teraz tylko 3 zmienne 01, 0> i 03, nasuwa si¢ mysl, by warunek (c) przedstawi¢ w
trojwymiarowej przestrzeni naprezen gtownych. Obrazem geometrycznym tego rownania jest walec ko-

towy o promieniu 4/(2/3)[dp. O$ tego walca tworzy ten sam kat z kazda z osi uktadu wspotrzednych oy,
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0y, 03. Jest to tzw. oS aksjatoréow. Kosinus tego kata wynosi 1/\/5, wigc jego wartosé
arccos(l / ﬁ) =54,74° (por. rys. 7.3).

o™’

s, G

stan plastyczny ——

Rys. 7.3

Wspodtrzedne punktéw wypehliajacych wngtrze walca odpowiadaja sprezystym stanom naprezenia
(np. punkt B). Uplastycznienie zachodzi natomiast dla kazdego stanu naprezenia odpowiadajacego punk-
tom lezacym na pobocznicy walca (np. punkt A4). Stany napr¢zen zobrazowane punktami lezacymi poza
walcem sa nierealne. Dla aksjatora wszystkie napr¢zenia normalne sg rowne, tzn. 0; = 0y = 03. Warunek
ten spelniaja wspoirzedne osi walca, przyporzadkowane zawsze stanom spr¢zystym. Podczas wszech-
stronnego rozciagania lub $ciskania w miar¢ wzrostu obciazenia przesuwamy si¢ wzdtuz osi aksjatorow i
nie jestesmy w stanie doprowadzi¢ w ten sposob do uplastycznienia materiatu.

W obliczeniach konstrukcji bardzo czgsto wystepuja ptaskie stany odksztatcenia i ptaskie stany napre-
Zenia.

W plaskim stanie odksztalcenia, gdzie odksztalcenie glowne £3= 0, oprocz naprgzen glownych oy i

0> wystepuja rowniez niezerowe wartosci napr¢zenia gtdwnego 03. Wartos$ci tego naprezenia w sprezy-
stym materiale izotropowym wynikaja ze zwiazkoéw fizycznych (5.1) i wyraza je wzor:

o3 =Vv(0] +0,).
W procesie deformacji czysto plastycznych materiat zachowuje si¢ jak cialo niesci§liwe. Poniewaz dla

ciata niescisliwego wspdtczynnik Poissona V =1/ 2, wiec miedzy naprezeniami glownymi 01, 02 i O3 w
ptaskim stanie odksztatcenia zachodzi zalezno$¢:

1
03 =—(01 +0y).
2
Po podstawieniu tej zaleznosci do rownania (a) otrzymujemy warunek plastycznosci dla ptaskiego stanu
odksztalcenia:

o, (7.10)

=
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Wobec tego deformacje czysto sprezyste zachodza wowczas, gdy

<0.

2
0,—0, _‘ﬁap

Obrazem tej nierownosci na ptaszczyznie 07 1 0> jest obszar ograniczony dwoma prostymi zaznaczonymi
na rys. 7.4 liniami przerywanymi (&3 = 0). Warto zwr6ci¢ uwage na to, ze proste opisujace zalezno$¢ gra-
niczna (7.10) pokrywaja si¢ z rzutem walca Hubera na plaszczyzng 03 = const. Rzutowanie powierzchni
plastyczno$ci na ptaszczyzng 0; = const w przestrzeni naprezen jest uniwersalnym sposobem okreslenia
ksztaltu zalezno$ci granicznej, gdy & = 0. Sposob ten wynika z ogolnej teorii cial plastycznych i mozna
go stosowa¢ dla dowolnego warunku plastycznosci. Jezeli warunek plastycznosci jest zapisany w prze-
strzeni naprgzen gtownych, to dla ptaskiego stanu odksztatcenia (&3 = 0) zalezno$¢ graniczna wyraza w
ogo6Inosci rownanie:

01 =0y =#27), (7.11)

gdzie Tp oznacza granicg plastyczno$ci materiatu przy czystym $cinaniu. Jak wiadomo, czyste $cinanie
zachodzi, gdy g; = — 0» = — 0. Uplastycznienie materialu w tym przypadku odpowiada zatem punktowi
przecigeia prostej 01 = — 0> z odpowiednim warunkiem plastycznosci. Wspotrzedne tego punktu sa row-
ne wlasnie wartosci Tp (por. rys. 7.4).

W plaskim stanie napreienia zalezno$¢ graniczna w przestrzeni naprezen gtownych otrzymuje sig
przyjmujac, ze odpowiednie naprgzenie gtéwne jest tozsamosciowo rowne zeru (np. 03 =0). Obrazem
geometrycznym tej zaleznosci jest przekroj powierzchni plastycznosci plaszczyzna oz = 0. W przypadku
warunku HMH przekrdj ten daje w rezultacie elipsg zaznaczong na rys 7.4 linig ciagla.

Poniewaz w dowolnym uktadzie osi stan naprgzenia charakteryzuja tylko trzy niezalezne sktadowe
tensora napre¢zenia, warunkowi plastycznosci mozna rowniez nadaé interpretacjg geometryczna w prze-

strzeni naprezen 011, Oy> 1 Op2. Stosownie do wzoru (7.8) zaleznos$¢ graniczna dla ptaskiego stanu napre-
zenia przyjmuje postac:

— 2 —
F(011,0%,01,) = 07y = 01| by, +0%, +307, —0p =0. (7.12)

Wprowadzimy oznaczenia:

(0 (oF 0,
(d) ==,y ==, =12

op Op Op
Wowczas rownanie (7.12) przedstawia si¢ nastgpujaco:

2 2 2 —

(e) Vi ~yya *yy +3y3 -1 =0.
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Jest to w przestrzeni (y1, y7, y3) rownanie pewnej powierzchni. Dokonamy obecnie obrotu osi y1, y7,
wzgledem osi y3 0 kat 45° (rys. 7.5). Obrot taki charakteryzuje tabela kosinusow kierunkowych:

Y1 Y2 3
1 1
nw| — =
2 2!
R
2 \/5 \/5 0
yy| 0 0 0
\
‘93=‘J3'

/
,91'

Rys. 7.5

Na podstawie wzoroéw transformacyjnych y; = yja; otrzymujemy

Eyl =ypapy typary,
D2 =yragy *ypaxy,
HV3 =3

Wobec tego
0.1, 1
Syl_\/zyl' \/Eyz"
o= 1 L,
S’Q \/Eyl \/5)’2’
Ew:yy-

Po uwzglednieniu tych zaleznosci rownanie (e) modyfikuje si¢ do postaci:

2 2 2
I D - S

(o) () ()
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Jest to odcinkowe rownanie elipsoidy, ktora obrazuje rys. 7.6 (por. Szczepinski [44]). Kazdemu punktowi

powierzchni odpowiada pewien stan napr¢zenia: 0y, 0»p 1 0pp. Osiagnigcie tych wartos$ci oznacza upla-
stycznienie materiatu. Punkty lezace wewnatrz elipsoidy odpowiadaja stanom spr¢zystym.

Rys. 7.6

7.2.2. Warunek plastycznosci Treski-Guesta (TG)

Podstawa do sformutowania tego warunku byta obserwacja linii Liidersa (por.
p. 4.10), ktore powstaja w poczatkowej fazie uplastycznienia probki rozciaganej. Poniewaz kat pochyle-
nia tych linii w stosunku do osi probki jest bliski 45° i odpowiada ptaszczyznom maksymalnych naprezen
stycznych, Tresca w 1872 roku podal nastgpujaca hipoteze:

Material przechodzi w danym punkcie w stan plastyczny wowczas, gdy
maksymalne naprezenie styczne osiqgnie pewnq graniczng wartoS¢, charakterystycznq dla tego materia-
tu.

Maksymalne naprgzenie styczne Ty, = (07 —0Oypp)/ 2, wige tre$¢ hipotezy Treski zawiera rOwnanie:

1
E(UI -omq) =G, (7.13)

gdzie Cj jest pewna stata materialowa, a 0y i Op;p — najwigkszym i najmniejszym naprezeniem gtownym.

Coulomb w 1776 roku i pdzniej Guest (1900 rok) uplastycznienie materiatu uzaleznili od maksymal-
nego kata odksztalcenia postaciowego Vnax. Je$li material do momentu uplastycznienia jest liniowo-
sprezysty 1 izotropowy, to miedzy hipoteza Coulomba i Guesta oraz hipoteza Treski nie ma zadnej rozni-
cy. Wniosek ten wynika bezposrednio z rownan fizycznych. Poniewaz nazwisko Coulomba wiaze si¢ z
jeszcze inna hipoteza, zalezno$¢ graniczna (7.13) przyjeto nazywaé warunkiem plastycznosci Treski-
Guesta (TG).

Przejdziemy do analizy wzoru (7.13). Wzdr ten musi obowiazywac réwniez dla osiowego rozciagania,

gdzie gy = dp, a oy = 0. Pozwala to wyznaczy¢ stala Cy:

1
C==0p.
1 2 P
Wobec tego warunek Treski przyjmuje postac:
Oy —0y =0p. (714)

Whioskujemy stad, ze naprezenie zastepcze Oreg WYNOSi:

Ored = 01 ~ 07y (7.15)

Warunek plastyczno$ci Treski mozna wyrazi¢ za pomoca niezmiennikow dewiatora Iéd), Igd). Wa-
runek ten ma jednak wtedy bardzo ztozong postac (por. [11]):
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3 2
4(1§d )) - 27(1§d ))2 ~90% (1§d )) +6ap1$! ~a$ =o0. (7.16)

Jesli przejdziemy do nieuporzadkowanych osi gtownych naprezen (0y, 0z, 03),
to warunkiem, aby w ciele wystepowaty tylko naprgzenia sprgzyste, jest jednoczesne spetnienie nastgpu-
jacych nier6wnosci

ai—aj\<ap (G,j =1, 2, 3). (7.17)

Po rozpisaniu ich otrzymujemy:
01=0,<0p, gdy 01>0,,0
—01+0, <0p, gdy 0 <02=E
0, -03<0p, gdy 0p >03,0 (7.170)
—0, +03 <0p, gdy 0, <03,
03-01<0p, gdy O3>0y, E

-03+0)1<0p, gdy 03 <0.[]

TG

HMH

Rys. 7.7

W przestrzeni naprezen 0y, 0>, 03 nierdéwnosci (7.17a) opisuja wnetrze graniastostupa, ktorego podstawe
jest szesciobok foremny. O$ graniastostupa — podobnie jak 0§ walca w warunku Hubera — tworzy rowne
katy z osiami uktadu (por. rys. 7.7).

Przecigcie tego graniastostupa ptaszczyzna 03 = 0 (ptaski stan naprezenia) daje obszar ptaski. Waru-
nek plastycznosci w tym przypadku jest okreslony nierownosciami:

01-0,<0p, gdy 0y>0;,0
~01%0, <0p, gdy 0 <02,E
0,<0p, gdy 0,>0, O
—0,<0p, gdy 0,<0,
0, <op, gdy 0,>0, U
—01<0p, gdy 0;<0.

(7.18)
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Nierownosci (7.18) opisuja wngtrze szescioboku przedstawionego na rys. 7.8. Dla porownania linia
przerywana zaznaczono elipsg¢ Hubera.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze graniastostup Treski jest wpisany
w walec Hubera; krawgdzie graniastostupa leza na pobocznicy tego walca. Obszar sprezysty wedlug Tre-
ski jest wigec mniejszy niz obszar spr¢zysty wynikajacy z warunku Hubera.

Znany jest jeszcze inny warunek plastycznosci — Iwlewa-Haythornthwaite’a (IH), odpowiadajacy po-
wierzchni opisanej na powierzchni Hubera. Zgodnie z tym warunkiem material przechodzi w stan pla-
styczny wowczas, gdy ekstremalne naprezenie normalne w dewiatorze osiaga pewna krytyczna wartosé,
tzn. gdy jest spetnione chocby jedno z nastepujacych réwnan:

011 =0o|=0p, |03 —0p| =0p, |033 —0p| =0p. (7.19)

Warunek /H nie ma interpretacji fizycznej, jest jednak uzyteczny, daje bowiem gorng oceng nos$nosci.
Trzy pozostale warunki plastycznosci dla plaskiego stanu naprezenia i plaskiego stanu odksztatcenia zilu-
strowano na rys. 7.8a.b.

Q) 63=O

Rys. 7.8

Dla ptaskiego stanu napre¢zenia (03 = 0) warunek plastycznos$ci 7G mozemy przedstawi¢ réwniez w
przestrzeni naprezen dowolnych (nie gtdéwnych). Wzory na naprezenia gtowne w ptaskim stanie napreze-
nia maja postac (por. wzor (1.28)):

Lo

1

0 g +0 -0 2

(@) H = 112 22 i\/@gnz 22g+012-
R

Na razie nie potrafimy powiedzie¢, ktore z naprezen 0y, 0>, 03 jest najwigksze, a ktore najmniejsze. Trze-
ba rozwazy¢ trzy przypadki (por. rys. 1.27):

1)o1>0,0, >0, woéwczas Of = gy, o =03=0,
2)01>0,0,<0, woéwczas Of = gy, o = 02,
3)01<0,0,<0, woéwczas gi=03 =0, Oy = 0.
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Przypadek 1 (01— om = 01)

Réwnanie (7.12) ma postaé:

(b) 0“2022 +\/@J“;a22g+0122 =0p.

Postepujac identycznie jak przy analizowaniu warunku Hubera, otrzymujemy rownanie:

lub w uktadzie obroconym o 45°

01 D2 _ (yzv)2 2
v_l —_——— 1 .
(d) %Tz n-lg W2y +(»3)

Dokonamy jeszcze przesunigcia uktadu:

(e) =2,y =z, vy =a.

Woweczas zaleznosc¢ (d) przedstawia rownanie stozka eliptycznego (por. rys. 7.9):

\S] 9}

in BE B

Przypadek 2 (UI -0 =01 _0-2)

z

0.

%)

Az,
/_ 0z
a
O3
-2,
Z
Rys. 7.9
© 2\/ “;Uzzgwfz =0p.
W uktadzie osi y; otrzymujemy
() (y1=32)° +43 =L

Dla osi obroconych y;, rownanie warunku plastycznos$ci przedstawia walec eliptyczny o osi pokrywaja-

cej sig z osia yy:
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@ 2?0
017 %g
H/2b

Przypadek 3 (01 -0 = _02)

Analiza tego przypadku przebiega identycznie jak przypadku 1. W efekcie otrzymujemy rowniez sto-
zek eliptyczny w odpowiednio przesuni¢tym uktadzie wspotrzednych.

W rezultacie analizy wszystkich przypadkoéw otrzymujemy powierzchni¢ graniczna przedstawiona na
rys. 7.10. Widzimy, ze warunek plastycznosci Treski w przestrzeni napr¢zen dj1, 0»2, 012 sklada si¢ z
walca eliptycznego i dwdch stozkéw eliptycznych. Zwrdéémy uwage na to, ze elipsoida Hubera z rys. 7.6
zawiera w sobie powierzchni¢ plastycznosci Treski.

7.2.3. Poréwnanie warunkéw plastycznosci HMH i TG

1. Najistotniejsze roznice ilosSciowe migdzy warunkami plastycznymi HMH i TG wystepuja dla czy-
stego $cinania, gdzie dj| = 0y = 0. Stan ten odpowiada punktowi C, zaznaczonemu na rys. 7.6 i 7.10.
Dla warunku HMH mamy:

(P)
ag 1 1

12 — (P) = = =
—= = zatem O’ =Tp =—=0p =0,580p.
Op 3 12 P \/E P i

Dla warunku 7G mamy:

(P)
o
12 =l, zatem 01(5) =17p =0,50 O p.
Op 2
Roéznice te byly decydujacym argumentem na rzecz hipotezy Hubera-Misesa-Hencky'ego. Z badan labo-
ratoryjnych wynika, ze uplastycznienie podczas czystego $Scinania zachodzi dla naprezen stycznych bli-
skich wartosci 0,60p, a nie 0,50p jak przewiduje hipoteza Treski. W nawiazaniu do dzisiejszego stanu
wiedzy warto doda¢, ze jezeli materiat sktada si¢ z beztadnie utozonych krysztatow, ktorych warunkiem
uplastycznienia jest warunek Treski, to makroskopowo otrzymujemy warunek Hubera-Misesa-
Hencky'ego. Wspoélczesne normy projektowania konstrukcji metalowych sa oparte na warunku HMH,
najlepiej opisujacym zachowanie si¢ materiatow ciagliwych.

2. Druga istotng cecha rozniaca oba warunki plastycznosci jest to, ze warunek Treski
w przeciwienstwie do warunku Hubera nie zalezy od wartosci posredniego naprezenia gldéwnego ojp. O
wytezeniu materiatu wedtug hipotezy 7G decyduje wigc tylko najwigksze koto naprezen Mohra.

3. Czesto wystepuja plaskie stany naprezenia, w ktorych jedno z naprgzen normalnych jest zawsze
rowne zeru (np. 0> = 0). Zdarza si¢ to w teorii belek. Odpowiedni warunek plastycznosci uzyskamy po

przecigeiu powierzchni plastycznosci plaszczyzna 077 =0. W efekcie zarowno dla warunku HMH (rys.
7.6), jak 1 warunku 7G (rys. 7.10) otrzymujemy elipsy opisane rownaniami:

—warunek HUH w/0121 +30122 =0p,
2 2 _
—warunek TG \ o071 +401, =0p.

Iustracja tych réwnan jest rys. 7.11.
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S

12

A
i
V3 P HMH
4
2

Sp 16

Rys. 7.11

4. W pewnych sytuacjach przy stosowaniu warunku HMH do uplastycznienia mozna doprowadzic¢
przez zmniejszenie bezwzglednej wartosci jednej ze wspotrzednych tensora napre¢zenia, podczas gdy po-

zostale si¢ nie zmieniaja. Fakt ten ilustruje rys. 7.4. Zmniejszenie wartosci |02 , odpowiada odcinkowi

ab. W punkcie ¢ mamy stan sprezysty (F < 0), a w punkcie b wystgpuje stan plastyczny (£ = 0). Opisany
przypadek czgsto umyka uwadze projektantow konstrukcji. Warto zwrdci¢ uwage na to, ze uplastycznie-
nie materialu jest tym trudniejsze, im tensor naprgzenia jest bardziej ,.kulisty”.

7.2.4. Uwagi o wzmochieniu plastycznym

Do tej pory rozwazali$my materialy idealnie sprezysto-plastyczne, scharakteryzowane na rys. 7.2.
Okazuje sig, ze uzyskane wyniki mozna uogo6lni¢ na materialy wykazujace wzmocnienie i zjawisko Bau-
schingera (rys. 7.12a). Efekt Bauschingera odpowiada przesunieciu powierzchni plastycznosci jako bry-
ly sztywnej w przestrzeni naprezen (rys. 7.12b). Dlatego takie wzmocnienie nazywamy wzmocnieniem
kinematycznym. Deformacja plastyczna powoduje, ze granice plastycznosci na Sciskanie i rozciaganie w
kazdym z kierunkéw gltownych sa rdzne. Przesunigcie powierzchni plastycznos$ci ilustruje wige takze
zjawisko anizotropii plastycznej pojawiajacej si¢ wskutek deformacji plastycznej. Stad wzmocnienie ki-
nematyczne nazywa si¢ czasami wzmochieniem anizotropowym.

14
,I,/ 6;1= 6p+ASp

Rys. 7.12
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Warunek plastycznosci przy wzmocnieniu kinematycznym zapisuje si¢ w nastgpujacy sposob:

F

(Uy - Aay), o p] =0, (7.20a)

gdzie Agj; oznacza wspotrzedne wektora przesunigeia powierzchni plastycznosci w przestrzeni naprezen.

powierzchnia plastycznosci

Rys. 7.13

Poza koncepcja wzmocnienia anizotropowego postugujemy si¢ réwniez koncepcja wzmocnienia
izotropowego. Dla rzeczywistych metali poczatkowo obserwuje si¢ wzmocnienie kinematyczne. Dla
réznych odksztalcen dominuje wzmocnienie izotropowe. Tak wigc obie koncepcje wzmocnienia sa
jedynie elementami pewnej hipotezy wzmocnienia. Wzmocnienie izotropowe odpowiada
rownomiernemu ,,puchnigciu” powierzchni plastycznosci (por. rys. 7.13). Warunek plastycznosci dla
wzmocnienia izotropowego mozna zapisa¢ nastgpujaco:

F[a,.j L0 p( X)] =0, (7.200)

gdzie wspotczynnik X oznacza tzw. parametr wzmocnienia.

7.3. HIPOTEZY WYTRZYMALOSCIOWE DLA MATERIALOW
PLASTYCZNO - KRUCHYCH

7.3.1. Hipoteza ekstremalnych naprezen giéwnych

Omowimy teraz niektore hipotezy wytrzymatosciowe dla materiatdéw o charakterystyce przedstawio-
nej na rysunku 7.14. Podczas $ciskania materialy te wykazuja cechy plastyczne, podczas rozciagania
zachowuja si¢ liniowo-sprezyscie, az do momentu osiagni¢cia wytrzymato$ci na rozciaganie O, w
ktérym nastepuje kruche peknigcie. Tak przyjety model dos¢ dobrze opisuje tzw. materiaty plastyczno-
kruche. Do materiatow tych mozna zaliczy¢ beton, skaty oraz osrodki gruntowe. Poniewaz okreslenie
stanu mechanicznego zalezy teraz od wigkszej liczby parametréw, poprzestaniemy na podaniu zalezno$ci
granicznych.

W roku 1632 Galileusz poddal mysl, ze o wytrzymatosci materialu decyduje najwigksze naprgzenie
rozciagajace. Latwo stwierdzi¢, ze hipoteza ta zawodzi juz dla osiowego $ciskania. Mysl Galileusza pod-
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jeli jednak Rankine (1856 rok) i Clebsch (1862 rok), ktorzy ograniczyli takze warto$¢ $ciskajacych napre-
zen normalnych. Wedtug tych badaczy stan bezpieczny okreslaja nierdwnosci:

-0Op<0;<0,. (i=1],2,3), (7.21)
gdzie Op 1 O, oznaczaja odpowiednio naprezenia niszczace przy $ciskaniu i rozciaganiu a 01, 0» 1 03 —

napr¢zenia glowne. Obszar bezpieczny opisany nierowno$ciami (7.21) przedstawia rys. 7.15. Zalezno$¢
graniczna (7.21) bywa czasami stosowana do materiatow kruchych.

©%.7
16 s / ,(9"-‘/'}

! 7 o8
: . Y——GP _\;_/'

& ESTANNNTo4) &;&6
: e
/L ------- B

//l 61
-Gp / -6P ?
Rys. 7.14 Rys. 7.15

W materiatach kruchych dobre wyniki daje hipoteza najwigkszego odksztatcenia glownego, stosowana
juz przez Ponceleta i de Saint-Venanta w potowie XIX wieku. W mysl tej hipotezy bezpieczne wartosci
odksztalcen gtéwnych spetniaja nierownosci:

g<e  (i=1,2,3), (7.22)

gdzie & > 0 1 oznacza graniczna warto$¢ odksztatcenia, charakterystyczna dla danego materiatu (por. rys.
7.14).

BB REEEN

>-parafinc1

l ] /

N I O L B

Rys. 7.16

Fakty doswiadczalne wykazuja, ze graniczne wydtuzenie nie zawsze jest zwiazane z kierunkiem dzia-
fania sily. Podczas $ciskania probki betonowej migdzy dwoma sztywnymi ptytami (rys. 7.16) zniszczenie
nastepuje wskutek przekroczenia granicznych wartosci odksztatcen w kierunku prostopadtym do kierun-
ku $ciskania. Efekt ten wystepuje wowczas, gdy powierzchnie docisku ptyt sa pokryte warstwa parafiny i
nie przenosza sit tarcia.
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Aby zapisaé zalezno$¢ graniczna w przestrzeni naprezen gtownych, wykorzystamy fakt, ze materialty
kruche az do zniszczenia zachowuja si¢ sprezyscie. Jesli materiat jest izotropowy, to dla osiowego rozcia-
gania wazny jest wzor:

g
(@) & = fr’

gdzie 0, oznacza naprezenie zrywajace, a £ — modut Younga. Po podstawieniu wzoru (a) oraz zwiazkow
fizycznych (5.3) do zaleznos$ci (7.22) otrzymujemy nastepujace nierownosci:

o, —-Vv(o, +03) -0, <0,0
o, —Vv(oy +03) —0, <0,0 (7.23)
o3 —Vv(0| +0y) -0, SO,H

gdzie v jest wspolczynnikiem Poissona.

b) Przekroj ptaszczyzng

prostopadtq do prostej
61 = 62= S 3
[ S3

ptaszczyzna:

Ve
B=2(1+y) [& - @ -ZV)Gsr]

Rys. 7.17

Nierownosci (7.23) przedstawiaja pewien obszar w przestrzeni nieuporzadkowanych naprezen gtow-

nych 01, 0> i 03. Wngtrze tego obszaru odpowiada stanom sprezystym. Blizsza analiza nierdéwnosci
(7.23) wskazuje, ze badany obszar jest ostrostupem, ktérego 0§ pokrywa si¢ z prosta rowno nachylona do

osi uktadu wspotrzednych o1, 0» i 03. Przekroje plaszczyznami prostopadlymi do osi ostrostupa daja
trojkaty rownoboczne. Srodki cigzkosci tych trojkatow leza na osi ostrostupa. Obszar graniczny ilustruje
rys. 7.17.

Konkretne wymiary obszaru sprezystego w istotny sposéb zaleza od wspotczynnika Poissona. Dla
v =0 otrzymujemy warunek Galileusza (rys. 7.18a), a dla v= 0,5 uzyskujemy graniastostup o podstawie
trojkatnej (rys. 7.18b). Wpltyw wspotczynnika Poissona na ksztalt i wymiary obszaru w ptaskim stanie
napre¢zenia ilustruje rys. 7.18c.
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G, +S,+ ©3= const

7 o= 4
Sy /v) - =/ V772
A
0<v<73
B/ S

Rys. 7.18

7.3.3. Hipotezy wywodzace sie z warunku Mohra

Warunek Mohra obejmuje obszerna klas¢ tych hipotez, w ktérych zniszczenie materiatu nie zalezy od

warto$ci posredniego naprgzenia glownego 0Oy Szczegdlnym przypadkiem warunku Mohra jest wige
hipoteza Treski.
Mysl przewodnia hipotezy Mohra jest nastepujaca. Doswiadczenie pokazuje,

ze zardwno zniszczenie poslizgowe, jak i rozdzielcze wystgpuje na pewnych okreslonych powierzch-
niach. Dlatego uzasadnione jest zalozenie, ze o zniszczeniu decyduje wektor naprezenia (tzn. naprezenie
normalne O i styczne T) na tych wlasnie powierzchniach (rys. 7.19). Mozna wigc przyjac, ze wytezenie
materiatu jest okreslone pewna funkcja f{0g, 7). Gdy funkcja ta, wyznaczona do§wiadczalnie, osiagnie
warto§¢ graniczna, to material ulega zniszczeniu. Wartosci 0 i T, odpowiadajace granicznej wartosci
funkcji f{g, 1), tworza dla réznych standw napr¢zenia pewna krzywa graniczna w przestrzeni (J, T), zwa-
na obwiednia Mohra 1 stanowiaca granice obszaru bezpiecznego. Zniszczenie materialu nastgpuje naj-
pierw w tym punkcie i tej ptaszczyznie, dla ktérych napre¢zenia gi T osiagna warto$ci wyznaczone punk-
tami obwiedni. U podstaw hipotezy Mohra lezy analogia zwiazana ze zjawiskami tarcia. Pokonanie sit
tarcia w spoczynku zalezy od sily przesuwajacej i od nacisku normalnego do powierzchni tarcia (rys.
7.19a).
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a) T

b)

bezpieczny

[/

Rys. 7.20

W mysl warunku Mohra wszystkie graniczne stany napr¢zenia przedstawia si¢ za pomoca najwigk-
szych kot naprezen na plaszczyznie (0, 7). Srodki tych kot wyznacza wartoéé p, a ich promienie warto$é
q:

1
p :5(01 +o), (7.24)

1
q =5(01 = o) (7.25)

Dla wybranego granicznego kota Mohra stan niebezpieczny osiaga si¢ przy pewnej wartosci 0 i T
(punkt A4 na rys. 7.20a). Poniewaz zniszczenie nie moze zaleze¢ od znaku napr¢zenia stycznego, stan
niebezpieczny musi wystapi¢ rowniez dla wartosci 0 i —T (punkt A' na rys. 7.20a). Wnioskujemy stad, ze
obwiednia Mohra jest symetryczna wzglgdem osi O.

Obwiedni¢ Mohra ilustruje rys. 7.20b. Obwiednia jest styczna do najwigkszych kot Mohra, a wspot-
rzedne punktow stycznosci odpowiadaja granicznym warto§ciom naprezen o i T, dla ktdorych wystepuje
zniszczenie materiatu. Wszystkie kota styczne do obwiedni w punkcie R okre$laja stany naprgzen, dla
ktorych pojawia si¢ zniszczenie rozdzielcze. Pozostate punkty obwiedni odpowiadaja zniszczeniu posli-
zgowemu.

Najprostsza posta¢ warunku Mohra sktada si¢ z dwoch prostych (por. rys. 7.21):

|r|=c -0 Mg, (7.26)

gdzie c i ¢ sa statymi materiatowymi. Warunek (7.26) sformutowat juz w 1776 roku Coulomb. Hipoteza
Coulomba-Mohra znalazta zastosowanie w mechanice gruntoéw. Wowczas ¢ i ¢ sa odpowiednio: spdjno-
$cia (tzn. wytrzymalos$cia na $cinanie bez nacisku normalnego) i tzw. katem tarcia wewngtrznego. Prosta
interpretacje mechaniczna wzoru (7.26) objasnia rys. 7.21a. Przedstawiono na nim ptaski element pola-
czony z pewna plaszczyzna za posrednictwem spoiwa o $redniej wytrzymatosci na $cinanie réwnej c.
Wowczas graniczna wartos¢ sily stycznej do ptaszczyzny potaczenia 77 = Ac, gdzie A oznacza pole po-
wierzchni kontaktu. Jezeli element jest dodatkowo dociskany sita S, to graniczna wartos$¢ sity powoduja-

cej przesunigcie elementu wzdhiz styku powigkszy si¢ o site 7> pochodzaca od tarcia, czyli 7o = S tg¢,
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gdzie @ jest katem tarcia. Zatem catkowita warto$¢ graniczna sity stycznej T'= T + T», co po podzieleniu
przez pole kontaktu 4 odpowiada rownaniu obwiedni granicznej dla 7> 0:

T=T|+Th=c—-0tgd.
Symbol 0= 5/4 oznacza naprgzenie normalne (znak minus wynika ze znakowania naprg¢zen i oznacza
$ciskanie). Na plaszczyznie naprgzen o i T warunek (7.26) stanowi prostoliniowa obwiednig kot Mohra,

przedstawionag na rys. 7.21. Z rysunku wynika, ze

(Ol _UIII) +(GI +0Hl)sin¢ _ZCOS¢ =0. (727)

a) b) '
T=1,A <7
/(ﬁ,[i ¢ T=c-G5tgp
C=c-A 5
S=-6-A : S
T=1,A
S g0
Rys. 7.21
Po przejsciu do nieuporzadkowanych naprezen gtdownych otrzymujemy 6 rOwnan:
(0;-0;)+(0; +0;)sing —2ccos¢p =0 (i,j =1, 2, 3). (7.27a)

Szczegodtowa analiza tych rownan pozwala stwierdzi¢, ze obszar bezpieczny odpowiada wngtrzu ostro-
stupa o osi pokrywajacej si¢ z prosta d; = 0» = 03 oraz o wierzchotku w punkcie 0] = 0y =03 = ¢ ctgg.
Obszar ten obrazuje rys. 7.22. Przekroje ostrostupa sa nieregularnymi sze$ciobokami o trzech osiach sy-
metrii. Dla kata tarcia wewnetrznego ¢ = 0 obszar ten modyfikuje si¢ do graniastostupa, ktérego przekro-
je sa szesciobokami foremnymi. Jest to po prostu warunek 7reski, w ktorym kohezja oznacza naprezenia

styczne powodujace uplastycznienie: ¢ = Tp= 0,50p.
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\

AL

=,

N

V3esie
a=6W2c COSPM

g -sin®f

r = ¥o.ccosy

V3 +sin?p

Rys. 7.22

Przekroj ostrostupa ptaszczyzna 03 = 0 daje warunek Coulomba dla plaskiego stanu naprezenia (por.
rys. 7.23).

-7,
S| i
/s
Sp ‘/\45 . 63
7 5, = 2c cosP
/ r 1 +sinP
/
7 (o - - 2¢ cos¥
P 1 - sinfd
Rys. 7.23

Z hipotezy Coulomba nie wynikaja r6znice w mechanizmach zniszczenia dla naprezen $ciskajacych i
rozciagajacych. Najprostszym warunkiem uwzgledniajacym te roéznice jest tzw. zmodyfikowany warunek
Coulomba, zilustrowany rysunkiem 7.24. Symbol 0,. oznacza tam wytrzymato$¢ na rownomierne trojo-

siowe rozciaganie lub na rozciaganie osiowe, jezeli 0,» <2¢ cos¢ /(1 +sing), [19].
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Q)

Ll LT T

-’-5" 6z

Rys. 7.24

Ogolniejsza klase hipotez wynikajacych z warunku Mohra opisuje rOwnanie:

0 0
oc=0.0- E{LEFD (7.28)
g B0

gdzie 1y oznacza wytrzymatos¢ na Scinanie dla o= 0 (por. rys. 7.20), przy czym 1 < < 2. W przestrzeni
naprezen gléwnych otrzymujemy wowczas ostrostup krzywoliniowy. Przypadkowi €= 3/2 odpowiada
hipoteza Caquota (1949 rok), bardzo dobrze opisujaca zniszczenie betonu. Gdy 8= 2, otrzymujemy wa-
runek paraboliczny, stosowany glownie do oceny wytrzymatosci skat.
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7.4. HIPOTEZA BURZYNSKIEGO

W latach 1928-1929 Burzynski sformutowat warunek wytgzenia obejmujacy te hipotezy, ktore w prze-
strzeni naprgzen gltownych odpowiadaja obrotowym powierzchniom granicznym. W mysl hipotezy
Burzynskiego materiat ulega zniszczeniu wowczas, gdy suma energii dewiatoré6w i pewnej czeSci energii

aksjatorow osigga warto$¢ graniczng Cy, tzn. gdy

WD +nm§ =, (7.29)

gdzie 0 £ n < 1. Wspdteczynnik 1 zalezy od stanu naprezenia i wlasno$ci materialu. Konkretna postaé
warunku (7.29) ustala si¢ doswiadczalnie.

Jezeli na podstawie prob rozciagania, $ciskania i §cinania ustalono odpowiednie wytrzymatosci o, O,

1 Tg, to warunek Burzynskiego mozna zapisa¢ w postaci:

oW o YU o.0.U,
_%15 )+§_c_2r%[1 +(0.-0,)1; -0, [0, =0.
[ 3T0

W przestrzeni napr¢zen gtownych rownanie to przedstawia elipsoidg lub hiperboloidg obrotowa o osi
pokrywajacej si¢ z osia aksjatorow (01 = 0» = 03). Gdy T( =./0, [0, /3, otrzymuje si¢ paraboloidg ob-

rotowa. Stozek kotowy uzyskujemy, jesli T1,=20.0,/ [\5 (GC +0, )] . W przypadkach, gdy
0,=0,=0p oraz T =0 p/4/2(1+V) otrzymujemy pewien szczeg6lny przypadek elipsoidy opisujacej

warunek Beltramiego (n = 1). Z kolei, jezeli Ty =0 P/\/E, to dostajemy warunek Hubera-Misesa-
Hencky'ego (n = 0) przedstawiajacy powierzchni¢ walcowa.

Dzigki duzej réznorodnosci ksztatltdéw powierzchni granicznych hipotezg Burzynskiego mozna zasto-
sowa¢ zaro6wno do materiatow ciagliwych, jak i plastyczno-kruchych. Z powyzszego wynika, ze hipoteza
ta zajmuje pozycje¢ analogiczng do warunku Mohra. Zasadnicza réznica geometryczna polega na tym, ze
powierzchnie Burzynskiego sa obrotowe i gladkie, a w warunku Mohra powierzchnie graniczne sa
niecobrotowe; ich elementy sktadowe tworza w ogolnosci krzywoliniowy ostrostup o szesciu krawgdziach
i wierzchotku lezacym na osi aksjatorow.

7.5. WSPOLCZYNNIK BEZPIECZENSTWA

Wspolng cecha omowionych zalezno$ci granicznych jest to, ze punkty lezace
na brzegu obszaru granicznego odpowiadaja niebezpiecznym stanom naprgzenia. Jest oczywiste, ze chcac
unikna¢ zniszczenia materialu, musimy wymagac, by stany naprezenia w kazdym punkcie konstrukcji
spetnialy nierownos$¢ ostra:

F Ul-j(xl,xz,x3),0n <0. (7.30)

W jednoparametrowych warunkach wytrzymatosciowych odpowiada to wymaganiu, by naprgzenie zre-
dukowane byto mniejsze od wartosci niebezpiecznej:

ared(xl’xZ’x3)<Un' (7-31)
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W bezpiecznie zaprojektowanej konstrukcji jest zachowana odpowiednio duza ,,odleglo$¢” aktualnego

stanu naprgzenia od stanu niebezpiecznego, okreslonego naprezeniem 0,. Miarg tej odleglosci jest tzw.
wspotczynnik bezpieczenstwa n.

Omoéwione zaleznosci graniczne dla ciat ciagliwych i plastyczno-kruchych stuza do opisu wigkszosci
materiatow konstrukcyjnych. Jezeli charakterystyki fizyczne rozwazanych materialdw odpowiadaja
rys. 7.2 (materialy ciagliwe) i rys. 7.14 (materiaty plastyczno-kruche), to wnetrze obszaru granicznego
odpowiada stanom sprezystym.

F(&y)=0 (zniszczenie)

6red = 6n

obszar
dopuszczalny

F(&;) <0 (stan sprezysty)

Rys. 7.25

Rozwazmy obecnie stan naprgzenia reprezentowany przez punkt 4 w przestrzeni naprezen (rys. 7.25).
Jezeli stan ten jest bezpieczny, to punkt 4 lezy wewnatrz obszaru granicznego. Zwré¢my uwage na to, ze
napre¢zenie zastepcze jest funkcja jednorodna pierwszego stopnia wzgledem wspotrzednych stanu naprg-
zenia. Rozumiemy przez to, ze

Ored(n |])-ij) =n mTred(aij)’

czyli n-krotny wzrost sktadowych stanu napr¢zenia wywotuje réwniez n-krotny wzrost naprezenia zredu-
kowanego. Dzigki tej wlasnosci wspotczynnik bezpieczenstwa mozemy zdefiniowac jako stosunek dtugo-
sci odcinkéw OB 1 OA (por. rys. 7.25):

n=——>1 (7.32)

Wspotczynnik bezpieczenstwa jest liczba wigksza od jednosci, mowiaca, ile razy naprezenie zredukowa-
ne Oreq jest mniejsze od naprezenia niebezpiecznego 0y,

B)
oA G T
red red

Minimalne warto$ci wspotczynnika bezpieczenstwa ng podane sa w normach projektowania konstruk-
cji. Dodajmy tu, ze warto$ci ng moga by¢ rozne dla r6znych stanéw napregzenia. Na przyklad w materia-
fach plastyczno-kruchych w zakresie naprezen rozciagajacych wspotczynnik bezpieczenstwa ng jest na

ogot wigkszy niz dla naprezen Sciskajacych. Bezpiecznie zaprojektowana konstrukcja powinna zatem
spetnia¢ warunek:

n = ng. (7.33)
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Jezeli wartosci ng sa dane, to okreslaja one w przestrzeni naprezen tzw. obszar dopuszczalny (rys.
7.25), ktérego granice odpowiadaja wartosciom O.q = 0, /ngy. lloraz 0,, / ny nazywa si¢ napreieniem
dopuszczalnym:

Tgop =L (7.34)
ng
Wobec powyzszego nieréwnosci (7.33) mozna nada¢ nastepujaca postac:

Ored (X1,X2,%3) < Odop- (7.35)

Nierownos¢ (7.35) stanowi tre$¢ najprostszej metody projektowania, zwanej metodq napreien do-
puszczalnych. Ma ona charakter lokalny i jest oparta na zalozeniu, ze osiagnigcie w pewnym punkcie
konstrukcji naprezenia niebezpiecznego oznacza zniszczenie catej konstrukcji. Jest to zasadnicza wada tej
metody. Obserwujemy bowiem wiele takich konstrukcji, w ktorych lokalnemu uplastycznieniu badz pek-
nigciu towarzysza obcigzenia znacznie mniejsze od obciazen niszczacych. Co wigcej, w pewnych kon-
strukcjach dla obciazen eksploatacyjnych z gory zaktada si¢ lokalne zniszczenie materiatu (np. w kon-
strukcjach zelbetowych). Problemy projektowania sa doktadniej omowione w dodatku.

7.6. PRZYKLADY

Przykiad 1

Dany jest stan napr¢zenia w punkcie

000 100 800
o=d00 -200  OH[MN/m’].

380 0 -1008

Obliczy¢ wspolczynnik bezpieczenstwa na podstawie warunku HMH, jesli:
Op = 550 MN/mZ2.

Rozwiazanie

Rozwiazanie polega tutaj na obliczeniu naprgzenia zredukowanego i pordwnaniu go z wartoscia Op.
Naprezenie zredukowane okresla wzor (7.9):

Ored :%\/[100 —(—200)]2 + =200 —( 00| 2 1400 -100)% 46(100% 480?) == 345 MN/m’,

skad n= 530 =1,59.
345

Przyktad 2

Dla danych naprezen niszczacych przy $ciskaniu o, i rozciaganiu 0 obliczy¢ wytrzymato$¢ betonu na

$ciskanie Ty za pomoca zmodyfikowanego warunku Coulomba.
Rozwigzanie

Jako wytrzymato$¢ na bezposrednie Scinanie rozumiemy tutaj rzedna obwiedni Mohra dla o = 0.
Trzeba wigc wyznaczy¢ dhugos¢ odcinka OA na rys. 7.26. Z rysunku tego odczytujemy:
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. g g
sing = € = r
2y 25
2 2
skad
- 2,0,
x:o-c—ljjr oraz Sln¢ :M 1 COS¢ :4

g, -0, o.+0, o, +0,

Poszukiwana wytrzymatos$¢ na $cinanie

o.lb g.—-0 1
Ty = xtgp =—<—r ¢ r =__o.[b,.
0 g¢ o.-0, 2\/UCBTF 2 c r

Wzor ten jest czgsto cytowany w podrgcznikach konstrukcji betonowych. Wytrzymato$¢ betonu na
Sciskanie jest na ogot 10 razy wigksza od wytrzymatosci na rozciaganie. Po uwzglednieniu tego faktu
otrzymujemy:

Ty =1 100, =1,6 0,.
2
Normy konstrukcji betonowych przyjmuja, ze Ty = 20;. Rezultat ten jest potwierdzony wieloma do-

swiadczeniami. Wynika stad, ze przyjety pierwotnie ksztalt obwiedni jest niewtasciwy. Odpowiednia
korekte uwidoczniono na rysunku 7.26 linig przerywana. Punkt 4’ nalezy obra¢ w ten sposéb, by odcinek

OA' byt réwny 20;.
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