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6. € N>
PODSTAWY ENERGETYCZNE

6.1. PRACA SIt. ZEWNETRZNYCH

Rozwazmy ruch ciata po szorstkiej ptaszczyznie z uwzglednieniem sity tarcia. Ruch ten jest wywo-
any sita P wzrastajaca od zera do pewnej warto$ci. Sita tarcia
T'= UN, gdzie [ oznacza wspolczynnik tarcia, a N — sil¢ normalng do plaszczyzny tarcia. Jesli P < T, ciato
pozostaje w spoczynku. Gdy P = Py = T, rozpoczyna si¢ ruch jednostajny. Z kolei jesli P. > T, obserwu-
jemy ruch przyspieszony, a sila P jest rownowazona przez sitg tarcia T i silg bezwladnosci B = — mii,
gdzie m oznacza masg ciala, a @i przyspieszenie. Omowione przypadki ilustruje rys. 6.1.
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Rys. 6.1

Gdy w ruchu jednostajnym (P = Py= T) droga przebyta przez ciato osiagnie warto$¢ uy , to pracg
).

sity Py wyraza wzor
L = Py ug - (6.1)

Praceg L przedstawia zakreskowane pole na rys. 6.1d.

Obliczymy teraz prace, jaka wykona sita P rozciagajaca sprezyng (rys. 6.2a). Poniewaz w miar¢ wzro-
stu przemieszczenia u rosnie i sita P, wigc aby obliczy¢ prace, musimy znac zaleznos$¢ P(u). Zaleznosc¢ te
przedstawia rys. 6.2b. Przyrost pracy dL przy wzroscie przemieszczenia o bardzo mata warto$¢ du jest
nastegpujacy:

dL = P(u) du . (6.2)

Gdy przemieszczenie sprezyny osiagnie warto$¢ uy, to catkowita prace sity P, stosownie do wzoru
(6.2), wyraza zaleznos¢:

Uk Uk

L= ‘([ dL = { P(u) du . (6.3)

Praca ta jest rowna zakreskowanemu polu z rys. 6.25.

) Uwaga: jezeli indeksy sa umieszczone w nawiasach, to nie nalezy sumowac.
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a)
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Rys. 6.2 Rys. 6.3

Jesli wykres P(u) jest liniowy, to catkowita praca sity P rosnacej od zera do wartosci koncowej P od-
powiada polu zakreskowanego trojkata na rys. 6.3:

U

1
0

Wspotczynnik 1/2 wystepujacy we wzorze (6.4) jest znamienny dla sprezyny o charakterystyce liniowe;.
Dalej bedziemy rozwazaé¢ przede wszystkim tzw. uklady (ciata) Clapeyrona, charakteryzujace sig
nastgpujacymi cechami:
— material jest liniowo-sprezysty i zaleznosci P(u) sg liniowe,
— w trakcie odksztalcenia nie wystgpuja nowe punkty podparcia,
— nie ma naprezen i odksztalcen wstepnych oraz zmian temperatury.

p

Rys. 6.4

Przyktadem, ktéry nie spetnia drugiego postulatu, jest belka przedstawiona na rys. 6.4. Podpora B
przejmuje reakcje dopiero wtedy, gdy up = A.. Po dalszym wzroscie sity P wykres P(u) zatamuje sig i
obserwujemy skokowy wzrost sztywnosci uktadu.

Z uwagi na nieliniowa zalezno$¢ P(u) przypadek z rys. 6.2 réwniez nie stanowi uktadu Clapeyrona .

6.2. TWIERDZENIE CLAPEYRONA

Rozwazmy ciato Clapeyrona o objgtosci V, ograniczone powierzchnia S oraz obcigzone sitami po-
wierzchniowymi i masowymi. Sity te wzrastaja od zera do swych koncowych wartosci oznaczonych

przez pdS i GdV. Koncowy stan obciazehi wywoluje naprezenia 0j; oraz przemieszezenia u; i odksztatce-

nia &jj-

pds

1
Rys. 6.5
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Stosownie do wzoru (6.4) prace sil powierzchniowych i masowych na przemieszczeniach u wyraza
wzOr:

] ]
L=—(pmdS+—(Gmdv. 6.5
zlp 2! (6.5)

Po rozpisaniu iloczyndéw skalarnych za pomoca wspoirzednych i zastosowaniu konwencji sumacyjnej
otrzymujemy:

1 1
L= Elpiuids +E£Gl'ui av. (66)

Przemieszczenia u;(x1, X2, x3) 1 odksztatcenia &;( x1, x2, x3) sa kinematycznie dopuszczalne, bo spetniaja
réwnania geometryczne. Z kolei obciazenia ciata p;(x1, x2, x3) 1 Gi(x1, X2, X3) oraz rzeczywiste naprezenia

0;i( x1, X2, x3) tworza uklad statycznie dopuszczalny, poniewaz spetniaja warunki na powierzchni (1.7b) i
roOwnania rozniczkowe rownowagi (1.9). Jesli wykorzystamy twierdzenie Greena-Ostogradskiego-
Gaussa 1 postapimy tak, jak przy wyprowadzeniu réwnania pracy wirtualnej (3.1), to wyrazenie (6.6)
przeksztatcimy do postaci:

1 1 1
E:[pluldS'l'EJ:GluldV :-I[EZ'O-UEU QJV, (67)

stanowiacej tres¢ twierdzenia Clapeyrona. Lewa strona rOwnania (6.7) przedstawia pracg obciazen (tzw.
sit zewngtrznych) L. Prawa strona oznacza prac¢ wykonana przez naprgzenia, czyli energig sprezysta U,
zmagazynowang wewnatrz ciata.
Twierdzenie Clapeyrona glosi, ze praca obciazen roOwna si¢ energii sprezystej zmagazynowanej we-
wnatrz ciata:
L=U. (6.7a)

Roéwnanie (6.7) jest szczegdlnym przypadkiem zasady pracy wirtualnej, w ktérym zaréwno pole wielko-
$ci statycznych, jak i pole kinematyczne, jako pola rzeczywiste, sa polami dopuszczalnymi. Istotna r6zni-
ca polega na tym, ze rdwnanie (6.7) odnosi si¢ do ciat Clapeyrona, tzn. do ciat charakteryzujacych sig
liniowa sprezystoscia. Dlatego, stosownie do zaleznosci (6.4), przy wszystkich cztonach tego rownania
pojawit si¢ mnoznik 1/2.

6.3. ENERGIA SPREZYSTA WLASCIWA

Zgodnie ze wzorem (6.7) catkowita wewngtrzna energia sprezysta U wynosi:

lﬁf%%%@V 6.8)
V

Wyrazenie podcatkowe jest energia sprezysta przypadajaca na jednostke objetosci. Energie t¢ nazywamy
energiq sprezystq wlasciwg lub gestosciq energii spreZystej 1 oznaczymy symbolem W:

1
W_EOZJEU

(6.9)
Gestos¢ energii jest skalarem i jest oczywiscie niezmiennikiem.

Tensory 0y 1 &; wystgpujace w definicji energii sprezystej wyrazimy jako sumg aksjatorow i dewiato-
row:

U 0) o AD\o(0) 4 (D)) = L]0 0) 4 (@) (@) 4 (0) () 4 () [3(0)
W’E(aij +0y )(‘gij +Ej )‘5[ g & oS o 8 o 7]
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Wykazemy, ze O l§~d) B:l(jo) = 050) @lgd) =0 . Obliczymy na przyktad o iS’d) B:lgo):

1 1 1 1 1 1
O-lgd) &150) = (GU _Eo-kk @])5 8]"}" é] :E ol-] g/‘}’ 6] - §0kk |}rr mij m{j zgo-iigrr _go-kkerr |3 = 0

Analogicznie wykazuje sig, ze 0 15-0) B:l(jd) =0. Wobec powyzszego mozemy napisac:

W =lo-(0) B(O) +lo-(d) B(d) - W(O) +W(d) (6.10)
2 i i 2 i i ’ ’

Wykazali$my zatem, ze energia W sktada si¢ 7 dwoch czesci: energii aksjatorow i energii dewiatorow, a
energie mieszane ,aksjatorowo-dewiatorowe” sa rowne zeru. Energia sprezysta wlasciwa jest funkcja
skfadowych tensora naprezenia Oy i tensora odksztalcenia &;. Korzystajac ze zwiazkow fizycznych

(5.12) 1 (5.13) mozna ja wyrazi¢ albo tylko przez naprezenia (W) albo tylko przez odksztatcenia (Wy).
Obliczmy teraz W(o) i W@ jako funkcje sktadowych stanu naprgzenia. Energia aksjatorow

W = %a(.”’ 0 =Lo0 3= g0

ij 2 ij E ij
1-2v O 1-2v 1-2v 2 1-2v )
= 54.&5“:—0 00.=——(0,) 3= g,.).
2E 3 i 3 i 18E kk™ rr™ii 18E ( kk) 6E ( kk)
Po rozwinigciu wyrazenia Oy,
1-2v
W) :?(011 + 0y, +033)°. (6.11)

Poniewaz pierwszy niezmiennik tensora naprezenia [ = 0,,. =0y + 0y +033, wzor (6.11) mozna
zapisaC nastepujaco:

72 =g (6.11a)

Gestos¢ energii dewiatorow wynosi:

Al (@)l (@)l @) _ 1 _(d) (d
(a) Wé)—50'15)E'Z(J)—EUZS)%EUZ(J)—EUZ(J)O—I(J)

Stosownie do réwnania (1.20), drugi niezmiennik dewiatora napr¢zenia wyraza si¢ nastgpujaco:

dy _ 1 d) (d 1 (@) (d
(b) [ga) :E(aﬁf)ag,ﬁ) —al(j )al(j )) = —Eafj )aig. ). bo Gﬁ,d) =0.

Po poréwnaniu wzordw (a) i (b) gestos¢ energii dewiatorow mozna przedstawi¢ jako funkcje drugiego
niezmiennika dewiatora napre¢zenia:
d) - __ 1 @
w§D = ¢ 1o (6.12)

Doprowadzimy teraz wzor(6.12) do postaci bardziej przydatnej w obliczeniach.

d) — (d d) _ —
_2150) ‘015' )015' ) =(0;; —0p9)(0; —0yQ)) =

=0;;0; —0¢(0; +0jj)+0%<§i =0; g 605 3¢ =
_ | 1 2 _
=039 3 %k =019, +t0,;0y; 03,03 —5(011 0y +033)° =

_2 2 2 2 2 _
=0j) T 03 033 +0)p 023 +0§1 +0§1 +0§2 to3 =
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1 - 2 2
25(011 +09) +033 +20110y) +209,033 +2033071) =

1 2 2 2 2
=3 (011 =0x)? +(0p —033) +(033 —01))* +3 (00, +03; +

2 .2 .2 . 2
+09; +035, +073 +031)].

Wobec tego

1
= 0420, +(00 =0, +(0, =0, +300% + 0% + 0% +0% +0 + L) (6.120)

Wz6r (6.12a) mozna upro$ci¢ uwzgledniajac, ze 0y = 0j;:

Wa(d) - 121G [(011 _022)2 + (022 _033)2 + (033 _011)2 + 6(0122 + 0223 + 0321 )]'(6'12b)

Analogiczne wzory mozna zapisa¢ dla ggstosci energii wyrazajacej si¢ wyltacznie przez odksztatcenia.
Podamy dla przyktadu wzor na sumaryczng energi¢ sprezysta wiasciwa sktadajaca sig¢ z energii aksjato-
row i dewiatorow:

g v 2,2 .2 2 2 0
We=G 11 +Ep +E33)° +E] +E3, +E H(Eh +E1) +eh 8, e
£ B_—zv( 11+t Exn TE33)" +E +ey tE33 H(E tE3) T t&) HE;3 21)@

Najistotniejsza cecha gestosci energii jest to, ze przybiera ona zawsze warto$ci dodatnie (nieujemne).
Wynika to z postaci rownan (6.11) i (6.12a), w ktorych energia W jest kwadratowq jednorodnq funkcjq
sktadowych stanu napreZenia. Dalsza bardzo wazna wlasno$¢ gestosci energii polega na tym, ze jest ona
potencjalem dla odksztalcen lub naprezen. Oznacza to, ze

% =g (6.13)
50,-]-

Iub
We _ ;. (6.14)
ﬁsij

Sprawdzimy przyktadowo zaleznosci (6.13) dla wspotrzednych &9 i £13-

Wy _ 00Ws” +Wg") _
00'22 - 00'22 -
=2ﬂ(011 + 0y +033) +L[2(022 —033) ~2(0y; —0y)| =
6F 12G

:3%[(1—”)(011 +0yy +033) +(1 V)20 -0y, ‘033)] =

022 %
=—=5——(01] t033) = €&2.
E E

Do obliczenia pochodnej wzgledem 073 trzeba uzyé wzoru na WC(,d) w postaci (6.12)", ktora jeszcze
nie uwzglednia symetrii tensora naprezenia:
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ow, w1 o
g = g_ = BDO'B ==13 =&13-
50'13 50'13 12G 2G

Dodatnie wartosci gestosci energii 1 wlasnosci potencjatu obowiazuja rowniez w ciatach anizotropowych.

Warto tutaj wspomnie¢, ze wzory (6.11) i (6.12a), wyrazajace ggstos¢ energii sprezystej przez napre-
zenia, sa shuszne tylko dla ciat izotropowych. W odniesieniu do cial anizotropowych nie da si¢ zapisaé
osobno zwiazkow fizycznych dla aksjatoréw, analogicznych do réwnan (5.12) i (5.13), gdyz w ogoélnym
przypadku anizotropii wszechstronne réwnomierne $ciskanie powoduje oprécz zmian objgtosciowych
rOwniez zmiany postaciowe, natomiast czyste Scinanie powoduje takze zmiany objgtosci.

6.4. ZASADA WZAJEMNOSCI
DLA CIAL LINIOWO-SPREZYSTYCH

Rozwazmy pret liniowo-sprezysty rozciagany sita Pp (rys. 6.6a). Pod wptywem tej sity pret ulega
wydtuzeniu J;. Poniewaz sita P roénie od zera do swej warto$ci koncowej, wigc praca wykonana przez
te site

1
(a) Lll :Eplél.

Przyt6zmy teraz jeszcze dodatkowo silg P; (sita P dziala nadal). Wowczas praca sily P,
(b) Ly = %Pzaz.
a praca sily Py na przemieszczeniu 0, wywotanym przez sitg P,
() Ly = Ro,.

Nie ma tu mnoznika 1/2, bo sita P dziata caly czas w swej koncowej wartosci. Sumaryczna praca sit Py i
P> (rys. 6.6b):

(d) L=Ljy+Ly+Lip.

Przyjmujemy teraz, ze najpierw dziala sita P;, a potem sita P1. Odpowiednie prace tych sit sa nastepujace
(por. rys. 6.6¢):

1 1

(e) L, :Epzaza Ly, :513151: L, =Po,
a praca sumaryczna
1) L=1Ly+ L+ L.
Jest oczywiste, ze prace (d) i (f) sa rowne. Stad

Lip=1Lo. (6.15)
W rozwazanym zadaniu
) A - K4 .
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Wzér (6.15) w teorii uktadow Clapeyrona ma bardzo duze znaczenie i wyraza tres$¢ twierdzenia
Bettiego czyli twierdzenia o wzajemnosci:

Praca pierwszego uktadu sit na przemieszczeniach wywotanych przez drugi ukiad sit L1y jest rowna

pracy drugiego ukiadu sit na przemieszczeniach wywotanych pierwszym ukladem sit L.

Twierdzenie to wykazali§my na bardzo prostym przyktadzie, w ktorym kazdy z uktadow reprezento-
wat tylko jedna site skupiona, a punkt przytozenia tych sit byt ten sam. Analogiczne rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ dla dwoch dowolnych ukladow sit powierzchniowych i masowych. Jesli p; , G; oznacza-

ja I uklad sit wywotujacy przemieszczenia u; ,natomiast p;, G; oznaczaja Il uklad sit wywolujacy prze-
mieszczenia u; , to wzor (g) przyjmuje postac:

I pjuidS + J’ G} ujdV = J’ piudS + I GludV . (6.16)
S V S vV

Zastosujemy zasade wzajemnos$ci do belek, przedstawionych na rysunku 6.7. Sity P i P maja charak-
ter badz sit, badz momentow skupionych. Poniewaz oba uktady sa dowolne, wigc i punkty przytozenia sit

P11 Py sardzne. W obu przypadkach belek, zgodnie z twierdzeniem Bettiego, zachodzi zalezno$¢:
(h) P1Ap=Py 4y,

gdzie Aj; (i,k = 1,2) oznacza przemieszczenie punktu i w kierunku dziatania sity P wywotane przez sitg
Py, dziatajaca w punkcie £.

a) l ) b) lq
o
A")A\ E 2 N
VAN 1 -7 1 e
N - Va4
\\\\ /(442' \\\\ \A21 ///’
¥ 2\ ¢ (2 {4
JANN P PR AN
P d \\\\\\l\éiz ///, E A‘ \\ lAj’Z,/// b d
. R L
Rys. 6.7

Gdy sity P i1 P, sa rowne jednosci, to na podstawie (%) otrzymujemy:
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App =1y (P1=Pr=1)
lub ogodlnie:
ik = Dy, (P;=Pp=1). (6.17)

Rownanie (6.17) przedstawia tres¢ twierdzenia Maxwella. Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze zalez-
no$¢ (6.17) zawiera blad, poniewaz z przypadku b) na rys. 6.7 wynika, ze kat obrotu jest rowny ugigciu i
wystepuje niezgodnos¢ wymiarow. Nalezy jednak pamigtac, ze sita P; i moment P, sa bezwymiarowe.
Wowczas Ap; (tzn. ugigcie punktu 1 wywotane przez moment Py = 1) ma wymiar [m/(kN-m)] =[1/kN], a
Ay (kat obrotu punktu 2 wywotany przez site P = 1) ma rowniez wymiar [1/kN]. Widzimy wigc, ze
niezgodno$¢ wymiardw Ajj i Ay1 jest pozorna, a wzor (6.17) jest poprawny.

Twierdzenie Maxwella, bgdace szczegdlnym przypadkiem twierdzenia Beftiego, ma bardzo duze za-
stosowanie zar6wno w obliczeniach jak i badaniach do§wiadczalnych konstrukcji sprezystych.

6.5. TWIERDZENIA ENERGETYCZNE DLA CIAL SPREZYSTYCH
6.5.1. Zasada minimum energii potencjalnej

Rozwazmy ciato sprezyste bedace w stanie rownowagi statycznej pod dziataniem sit masowych i po-
wierzchniowych. Na skutek dzialania tych sit w ciele pojawity sig¢ przemieszczenia u; odksztalcenia &;
oraz stowarzyszone z nimi naprezenia 0j;. Powierzchnig ograniczajaca cialo S mozna podzieli¢ na dwie
czgsel Sy 1 S, Na powierzchni S, sa dane sity powierzchniowe p;dS, a na powierzchni S, sa dane prze-
mieszczenia u; , przy czym S = Sy, + Sy, Przyjmijmy, ze przemieszczenia u; doznaja przyrostow (wariacji)
du;, spetniajacych warunki ciagtosci oraz kinematyczne warunki brzegowe (por. rys. 6.8). Zatem du; jest

zawsze rowne zeru na powierzchni S, | lecz jest dowolne na powierzchni S,. Wariacje du; — jak wida¢ —
spetlniaja wymagania stawiane przemieszczeniom wirtualnym. Obliczymy pracg sit powierzchniowych i
masowych na wariacjach przemieszczen:

(a) oL :J.pid’lidS +IGi dlldV
S 14

Rys. 6.8

Po zastosowaniu dobrze znanych przeksztatcen zalezno$¢ (a) mozna wyrazi¢ przez prace¢ naprezen na
wariacjach odksztatcef: 0g; = (dy; ; +au;;)/2 . Otrzymujemy wige rownanie:

(b) pl-5ul-dSp + Gi &ldV = qj 6&;]611/ .
Jroutor fom =]

P
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Po lewej stronie wystgpuje tylko praca sit p;.dS na powierzchni S, gdyz na powierzchni S, wariacja du; =
0. Jezeli istnieje taka funkcja energii odksztatcenia:
W= We=W(&y), ze:

oW, _

—= =0,
O€;; Y

to prawa stron¢ rownania (b) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

(6.18)

A

(o) Iaij&;-jdV =I 2,
4 14

Symbol J oznacza wariacj¢ wzglgdem sktadowych pola odksztatcenia. Po wykorzystaniu zwiazkow geo-
metrycznych funkcje¢ W mozna wyrazi¢ przez przemieszczenia. Wowczas

Og;dV = 6I WedV .
V

(d) 0,;05,dV =0S(W,dV,
I‘[ ij 9% r'/[ u

gdzie W, = W [&;(u;)], a symbol d dotyczy sktadowych pola przemieszczenia.

Lewa strong rownania (b) mozna rowniez przedstawi¢ w postaci wariacji wzgledem pola przemiesz-
czen u;, jezeli sity powierzchniowe i objetoSciowe sa zachowawcze (konserwatywne), czyli wtedy, gdy
praca tych sit zalezy tylko od konfiguracji pierwotnej i konfiguracji aktualnej (po odksztatceniu), a nie
zalezy od drogi, na ktorej nastapito przejscie z jednej konfiguracji do drugiej. Oznacza to, ze

dq o0
=, G =——, 6.19
Pi £ i £ ( )
przy czym funkcje g(uy, up, u3) i Q(ui, up, u3) sa, odpowiednio, potencjatami sit powierzchniowych i
objetosciowych. Wowczas

] l
(@) [ Piduds, + [ Giyav = —5%{ gds, + J’QdV%
SP v p v H
Po wprowadzeniu zaleznosci (d) i (¢) do rownania (b) otrzymujemy warunek:
O O
o J das, +[((w, + dVD= 0
gq p J.( u Q) O
» v B
lub
ol(u;)=0, (6.20)
gdzie
M ="r(y;) ZquSp +I(% +Q)dV. (6.21)
S V

p

Funkcjonat I7(u;) nazywa si¢ energiq potencjalng ukladu.

Najczesciej spotyka sig¢ pewien szczegolny przypadek obcigzen konserwatywnych, w ktérym obciaze-
nia p; oraz G; w ogoble nie zaleza od deformacji ciata. Wowczas sity powierzchniowe i masowe nie podle-
gaja wariacji i stuszne sa zaleznosci:

0] pio; = A piy), G;dy = AGu;).

Wobec powyzszego znak wariacji mozna wylaczy¢ przed catki wystgpujace po lewej stronie roéwnania
(D), czyli
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0 0

[ 0

(g) J-pl-Jul-dSp +J-Gl'&{l'dV = 6[' pl-ul-dSp +IGiuidVD
Sp 4 p 4 E

Po wykorzystaniu tej zaleznosci, wzor na energig potencjalng uktadu w przypadku, gdy wielkosci p; oraz

G; nie zaleza od przemieszczen, przybiera postaé:

l(g)= J'ngV - J'pl-uidSp —J' GudV . (6.22)
4 g, v
Energia potencjalna jest liczba, ktorej warto$¢ zalezy od przyjgtego pola przemieszczen u;(x1, x2, X3).
Z warunku (6.22) wynika, ze w stanie rownowagi energia potencjalna osiqga ekstremum.

Pozostaje rozstrzygna¢, czy jest to maksimum czy minimum. W tym celu poréwnamy energi¢
potencjalng /71 dla rzeczywistych warto$ci przemieszczen u; z energia [1° dla innego ukladu

przemieszczen, u; + Ou;, spetniajacego warunek: ou; =0 na S,

(h) 32 =mn'-n =(|w(, +ée;) -W(e)|dv - [ p; 8;dS, —[ G; ddV .
_I]:[ ij 9% J] SIP j2 _I[

P

Rozwinigeie W (g; +0¢;;) w szereg Taylora prowadzi do wyniku:

_ ow 1 o*w
W(Eij + 5“'}]) =w( EU) +Ejj 65,'1' +5m5€y5€kl +..
Poprzestajac tylko na trzech wyrazach tego szeregu oraz wykorzystujac zalezno$¢ (¢) otrzymujemy:
_ 1 o*w
W(e; +0g;) —W(g;) = 0;;08; +5m5§j58k1.

Po podstawieniu powyzszego do rownania (%) oraz uwzglednieniu réwnania (b) uzyskujemy nastepujace
wyrazenie na druga wariacj¢ energii potencjalnej:

1 o*w 10
- 52 = oc. 0e,dV = [~
(@) ;J/- & O '1[2

lo ¥
136 08,dV .
ngl

E (981-1-08,{1

Zwroémy uwagg na fakt, ze wielkos¢ (90y; / Jg;) 0y, jest rowna liczbowo przyrostowi naprezefi wywo-

tanemu przez zmiang odksztalcen o 0gy;. Dla podkreslenia, ze sktadowe 0y; nie podlegaja wariacji, przy-

%
rost ten oznaczamy symbolem 00;;. Wobec tego

) 2o _ el o
1) o°r —J'Edaij 5§jdV,
14
gdzie
" 0al~j
60_1] =—58k1.
dgkl

Dla izotropowego ciata liniowo-sprezystego wyrazenie podcatkowe jest energia sprezysta wlasciwa W po

. . oo . 7’ r M *
zmianie odksztatcen i naprezen o wartosci O€;; oraz 00j; :

5% =J'W(5q;6gj)dV > (.
v

Energia ta — niezaleznie od poziomu rzeczywistych odksztalcen i napr¢zen — jest zawsze dodatnia. Wo-
bec tego funkcjonat w stanie rownowagi osiaga absolutne minimum. Wynika stad zasada minimum
energii potencjalnej:

Sposrod wszystkich pdl przemieszczen spetniajqcych warunki brzegowe na powierzchni S, rownowa-
dze odpowiada to pole, ktore energii potencjalnej nadaje wartos¢ minimalng.
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Zasada minimum energii potencjalnej obowiazuje rowniez dla materiatéw nieliniowo-sprezystych”,
jezeli tylko catka wystepujaca w rownaniu (i) jest wigksza od zera.

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze istnieja okoliczno$ci, w ktorych druga wariacja energii potencjalnej nie jest
wigksza od zera. Wystepuja tu dwie mozliwosci:

— gdy iloczyn 50; dg; nie jest dodatnio okreslony,

— gdy zachodza zasadnicze zmiany w rownaniach rownowagi.

Pierwsza mozliwo$¢ wystepuje, gdy materiat staje si¢ niestateczny, czyli gdy dodatniemu przyrostowi
odksztalcenia towarzyszy ujemny przyrost napr¢zenia. Rozwazymy dla przyktadu czyste rozciaganie

preta o charakterystyce o(€) przedstawione na rys. 6.9. Zauwazmy, ze znak iloczynu 50 d¢odpowiada
znakowi modutu stycznego E; = do/d€. Na krzywej OA modul styczny E; > 0, czyli 52 1> 01 obowiazuje
zasada minimum energii potencjalnej. W opadajacej czgsci wykresu 0+(€) , modut

E; <0 1 energia potencjalna w stanie rownowagi (niestatecznej) osiaga maksimum, bo &< 0 . Punkt 4

jest punktem granicznym, w ktérym material traci statecznos¢ (52 1= 0), a funkcja I1(€) ma punkt prze-
gigcia.

E>0 ELO

Rys. 6.9

Druga mozliwos¢ moze zachodzi¢ w réznych okoliczno$ciach. Najczesciej pojawiaja si¢ one wskutek
wystepowania skonczonych deformacji. Réwnanie rownowagi lub naprezeniowe warunki brzegowe zale-
73 wowczas od przemieszczen ciala, gdyz zawieraja one oprocz wielkosci statycznych rowniez wielkosci
kinematyczne. Rownowaga uktadu odpowiada warunkowi Of7= 0, ale warto$¢ drugiej wariacji 52 T nie
zawsze musi by¢ dodatnia.

Ogodlnie biorac, energia potencjalna przyjmuje wartos¢ minimalng wtedy, gdy rownowaga uktadu jest
stateczna. Zasygnalizowane tutaj problemy omowimy blizej w rozdziale 19., po§wigconym statecznosci
konstrukcji.

6.5.2. Zasada minimum energii dopetniajacej

Rozwazmy cialo sprezyste bedace w stanie rownowagi pod dziataniem sit masowych
i powierzchniowych. Na skutek tych sit w ciele pojawily si¢ naprezenia Oy, przemieszczenia u; oraz
stowarzyszone z nimi odksztatcenia &;.

Naprezenia 0j; spetniaja roOwnania rownowagi wewngtrznej w kazdym punkcie objgtosci ciata oj;:
(a) 0,.;tG; =0, x, Oy,

oraz warunki brzegowe na powierzchni Sp:

(b) gjin; =p" xp Sy,

") postac zwiazkow fizycznych okreslona jest zaleznoScia (6.18) 1 wynika z postaci funkcji energii .
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przy czym k = 1, 2, 3. Przyjmiemy teraz, ze rzeczywiste naprezenia 0y doznaja przyrostow (wariacji)

00;;. Ponadto zadamy, aby funkcje 0;; +00j; spetniaty rownania rownowagi i warunki na powierzchni
ciata:

(C) aji,j +6aji,j +Gl' =0, Xy DV,

(d) (0j; +00;)n; =p", x 0S,,.

Po odjeciu rownania (a) od réwnania (c) oraz rOwnania (b) od rownania (d) otrzymujemy:
(6) 60]1,] = 0, X DV,

(f) 60]'1'”]:0, X DSp

Przyrosty wektora gestosci sit powierzchniowych c§vl(n) na powierzchni S, sa dowolne i wynosza:

Pomno6zmy rownanie (e) przez u; i scatkujmy po objgtosci ciata V:

(h) -[50],,] leldV:O
V

Jezeli wykorzystamy wzor na pochodng iloczynu, wlasno$¢ symetrii tensora 0 oraz réwnania
geometryczne, to mozemy napisac:
00;; ju; = (5%%‘),]‘5%%,]‘ =(00;u;),; = 0C; &;.
Otrzymujemy stad réwnanie:
(l) J’(50ﬂul)’JdV—I50ﬂ QﬂdV =0.
V V

Pierwsza z powyzszych calek za pomoca wzoru Greena-Ostrogradskiego-Gaussa mozna zapisaé nastepu-
jaco:

V S,

Poniewaz stosownie do wzorow (f) i (g):

5 @i na Su,
570 s,
wiec
) I(5Uji”i),jdV = I@i”idsu-
4 3,
Po podstawieniu zaleznosci (j) do rownania (i) otrzymujemy:
3, 4
Jezeli istnigje funkcja W= W(0y) = Wy taka, ze:
oWy
—==¢&;, 6.23
do; Y (623)
to
sy e,V = [os0,av = 3(W,dv
0 I 0;; & _Ida-- 0ydV = J- odV .
v oY 4

Roéwnanie (k) mozemy zatem zapisa¢ w postaci warunku:
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O O
6§WadV— I PidS, £ 0
Sy =
lub M (0;) =0, (6.24)
gdzie symbol d oznacza wariacje wzgledem pola naprezen, a
n'(c)= IWadV - I pidS,, . (6.25)
V S,

Funkcjonat 11 D(Gl-j) nazywa si¢ energiq dopelniajgcq (komplementarna) ukladu. Energia dopeiajaca

*

1 jest liczba, ktorej warto$¢ zalezy od przyjetego pola naprezen Oj(xy, x2, x3). Z warunku (6.24) wyni-
*
ka, ze prawdziwe jest to pole napreien, ktore nadaje energii dopetniajacej I1 (0y) wartosé ekstremalng.

Podobnie jak dla energii potencjalnej wykazuje sig, ze warto$¢ ta jest minimalna. Wynika stad zasada
minimum energii dopelniajqcej.

Sposrod wszystkich pol naprezen, spelniajqcych rownania rozniczkowe rownowagi wewnetrznej i wa-
runki brzegowe na powierzchni S), kinematycznej zgodnosci odpowiada to pole, ktore energii dopelniajq-
cej nadaje wartos¢ minimalng.

Zasada minimum energii dopetniajacej obowiazuje réwniez dla ciat sprezystych
o nieliniowej zalezno$ci mi¢dzy naprezeniami i odksztalceniami. Musi jednak istnie¢ dodatnio okreslona
funkcja W, bedaca potencjatem dla odksztatcen. Konkretna postac fizyczna, okreslona zalezno$cia

(6.23), zalezy od postaci energii W .
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