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PODSUMOWANIE CZWARTEJ CZESCI
Uwagi ogdlne

Mechanika nieliniowa zajmuje si¢ problemami, w ktorych zalezno$ci migedzy naprezeniami lub sitami
a wielkosciami kinematycznymi sa nieliniowe. Rozrézniamy dwa zasadnicze rodzaje nieliniowosci: ki-
nematyczna (geometryczna) i fizyczna.

Nieliniowo$¢ kinematyczna pojawia si¢ wtedy, gdy rozwazany obiekt wykazuje duze odksztatcenia
albo duze przemieszczenia albo duze odksztalcenia i duze przemieszczenia jednoczesnie.

Nieliniowos$¢ fizyczna wystepuje nawet przy bardzo matych odksztalceniach i przemieszczeniach.
Wynika ona z fizycznych wlasnosci materiatu lub konstrukcji i objawia si¢ wowczas, gdy zwiazki kon-
stytutywne sa nieliniowe. Sa to np. materialy nieliniowo-sprezyste lub plastyczne. Szczegdlnego typu
nieliniowo$¢ fizyczna w zakresie matych przemieszczen wykazuja rowniez konstrukcje wykonane z ma-
teriatu liniowo-sprezystego, ale nie spetniajace postulatow Clapeyrona. Mamy tu na mysli tzw. konstruk-
cje luzowe, tzn. konstrukcje wykazujace niewielkie luzy w polaczeniach elementow. W skali makro (na
poziomie catej konstrukcji) obecno$¢ luzéw jest przyczyna ,,zakleszczania si¢” (ang. locking), tzn. wzro-
stu sztywno$ci w miar¢ wzrostu obciazenia. Zakleszczanie sig, poza sprezystoscia i plastycznos$cia mozna
uwazac za kolejny prototyp nieliniowego prawa fizycznego.

Jest oczywiste, ze wystgpuja rowniez przypadki bardziej ztozone, w ktérych rozwazany obiekt wyka-
zuje zard6wno nieliniowo$¢ kinematyczna jak i fizyczna. Dla wszystkich zadan nieliniowych charaktery-
styczne jest to, ze nie obowiazuje zasada superpozycji skutkow.

Do konstrukeji niesprezystych zaliczamy takie, ktorych materiatl poza cechami sprezystymi wykazuje
inne cechy, jak np. lepkos¢. Naleza do nich konstrukcje (materiaty) lepko-sprezyste. Gdy zaleznos¢ po-
migdzy napre¢zeniem a predkoscia odksztalcen jest liniowa, obowiazuje zasada superpozycji wzgledem
cykli naprezen i odksztatcen jako funkcji czasu. W odrdznieniu od proceséw sprezystych sa to jednak
procesy, w ktorych obserwujemy dyssypacje energii.

Nieliniowe zachowanie si¢ konstrukcji
wykonanych z materiatu liniowo-sprezystego

e Konstrukcje z luzami obrotowymi
Konstrukcje pretowe z luzami obrotowymi wykazuja nieliniowos¢ fizycznq. Przegubowe polaczenia
elementow konstrukcji moga wykazywaé ograniczenie kata obrotu. Sa to tzw. polgczenia luzowe. Jesli

wzajemny kat obrotu pretow jest zawarty w przedziale < —®~,® " >, to mamy do czynienia ze zwyktym
przegubem. Dla wartosci granicznych ® =®* lub ® =-®~ polaczenie przybiera cechy utwierdzenia.
Charakterystyke fizycznag takiego potaczenia przedstawiaja zaleznosci:

M=0, -0 <d<d";
M>0, ®=0T,
M<0, O=-0.
Przyjecie luzéw katowych sprawia, ze schemat statyczny konstrukcji luzowej w miar¢ narastania ob-

cigzen zmienia si¢. Jest to zatem konstrukcja, ktora nie spetnia postulatow Clapeyrona; wykresy obcigze-
nie—przemieszczenie s3 liniami lamanymi, tzn. sa nieliniowe. Racjonalne obranie wartosci katow

®* i @~ daje efekt ,,dostosowania” si¢ schematu statycznego do intensywnosci i charakteru obciazenia.

Wymienione cechy konstrukcji nie sa bez znaczenia dla praktyki projektowej oraz analizy wptywu luzéw
podporowych na zachowanie si¢ konstrukcji.
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Rozwiazanie problemu konstrukcji luzowych polega na obliczaniu kolejnych schematdéw statycznych
za pomoca znanych metod liniowej analizy konstrukcji (metoda sit, metoda przemieszczen). Nalezy jed-
nak zwrdci¢ uwage, ze nieliniowo$¢ zaleznos$ci obciqzenie—przemieszczenie nie pozwala stosowac zasady
superpozycji. Aktualny stan mechaniczny konstrukcji jest wynikiem akumulacji zmiennych stanu (tzn.
przemieszczen i sit przekrojowych) obliczonych w poszczegdlnych schematach statycznych. Obliczenia
statyczne konstrukceji luzowych metodami tradycyjnymi sa zazwyczaj bardzo uciazliwe, a wyniki obli-
czen nie zawsze sa poprawne. Najnowsze sformutowanie ogdlnego problemu konstrukcji luzowych pro-
wadzi do zadan liniowego dopetnienia lub programowania matematycznego (liniowego i kwadratowego),
rozwigzywanych za pomoca gotowych procedur komputerowych.

e Kratownica Misesa

Nazwg taka nosi symetryczna kratownica sktadajaca si¢ z dwoch pretow nachylonych pod katem o w
stosunku do poziomu. Obciazenie stanowi sila pionowa P, przytozona w osi symetrii kratownicy. Jezeli
wyniostos¢ kratownicy jest mata, to prawidtowy opis deformacji kratownicy wymaga odstgpienia od za-
sady zesztywnienia, tzn. rbwnania rownowagi trzeba uktadac¢ dla konfiguracji aktualnej (po odksztatce-
niu). Jest to zatem problem kinematycznie nieliniowy. Zaklada si¢, ze deformacja konstrukcji jest syme-
tryczna. Przyjmuje si¢ ponadto, ze odksztalcenia liniowe pretow sa mate, a materiat pretow kratownicy
jest liniowo-sprezysty Przemieszczenie pionowe srodkowego wezta v wynika z ekstremum energii poten-
cjalnej IT(v):

H(v)zjl-Esz ds—P-v,
g 2
gdzieA(v) = AL(v)/ L i oznacza wydtuzenie wzgledne osi pretow, a L jest dlugoscia pretéw kratownicy.
W podejsciu kinematycznie nieliniowym przyrost dlugosci pretow AL trzeba obliczy¢ w sposob $cisty,
uzywajac wzoru Pitagorasa. Rownowaga zachodzi, gdy 0 I1/0v=0. Z tego warunku wyznacza si¢
funkcje P(v).
Obciazenie P(v) moze odpowiada¢ réwnowadze statecznej (0 P/0v=P,>0) lub niestateczne;

(P’v < 0). Z budowy zaleznosci na energig potencjalng wnioskujemy, ze pochodna P, jest rowna drugiej

pochodnej energii potencjalnej. ROwnowaga stateczna wystepuje zatem wowczas, gdy energia potencjal-

na osiaga minimum, tzn., gdy 0 I1/0 v=0, 0’11 / 0% >0 , natomiast robwnowaga jest niestateczna, gdy
energia potencjalna osiaga maksimum: 0 I1/0 v=0, 0°11 / 0% <0.

Dla umiarkowanych wartosci sity P funkcja I1(v) osiaga minimum, co odpowiada rownowadze sta-
tecznej: dP/ov = 621_1/8 v2>0. Gdy dP/ov= 0°T1 /6 v2 =0, funkcja P(v) osiaga lokalne maksi-
mum. Jest to tzw. punkt graniczny. Przy dalszym powigkszaniu sity P obserwujemy zjawisko tzw. ,,prze-
skoku” (ang. snap-through) i ustalenie si¢ nowego polozenia rownowagi, ktore odpowiada ujemnemu
katowi nachylenia pr¢tow. Poczatkowo prety kratownicy byly $ciskane. W nowym potozeniu rownowagi
znak sit w pretach zmienia si¢ — prety sa rozciagane. Przeskok obserwujemy tylko wéwcezas, gdy czynni-
kiem sterujacym jest obciazenie P. Jezeli bedziemy powigksza¢ przemieszczenie v (sterowanie prze-
mieszczeniem), to poczawszy od punktu granicznego obserwujemy spadek reakcji pionowej wezta §rod-
kowego.

Zjawisko przeskoku ma bardzo duze znaczenie w praktyce inzynierskiej. Najczesciej problem ten

pojawia si¢ w konstrukcjach powlokowych. Przyktad kratownicy Misesa dowodzi, ze opis niektorych
zjawisk wystepujacych w mechanice wymaga odejscia od zasady zesztywnienia.

e Uktady ciegnowe

Ciggno jest pretem majacym jedynie sztywno$¢ rozciagania. Cechy ciggna wykazuja np. cienkie druty
i liny. Dla ujemnych odksztatcen liniowych (tzn. skrocen) sita normalna jest rowna zeru. Podczas rozcia-
gania ciggno moze zachowywac si¢ nieliniowo lub liniowo. Zwiazek fizyczny ciggien o liniowej charak-
terystyce przy rozciaganiu, mozna zapisa¢ nastgpujaco:

kh, A=0
0, A<O0,
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gdzie k = EA i oznacza sztywnos¢ rozciagania ciggna.

Przyjeciu obciazen przez uktad ciggnowy towarzysza na ogot duze przemieszczenia. Z tego powodu
problemy mechaniki ciggien sa z natury rzeczy zarowno fizycznie, jak i kinematycznie nieliniowe.

Zasadniczym mankamentem konstrukcji ciggnowych jest ich mata sztywnos¢. Dlatego przed przyto-
zeniem obcigzenia zewngtrznego poszczegolne ciggna sa poddawane wstgpnemu naciagowi. Wstepne
wydtuzenia ciggien nie moga by¢ zupelie dowolne, poniewaz musza spetnia¢ warunki: brzegowe, cia-
gloséci, rownowagi i napr¢zeniowe. Ponadto, ze wzgledu na brak sztywnosci $ciskania (jednostronne wig-
zy napregzeniowe) trzeba jeszcze uwzgledni¢ mozliwo$¢ odciazenia (,,wytaczenia™) ciggien. Ustalenie
konfiguracji wstepnej w bardziej rozbudowanych uktadach stanowi zatem problem sam dla siebie.

Problemy o podobnym stopniu trudnosci pojawiaja sig, kiedy uktad ciggnowy jest poddany dziataniu
obciazenia zewngtrznego.

W obliczeniach konstrukcji ciggnowych wykorzystuje si¢ rownania geometryczne i fizyczne oraz
réwnania rownowagi. W tych ostatnich trzeba uwzgledni¢ zmiany geometrii. Inny, rownie 0golny sposob
polega na wykorzystaniu zasady minimum energii potencjalnej w podej$ciu kinematycznie nieliniowym.
W obu metodach problem sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu algebraicznych réwnan nieliniowych. W
praktyce liczba stopni swobody jest na ogot duza, a wigc do rozwiazania tego uktadu stosuje si¢ metody
przyblizone. Najczesciej postuguje si¢ wowczas metoda Newrtona-Raphsona. Podczas obliczen nalezy
zwréci¢ uwagg, ze wylaczenie danego ciggna wystepuje w momencie, gdy catkowite wydtuzenie ciggna
jest rowne zeru. Powoduje to odpowiednia modyfikacj¢ wyjsciowego uktadu réwnan.

Prety wykonane z materiatu fizycznie nieliniowego

Najwigksza trudnoscia w badaniu zagadnien nieliniowych jest to, ze nie obowiazuje zasada superpo-
zycji. Druga dosy¢ ktopotliwa okolicznoscia jest tzw. znakoczulo$¢ materiatu. Materialy znakoczute pod-
czas wydtuzania zachowuja si¢ inaczej niz podczas skracania. W materiatach wykazujacych cechy pla-
styczne wiele trudnosci sprawia fakt, ze odciazenie konstrukcji przebiega po innej drodze niz obciazenie.
W olbrzymiej wigkszosci przypadkéw, jak pokazuje doswiadczenie, mozna jednak stosowaé znane hipo-
tezy kinematyczne (np. hipoteze ptaskich przekrojow).

o Materiat nieliniowo-sprezysty

Proces sprezysty (w tym i nieliniowy) charakteryzuje si¢ tym, ze krzywa obciazenia pokrywa si¢ na
wykresie o(g) z krzywa odciazenia. Od charakterystyki o(g) wymagamy przede wszystkim, by rozciaga-
niu odpowiadato wydhiuzenie, a $ciskaniu — skrocenie, tzn. by znak naprgzen odpowiadat znakowi od-
ksztatcen, czyli by
c-¢ > 0. Wazne jest rowniez, by material byl stateczny, tzn. by do -de > 0. Wymagania powyzsze w
istotny sposob ograniczaja klase mozliwych do zaakceptowania nieliniowych funkcji o(e).

Fizycznie nieliniowa sprezystos¢ mozna tez definiowac za pomoca stosownie obranej dodatnio okre-
slonej funkcji energii sprezystej wlasciwej wyrazonej przez naprezenia Wg (o) lub przez odksztalcenia
W (g) . Wowczas, wykorzystujac wlasnos$¢ potencjatu funkcji W, zwiazek fizyczny zapisujemy nastgpu-
jaco:

oW, oW,
il lub G = i

&= .
y
0 gl'j

0 Glj

W przypadku liniowej spr¢zystosci energia W jest kwadratowa funkcja sktadowych stanu odksztatce-
nia lub naprgzenia. Sprezystos¢ nieliniowa odpowiada funkcjom energii wyzszego stopnia, a material tak
zdefiniowany nazywamy materialem hipersprezystym.

Potencjaly sprgzyste mozna budowaé, uzywajac uogoélnione naprezenia (np. sity podtuzne N i momen-
ty zginajace M) i uogdlnione odksztalcenia (wzglgdne wydhuzenia osi preta A i1 krzywizny k). Konkretne
postacie tych potencjatéw dla danej funkcji o(e) otrzymuje si¢ po wykorzystaniu prawa ptaskich przekro-
jow 1 dokonaniu catkowania w obszarze przekroju preta. Wowcezas zachodza zaleznosci:
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Znakoczuto$¢ materiatu objawia si¢ w ten sposob, ze o(g) # —o(—¢). W takich przypadkach okazuje si¢
np., ze przy czystym zginaniu o$ obojetna nie pokrywa si¢ z osig cigzkosci przekroju. Uwaga ta dotyczy
nawet przekrojow bisymetrycznych.

To, ze w pretach nieliniowo-sprezystych nie obowiazuje zasada superpozycji, wyrazaja zaleznosci:

@ nsm#E)y+(E€)py oraz (6)yiy #(©)y +(0) >

gdzie indeksy N 1 M dotycza odpowiednio sity podtuznej i momentu zginajacego.

Warto zwréci¢ uwage, ze ksztatt wykresow naprezen normalnych na wysokosci przekroju o(z) odpo-
wiada wykresowi o(g), obroconemu o 90°. Podobienstwo tych wykresow wystepuje tylko wowczas, gdy
obowiazuje hipoteza Bernoulliego. Z hipotezy tej wynika, ze dla ustalonych wartosci A i & rozktad napre-
zen o(z) jest odpowiednio przeskalowanym wykresem o(g).

Nalezy doda¢, ze zadania mechaniki pretow nieliniowo-sprezystych sg bardzo pracochtonne i zawsze
wymagaja gruntownej analizy poprawnos$ci uzyskanych rezultatow. Wydaje sig, ze przedstawione wyzej
uwagi dobrze ilustruja rozleglosé problematyki pojawiajacej sig¢ z chwila odejscia od klasycznego modelu
materiatu liniowo-sprezystego.

o Materiat sprezysto-idealnie plastyczny

Materiat sprezysto-plastyczny charakteryzuje si¢ tym, ze w procesie deformacji moga pojawic si¢
trwate odksztatcenia plastyczne. W najprostszym modelu sprezysto-idealnie plastycznym (bez wzmoc-
nienia) zaklada sig, ze granice proporcjonalnosci (o), sprezystosci (og) 1 plastycznosci (op) pokrywaja
sig, a wykresy o(g) dla rozciagania i $Sciskania sa identyczne, czyli o(g) = —o(—¢€). Poczatkowa postac
funkcji o(g) w tym przypadku mozna zapisac nastgpujaco:

E-¢, |8|SSS,
o(e)=
O p-sgng, |8|ZSS,

gdzie eg =c p/ E. W czasie obciazenia, jezeli |8| < eg, material jest w stanie sprgzystym. Przekroczenie

odksztalcenia €5 odpowiada przej$ciu w stan plastyczny, w ktérym narastaja odksztatcenia plastyczne

przy statej wartosci naprezenia: ¢ = op. Przyrostowi odksztalcen plastycznych towarzyszy rozpraszanie
energii, czyli tzw. dyssypacja. Jezeli odksztalcenia nadal rosna, to nie ma zadnej réznicy migdzy materia-
lem sprezysto-plastycznym a materialem nieliniowo-sprezystym. Roznica migdzy nimi uwidacznia si¢
dopiero podczas odcigzenia. W materiale nieliniowo-sprezystym krzywa obciazenia pokrywa si¢ z krzy-
wa odcigzenia, a proces ma charakter calkowicie odwracalny. Tymczasem cecha charakterystyczna zja-
wisk zwigzanych z odksztalceniami plastycznymi jest ich nieodwracalnos¢. Odciazenie przebiega wzdtuz
linii prostej o nachyleniu odpowiadajacym poczatkowemu modutowi sprezystosci. Po usunigciu obciaze-
nia pozostaja trwale odksztatcenia plastyczne gp. Pole zawarte pomigdzy krzywymi obcigzenia i odcigze-
nia odpowiada energii rozproszonej. Ponowne obciazenie preta odpowiada wykresowi G(g) przesunigte-
mu wzdhuz osi odksztalcen € o warto§¢ rowna wytworzonym w danym procesie odksztatceniom pla-
stycznym. Widzimy zatem, ze aktualny stan mechaniczny zalezy od historii deformacji plastycznych.

Drziatanie sity normalnej

Przypadek dziatania sily normalnej jest trywialny, gdyz € = A, a napr¢zenia ¢ sa rownomiernie rozto-
zone w obrgbie przekroju, czyli N = cA. Wobec tego wykres zaleznosci N(A) ma taki sam ksztalt jak wy-
kres o(¢). Najwigksza warto$¢ sity normalnej, jaka moze przenies¢ przekrdj preta

NmaX:NP:GP'A'
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Sita Np odpowiada tzw. nosnosci granicznej przekroju przy dziataniu sity normalnej. Osiagnigciu no-
$nosci granicznej towarzyszy uplastycznienie wszystkich wtokien przekroju. Wydhuzenia preta narastaja
przy statej wartosci sity normalnej; obserwujemy wowczas tzw. plynigcie plastyczne.

Dziatanie momentu zginajqcego

Podczas stopniowego zwigkszania momentu zginajacego M = M, dzialajacego na przekroj
monosymetryczny (tj. o jednej osi symetrii) obserwujemy najpierw stan, w ktorym |8| <¢&g. W stanie tym
0$ obojetna pokrywa si¢ z osia ciezkosci y, a rozklady odksztatcen i naprezen sa identyczne z rozktadami
dla materiatu sprezystego. Gdy najwigksze odksztalcenie, wystgpujace w skrajnych (np. dolnych)

wioknach (z; > z,), osiagnie wartos¢ g, to naprezenie normalne w tych widknach ¢ = op. Odpowiada to
momentowi zginajacemu:

M=Mg=cp - W

gdzie W(S) oznacza ,,sprezysty” wskaznik wytrzymatosci dla dolnych wiodkien przekroju, W(S) =Jy/zq .
Powigkszanie momentu zginajacego powoduje wzrost odksztalcen i jednostronne uplastycznienie dolnych
wlokien. W przekroju o jednej osi symetrii 0§ obojgtna nie pokrywa sig juz z osia cigzkosci (A = 0).
Wzrostowi momentu towarzyszy dalszy wzrost odksztalcen i zmiana polozenia osi obojgtnej. Z chwila,
gdy w skrajnych gornych widknach przekroju odksztatcenie osiagnie warto$¢ —eg (tzn.e(—zg) =—€g),

rozpoczyna si¢ dwustronne uplastycznienie przekroju. Stan sprezysty wystepuje wowczas tylko w strefie
wewngetrzne] przekroju, sasiadujacej z osia obojetna (tzw. jadro sprezyste). Przy znacznych odksztatce-
niach jadro sprezyste obejmuje juz tylko bardzo mata czg$¢ przekroju. Mozna wowczas przyjac, ze upla-
styczniony jest caty przekroj. W strefie $ciskanej wystgpuja state naprgzenia o warto§ci —Gp, a w strefie

rozciaganej naprgzenia o warto$ci +op . Polozenie osi obojgtnej wynika z warunku, ze N = 0. Jest to za-
tem linia dzielaca na pot pole przekroju. Pelne uplastycznienie przekroju odpowiada osiagnigciu nosnosci
granicznej przekroju na zginanie. No$no$¢ ta jest najwigksza warto$cia momentu zginajacego, jaka moze
przenies¢ przekrdj preta:

Mp=cp -W(P), przy czym w(P) =2Sy(A+),

gdzie W(P) jest tzw. plastycznym wskaznikiem wytrzymalosci przekroju, przy czym W(P) > W(S) Symbol
2Sy(A+) oznacza podwojony moment statyczny potowy przekroju wzgledem osi cigzkosci y.

Z chwila osiagnigcia granicznego momentu plastycznego Mp obserwujemy narastanie kata obrotu
przekroju przy statej wartosci momentu zginajacego (M = Mp).

W procesie zginania przekroju preta mozna wige wyrdznic trzy stany:

— sprezysty, M < Mg,

— sprezysto-plastyczny (jedno- i dwustronne uplastycznienie), Mg < M < Mp,

— graniczny, M = Mp.

W przekrojach bisymetrycznych, a wige i w przekroju prostokatnym, uplastycznienie obu skrajnych
wlokien nastgpuje rownoczesnie, gdyz o(e) = —o(—€), a 0§ obojetna w procesie zginania pokrywa sig
zawsze z 0sig ciezkosci

Dla preta o przekroju prostokatnym (b x /)

Mg=cp - WS gdzie WS =pn? /6,
oraz
Mp=cp-WD gdzie WP =pn? 14=15w5 .

Momentowi granicznemu towarzyszy nieskonczenie duza krzywizna.
Jesli na przekroj dziala moment zginajacy M, odpowiadajacy stanowi sprg¢zysto-
-plastycznemu (Mg < M < Mp), to zalezno$¢ pomigdzy momentem M a krzywizna k przybiera postaé:
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KEJ, k|<ksg,

M) = 1 (k 2 26
Mp-|1-= —S) sen(k), |k|=k, gdzie kq="L.

P { 3k gn(k), |k|=kg, g S = "on
Przy obciazeniu zalezno$¢ M(k) jest nieliniowa, a przy odciazeniu — podobnie jak zaleznos¢ o(e) —
przedstawia lini¢ prosta o nachyleniu odpowiadajacym sztywnosci w obszarze sprezystym. Po odciazeniu

odnotowujemy pewna krzywizne resztkowa (trwata) k (") Bardzo istotne jest jednak to, ze po odciazeniu

w przekroju pozostaja rowniez samorownowazace si¢ naprgzenia resztkowe (residualne) . Wyzna-
czenie naprgzen resztkowych w tym przypadku nie jest trudne. Poniewaz odciazenie ma charakter czysto
sprezysty, wyznaczenie naprg¢zen resztkowych polega na dodaniu liniowego wykresu naprgzen spowo-
dowanego dzialaniem momentu przeciwnego znaku. W efekcie pozostaja pewne naprgzenia resztkowe,
bedace w rownowadze z zerowym obciazeniem. Naprezenia te oraz odksztatcenia trwate nalezy uwzgled-
ni¢ przy ponownym dowolnym obciazeniu przekroju. Aktualny stan naprgzenia zalezy zatem od historii
obcigzenia.

Ugigcia belek czgsciowo uplastycznionych wyznacza si¢ za pomoca réwnania rézniczkowego linii
ugigcia lub rownania pracy wirtualnej z wykorzystaniem zaleznosci M(k). Odciazenie konstrukcji upla-
stycznionej — podobnie jak w przypadkach punktu oraz przekroju — przebiega sprezyscie. Po odciazeniu
konstrukcja wykazuje pewne ugigcia resztkowe i1 pewien stan naprgzen resztkowych, bedacy w rownowa-
dze z zerowym obciazeniem. Mamy tu na mysli nie tylko naprezenia w obrgbie poszczegdlnych przekro-
jow, ale rowniez naprezenia uogolnione (momenty resztkowe), ktore moga pojawi¢ si¢ w konstrukcjach
statycznie niewyznaczalnych.

W belkach zginanych w sasiedztwie przekrojow, w ktorych wystepuje pelne uplastycznienie (stan
graniczny) znajduja si¢ fragmenty czgsciowo uplastycznione, w ktérych moment zginajacy jest zawarty w
przedziale (Mg, Mp). Warto tutaj zwrdci¢ uwagg, ze zakres strefy uplastycznienia jest tym mniejszy, im
wigkszy jest stosunek Mg/ Mp. Stosunkowo male wymiary tej strefy obserwuje si¢ w pretach o przekroju
dwuteowym, dla ktorych Mg/ Mp =~ 0,85. W zwiazku z tym bardzo cz¢sto przyjmuje si¢, ze obszar upla-

stycznienia jest zredukowany do przekroju, w ktorym wystepuje moment Mp. Poniewaz w przekroju tym
jest mozliwy swobodny obrot, mozna przyjac, ze wystepuje tam pewnego rodzaju przegub, ktory przenosi
staly moment zginajacy rowny Mp. Jest to tzw. przegub plastyczny. Koncepcja przegubu plastycznego
jest dogodna idealizacja, pozwalajaca stosunkowo tatwo wyznaczaé zar6wno przemieszczenia, jak i no-
$nos¢ granicznag catej konstrukeji.

Zginanie ze Scinaniem

Sile poprzecznej — jak wiadomo — towarzyszy zawsze zmiana momentu zginajacego. Dlatego udziat
sily poprzecznej w procesie uplastycznienia przekroju rozwaza si¢ zazwyczaj lacznie z dziataniem mo-
mentu zginajacego. Przypadek ten jest niewatpliwie najtrudniejszy i to gtéwnie z tego powodu, ze Sciste
okreslenie naprezen w danym przekroju wymaga analizy napr¢zen w catym precie, gdyz stan naprezenia
na dlugosci preta nie jest jednorodny. Trzeba jeszcze dodaé, ze trudno$¢ sama w sobie stanowi wyzna-
czenie naprgzen sprezysto-plastycznych podczas $Scinania, wywotanego przez wylaczne dziatanie sily
poprzecznej Q. Dalsze komplikacje wynikaja z faktu, ze nie obowiazuje juz zalozenie ptaskich przekro-
jow. Wszystkie wyzej wymienione okoliczno$ci sprawiaja, ze nawet dla przekroju prostokatnego dyspo-
nujemy tylko rozwiazaniami przyblizonymi.

Scinanie nie moze zatem wystgpowaé samodzielnie; w plaszczyznie przekroju preta oprocz naprezen
stycznych t,,, pochodzacych od sily poprzecznej, wystgpuja naprezenia normalne oy, wywolane przez
momentu zginajacy. Rozgraniczenie standow sprezystego i plastycznego zalezy od przyjetego warunku
plastycznosci.

Dla bardzo duzych sit poprzecznych i niewielkich momentow zginajacych pierwsze uplastycznienie
zachodzi we widknach wewngtrznych lezacych na osi obojetnej, powoduje wzajemny poslizg i jednocze-
sne osiagnigcie nosnosci granicznej. Gdy moment zginajacy jest dostatecznie duzy, pierwsze uplastycz-
nienie wystepuje w skrajnych zewnetrznych wiodknach preta. Dalsze powigkszanie obciazenia powoduje
uplastycznienie widkien lezacych blizej osi przekroju. Charakterystyczne jest to, ze naprgzenia styczne sa
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przejmowane tylko przez wewngtrzng, nie uplastyczniona czg$¢ przekroju, a ich rozktad opisuje znany
WZOr:
T = oS ,
b(z)J'

gdzie S' oraz J' oznaczaja odpowiednio moment statyczny i moment bezwladnosci sprezystej czesci
przekroju.

W celu ujednolicenia sposobu podejscia przyjmuje si¢ czasami, ze w chwili osiagnigcia no$nosci gra-
nicznej naprezenia normalne we wioknach skrajnych osiagaja wartosci top, a w srodkowej czesci prze-
kroju naprezenia styczne osiagaja warto$¢ tp. Rozktad naprezen stycznych w tym przypadku wykazuje
jednak nieciagtos¢, ktora jest statycznie niedopuszczalna.

Skrecanie
W stanie sprezystym problem skrgcania swobodnego opisuje rownanie rézniczkowe czastkowe funkcji
naprezen F(y, z):

2 2
oy oz
przy czym na konturze przekroju prgta funkcja naprezen musi spetnia¢ warunek brzegowy F.(y,z) = 0.

Naprezenia styczne t,,, 17,, sa powigzane z funkcjq naprezen nastgpujacymi zalezno$ciami:

xy

S OoF - oF
Voo e oy’
Zaleznosci te gwarantuja spetnienie rdézniczkowych rownan rownowagi wewngetrznej. Naprezenie T, w
danym punkcie (y,z) jest rowne tangensowi najwigkszego kata nachylenia stycznej do powierzchni
F(y, z), tzn. |‘Cx| = |grad F | Warto$§¢ momentu skrecajacego, obliczona z rownan statyki, odpowiada po-

dwojnej objetosci bryly ograniczonej powierzchnia F(y, z) i ptaszczyzna F = 0:

m =2JF(y,z) dA.

A
W obszarze odksztalcen plastycznych oraz na granicy obszardw spre¢zystego i plastycznego wypad-
kowe napregzenie styczne réwna si¢ granicy plastycznos$ci przy czystym $cinaniu (7, =71 p ). Odpowiada

&)
Oz P

to nieliniowemu réwnaniu rézniczkowemu:
2
(aFj
Oy
W zakresie deformacji plastycznych stuszne sa wszystkie zaleznosci obowiazujace w obszarze sprezy-
stym, z wyjatkiem rownania rézniczkowego, ktdore mozna rowniez zapisa¢ w postaci:

|grad F | =1 p = const.

Oznacza to, ze w obszarze plastycznym kat nachylenia stycznej do powierzchni funkcji naprezen F(y, z)
w kazdym punkcie tego obszaru jest staty. Gdy przekrdj preta jest w pelni uplastyczniony, rzedne funkcji
naprezen F(y, z) odpowiadaja rzednym wzgorza usypanego z piasku na figurze ptaskiej o ksztalcie bada-
nego przekroju. Analogie wzgorza piaskowego zauwazyt Nadai w 1923 r. Analogi¢ t¢ — podobnie jak
analogi¢ blonowa w stanach sprezystych — wykorzystuje si¢ szeroko w badaniach do§wiadczalnych maja-
cych na celu ustalenie no$nosci granicznej przekrojow o skomplikowanych ksztattach.

W stanach sprezysto-plastycznych obowiazuje tzw. analogia dachu. Jest to potaczenie analogii blo-
nowej z analogia wzgorza piaskowego. Analogi¢ dachu wyobrazamy sobie nast¢pujaco. Nad konturem
rozpinamy przezroczysty ,,dach” o ksztalcie wynikajacym z analogii wzgorza piaskowego. Na tym sa-
mym konturze wewnatrz dachu rozpinamy btong i poddajemy ja wewngtrznemu cis$nieniu. Po wzro$cie
cisnienia w obszarach plastycznych blona bedzie przylegata do dachu. Przyleganie blony na catej po-
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wierzchni dachu odpowiada pelnemu uplastycznieniu preta, czyli osiagnigciu nosno$ci granicznej na
skrecanie.
Stan sprezysty obserwujemy, gdy

QJ?SWIS:TP-Wés),

przy czym dla prgta o przekroju kotowym WS(S ) = Jp !/ R= nR> /2 i oznacza tu tzw. »Sprezysty” wskaz-
nik wytrzymatosci na skrecanie.

Graniczna warto$¢ momentu plastycznego odpowiada podwdjnej objetosci wzgorza piaskowego, ktore
dla przekroju kotowego ma ksztatt stozka o nachyleniu tworzacych wynoszacym tp:

Mp =%TER2 -hzgnRz(Rrp)er-WI(f) =%9ﬁs,

gdzie WI()S ) =2nR3 /3= 4WS(S ) /3 i oznacza tzw. ,plastyczny” wskaznik wytrzymatosci na skrecanie.

W stanie sprezysto-plastycznym wykres naprezen stycznych jest liniag famana. Po odciazeniu preta
powstaja samorownowazace si¢ naprezenia resztkowe.

e Podstawy teorii konstrukcji plastycznych. NoSnosc graniczna konstrukcji

Podstawy teorii plastycznosci

Do opisu zachowania sig materiatu plastycznego wprowadza sig naprezenia 65, predkosci (przyrosty)
P

ij >
stycznego. Plynigcie plastyczne jest procesem, w ktorym naprezenia nie zaleza od skali czasu. Oznacza
to, ze naprezenia sa jednorodna funkcja stopnia zero wzgledem predkosci odksztatcen plastycznych. Wy-
nika stad istnienie warunku plastycznosci jako pewnej funkcji skalarnej wiazacej naprezenia, F (o) =0.

przemieszczen u; oraz predkosci odksztalcen plastycznyche;; , wystgpujace w trakcie ptynigeia pla-

Jezeli
00; doy
och osl’
to mozna wykazac, ze predkosci odksztatcen plastycznych wyraza tzw. stowarzyszone prawo ptynigcia:
goidt.
ij

gdzie ) jest pewnym mnoznikiem skalarnym. Zalezno$¢ powyzsza odgrywa rolg rownania fizycznego i
wskazuje, ze wektor predkosci odksztatcen jest prostopadly do powierzchni opisanej przez warunek pla-
stycznosci.

Podstawowa wtasnoscia procesow plastycznego plynigcia jest dyssypacja energii odksztatcen pla-
stycznych. Rozpraszana moc na jednostke objetosci d musi byé nieujemna:

Jezeli nadto materiat idealnie plastyczny jest niescisliwy (tzn. € ,56 =0), a pomi¢dzy napre¢zeniami i od-

ksztalceniami wystepuje zwiazek tensorowo liniowy, to mozna wykazac, ze mnoznik skalarny A > 0.

Z nieujemnosci dyssypacji oraz prawa plynigcia wnioskujemy, ze obszar ograniczony warunkiem pla-
styczno$ci musi by¢ gwiazdzisty, tzn. promien-wektor wyprowadzony z poczatku uktadu w przestrzeni
napr¢zen moze tylko raz przecina¢ powierzchnig plastycznosci.

Dalsze ograniczenie postaci warunku plastycznosci wynika z tzw. postulatu Druckera. ktdrego esen-
cja jest stwierdzenie, ze przyrost pracy wykonanej w cyklu naprgzeniowym na nieskonczenie matym
przyroscie odksztalcenia jest nieujemny. Z postulatu tego wynika nierownosc:

P
(Gl'j _Gl'j')gl'j 20,
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gdzie o;;' oznacza dowolne naprezenie nie naruszajace warunku plastycznodci. Z postulatu tego wynika,

7e

co odpowiada zalozeniu, ze material jest stateczny, tzn. wzrostowi (spadkowi) naprgzenia towarzyszy
zawsze wzrost (spadek) odksztalcen plastycznych. Postulat Druckera obowiazuje w ogdlnym przypadku
materiatu plastycznego ze wzmocnieniem.

W przypadku szczegdlnym, gdy material jest idealnie plastyczny (bez wzmocnienia) matematyczny
sens postulatu Druckera odpowiada zasadzie maksymalnej mocy plastycznej Hilla. Zasada ta odpowiada
nieré6wnosci:

z ktorej wynika, ze sposrod wszystkich dopuszczalnych stanow naprezenia rzeczywisty stan naprezenia
daje najwiekszy przyrost dyssypacji.

Jezeli wykorzystamy prawo ptynigcia, to postulat Druckera mozna zapisa¢ nastgpujaco:

(cij —cii')-%z 0,

y
co dowodzi, ze obszar ograniczony warunkiem plastycznosci przy akceptacji postulatu Druckera jest
wypukty. Wypuktos¢ warunku plastycznosci dla danych predkosciach odksztatcen plastycznych i spet-
nieniu stowarzyszonego prawa plynigcia gwarantuje jednoznaczno$¢ stanu naprezenia oraz zapewnia
statecznos$¢ materiatu.

Podstawowe zaleznosci teorii plastycznych konstrukcji pretowych

W obliczeniach konstrukcji ztozonych rolg uogdlnionych naprezen Y; odgrywaja zazwyczaj sity we-
wnetrzne (sity normalne i poprzeczne oraz momenty zginajace i skrecajace), a uogélnionymi predkoscia-
mi odksztalcen ¢; sa predkosci odpowiednich wielkosci kinematycznych (predko$¢ wydtuzen, katow
$cinania, krzywizn i jednostkowych katow skrecenia). W modelu idealnie plastycznym moc dysypowana
odniesiona do jednostki dtugosci preta jest opisana wzorem:

DzjcrsérsdAzzz-éi = NL+Op + MK + 9016 > 0.
A i
Warunek plastycznosci jako funkcji sit wewngtrznych w przekroju preta wyraza funkcja @(Y)):
O(Y;) = 0.
Jezeli @(Y;) <0, to dany przekrdj jest sztywny, a sity wewngetrzne sa — og6lnie biorac — niecokreslone.
Stowarzyszone prawo mozna zapisac, jak nastgpuje:
. 0D
v-—,
é = oY,
0, D <0,

v 20,

gdzie v jest odpowiednikiem mnoznika A w teorii oérodka plastycznego.

Dwa podstawowe twierdzenia nosnosci granicznej konstrukcji
W teorii nosnosci granicznej przyjmujemy, ze obcigzenie konstrukcji P; jest proporcjonalne do pew-
nego mnoznika skalarnego i (jest to tzw. obcigzenie proporcjonalne):
Ly=vpj,
gdzie p; oznacza pewne obciazenie porownawcze. Przy pewnej warto$ci mnoznika p nosno$¢ konstrukeji
zostanie wyczerpana; konstrukcja przeksztalca si¢ w mechanizm. Stanowi temu odpowiada obciazenie
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graniczne wyznaczone przez graniczng warto$¢ mnoznika p = p; . Zasadniczym celem teorii no$nosci

granicznej jest ustalenie granicznej warto§ci mnoznika obciazenia L.

Statycznie dopuszczalne pole naprezen vogdlnionych ZO :
— spetnia rOwnania rownowagi wewnegtrznej i naprgzeniowe warunki brzegowe (tzn. jest w rownowa-
dze z obciazeniami up;),

— nie narusza warunku plastycznosci, czyli d)(lgo) <0.

. . r . . *
Kinematycznie dopuszczalne pole predkosci 1 :
— spetnia kinematyczne warunki brzegowe oraz warunki ciagtosci,

. r . * . * * J4 . A
— pozwala ze zwiazkow geometrycznych ¢; =¢; (u;) otrzymac niezerowe pole odksztatcen,

— okres$la dodatnia moc obciazen zewnetrznych L = uj p ju;ds >0.

Calkowita moc dyssypowana w konstrukcji wyraza si¢ nastgpujaco:

D= IDds = J.Gl-jé;-dV = I(Z );-*e';)ds >0,
s vV s

gdzie naprezenia Z* spetniaja warunek plastyczno$ci w punkcie wyznaczonym przez dany wektor pred-

kosci odksztatcen plastycznych e': , ale nie musza spetnia¢ warunkoéw rownowagi wewngtrznej. Dla da-

nego u; mozna wyznaczy¢ taka intensywno$¢ obciazenia pgp;, ze moc obciazen zewngtrznych L be-

dzie rowna wewnetrznej mocy dyssypowanej © (tzn. L =9):

MK_[ pjityds = J. (Z K*é’%)ds - J. DY),
N

N N

skad otrzymujemy kinematyczny mnoznik obciazenia pg :

I DY, )ds

“Kzsf‘
ijujds
S

Wyznaczenie doktadnej warto$ci mnoznika obciazenia granicznego p; jest na ogoét bardzo trudne. Do
jego oceny stosujemy jedno z dwoch podejsé: statyczne lub kinematyczne. W podejsciu statycznym po-
szukujemy takiego mnoznika obciazenia p = pg, ktory odpowiada statycznie dopuszczalnemu polu na-

prezen XO. W podejsciu kinematycznym poszukujemy takiego mnoznika obciazenia p = pg , ktory od-

. . . , . . , Wk
powiada kinematycznie dopuszczalnemu polu predkosci przemieszezen ;.

W teorii no$nosci granicznej obowiazuja dwa bardzo wazne twierdzenia.

Twierdzenie o ocenie dolnej (ocena statyczna):
Rzeczywista intensywnos¢ obciqzenia granicznego jest okreslona przez najwiekszy sposrod mnoz-
nikow obciqzenia dla wszystkich statycznie dopuszczalnych pol naprezen, tzn.

Hp =Suplg.
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Twierdzenie o ocenie gornej (ocena kinematyczna):
Rzeczywista intensywnoS¢ obciqzenia granicznego jest okreslona przez najmniejszy sposrod mnoz-
nikow obciqzenia dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pol predkosci przemieszczen, tzn.

pp =infpg.

Z twierdzen tych wnioskujemy, ze zachodzi nier6wno$¢ jednoczesna:

Mg S HUp SHE-

Z analizy twierdzen o ocenie dolnej i ocenie gornej wynikaja migdzy innymi nast¢pujace wnioski prak-
tyczne:

— dodanie niewazkiego materiatu bez zmiany warunkéw brzegowych nie prowadzi do zmniejszenia
obciazenia granicznego,

— podwyzszenie granicy plastycznos$ci materiatu nie obniza no$nosci konstrukc;ji,

— ostabienie wigzé6w kinematycznych nie prowadzi do podwyzszenia no$nosci graniczne;j.

Warunki plastycznosci wyrazone przez naprezenia uogolnione
Oto niektore przypadki ztozonego stanu obciazenia przekroju preta:
1. Jednoczesne dzialanie NiM (n=N/Np; m= M/ Mp) na:

a) przekroj prostokqtny (bxh):
O (n,m) =|m|+n2 -1=0,
gdzie Np = Acp=bhcp, Mp= wPs P WP =ph? /4 ,a W(P) oznacza plastyczny wskaznik wy-
trzymalo$ci na zginanie.
b) przekroj idealny dwuteowy (Ap, h):
O (n,m) =|m|+n—1= 0,
gdzieNp=24,-6p 1 Mp=24,a6p=Npa, a A, oznacza pole przekroju jednej potki oraz
_ - .2 S) — wp(P)
A=24,, J=24,-a", W =W""=24,a.
2. Jednoczesne dziatanie N i 91 na pret o przekroju kolowym

®(m,n) =im2 +§n2 +ln3 -1=0,
16 4 4

gdzie m =9 /Mg, n=N/Ng, przy czym Ng = Np.

3. Dzialanie N i M na prety wykonane z materiatow znakoczutych. Warunki plastycznosci dla materia-
16w znakoczutych (np. beton) nie wykazuja symetrii wzgledem uktadu osi oznaczajacych sity wewnetrz-
ne. Jesli granice plastycznoéci na rozciaganie i $ciskanie oznaczymy odpowiednio przez 6 i o p, to

warunek plastyczno$ci dla przekroju prostokatnego (bx/) mozna zapisa¢ w postaci:
®(m,n) =|m| +(n - AG)* ~1=0,

gdzie AG = (G}L) -cp)/ (G}S +cp) oraz m = M/Mpy, n = NINpg, przy czym
- 2
O ps =(Op+0p) /2, Npy =bho pgr;  Mpy = (bh™ / 4)G py.

4. Dzialanie N i M na prety zbrojone widoknami
Jako materiat rodzimy (osnowa, matryca) stosuje si¢ najczesciej tworzywa sztuczne, drewno lub beton.
Zbrojenie stanowia wldkna weglowe lub cienkie prety stalowe. Jezeli materiatowi rodzimemu i widknom
zbrojenia przypiszemy cechy materiatu sztywno-plastycznego, to dla takiego kompozytu mozna ustali¢
warunek plastycznosci. Duze znaczenie w konstrukcjach budowlanych maja prety betonowe zbrojone
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cienkimi pregtami (wloknami) stalowymi. Szczegdtowa analiza tego problemu prowadzi do krzywej gra-
nicznej opisanej dziesigcioma réwnaniami. Interesujace jest, ze maksymalne i minimalne warto$ci mo-
mentu zginajacego w przekroju zbrojonym sg takie same: M,y = —Mpin. Warto$ciom tym odpowiadaja
jednak rézne wartosci sit podtuznych.

Uogolnione przeguby plastyczne

Osiagnigciu no$nosci granicznej podczas zginania w przekroju krytycznym towarzysza nieskonczone
krzywizny. W przekroju tym obserwujemy bardzo duza koncentracj¢ odksztalceni na bardzo matym ob-
szarze. W celu obliczenia catkowitej wewngtrznej dyssypacji predkos¢ krzywizny w przekroju x = a jest
wygodnie wyrazi¢ za pomoca funkcji Diraca: K(x)=¢-8(x—a), gdzie ¢ jest predkoscia wzajemnego
kata obrotu sasiednich cze¢$ci belki. Jezeli jedyna niezerowa predkoscia uogdlnionego odksztatcenia jest
wlasnie predkos¢ krzywizny, to na podstawie wiasnosci filtracji funkcji Diraca otrzymujemy:

a a a
D= IDdx: IMk dx = IM(x)¢ S(x—a)dx = M(a)-¢ = Mp-¢,
—a —a —a
gdzie Mp oznacza moment plastyczny rozwazanego przekroju.
W przekroju krytycznym powstat zatem przegub plastyczny. Koncepcjg przegubu plastycznego mozna

rozszerzy¢ rowniez na pozostate sktadowe predkosci odksztatcenia. Jezeli predkosci te sa skoncentrowane
w przekroju x = a, to mozna je zapisac nastgpujaco:

Ax)=A, -8(x—a)
B(x) =W, -5(x-a)
K(x)=¢,-5(x—a)
0(x) =V, -3(x—a)

gdzie /\a , Wa ,9,,V, oznaczaja odpowiednio predkosci (przyrosty) wzajemnych przesuni¢¢ podtuznych
i poprzecznych oraz katow obrotu i skrgcenia.

Calkowita moc dyssypowana w obrgbie takiego uogdlnionego przegubu plastycznego okresla wyraze-
nie:

a+Ax
IDdszAa +OW, + Mg, + My, >0.
a—Ax

Zwrdémy uwagg, ze naprezenia uogoélnione N, O, M i 9 wystgpujace we wzorze musza spetnia¢ waru-
nek plastycznosci ®(N,Q, M, 1) = 0.

W plaskich konstrukcjach prgtowych, w ktérych dominujaca role w procesie uplastycznienia
odgrywaja momenty zginajace, warunek plastyczno$ci przyjmuje sig¢ w postaci uproszczone;j:

|M| = Mp.

Wyznaczanie obciqzenia granicznego konstrukcji

Rozwiazanie zupelne problemu no$nosci granicznej wymaga:

— spelnienia rbwnan rownowagi wewngtrznej,

— nieprzekroczenia warunku plastycznosci (@ < 0),

— przeksztalcenia konstrukcji w mechanizm.

Aby n-krotnie statycznie niewyznaczalna konstrukcja pretowa przeksztalcita si¢ w mechanizm o co
najmniej jednym stopniu swobody, warunek graniczny ® =0 musi by¢ spetniony w co najmniej n + 1
przekrojach. W konstrukcji zginanej powinno zatem wystapi¢ co najmniej n + 1 przeguboéw plastycznych
typu ,,zgieciowego”, jezeli wystgpuje wyczerpanie no$nosci konstrukcji jako catosci. W pewnych przy-
padkach moze si¢ zdarzy¢, ze tylko fragment konstrukcji przeksztatci si¢ w mechanizm. Wystgpuje wtedy
zniszczenie czg$ciowe, a liczba przegubow plastycznych jest mniejsza od n + 1.
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Do wyznaczenia obciazenia granicznego w praktyce inzynierskiej wykorzystuje si¢ twierdzenia o
ocenie dolnej (podejscie statyczne) i ocenie gornej (podejécie kinematyczne).

W najprostszych uktadach konstrukcyjnych mozna niekiedy uzyskac¢ rozwiazanie w postaci analitycz-
nej. Badanie ekstremum funkcji prowadzi wowczas do wyniku doktadnego. W podejsciu statycznym, w
ktorym poszukuje si¢ pola statycznego nie naruszajacego warunku plastycznos$ci, zagadnienie sprowadza
si¢ zazwyczaj do obliczenia pierwiastkow nieliniowego roéwnania algebraicznego ze wzgledu na mnoznik
obciazenia granicznego. W podejsciu kinematycznym, w ktorym poszukuje si¢ rzeczywistego pola pred-
kosci przemieszczen i zwigzanego z nim pola predkosci odksztatcen, problem wyznaczenia nosnosci gra-
nicznej sprowadza si¢ do rozwiazania roGwnania algebraicznego na parametry opisujace mechanizm znisz-
czenia konstrukcji.

W bardziej ztozonych uktadach konstrukcyjnych, o dosy¢ wysokim stopniu statycznej niewyznaczal-
nosci, metody analityczne zawodza. ,,Rgczne” obliczenia wykonuje si¢ metodq superpozycji mechani-
zmow podstawowych. W metodzie tej budujemy s niezaleznych liniowo mechanizméw podstawowych, a
obciazenie graniczne wyznaczamy z rOwnania mocy dyssypowanej. Liczb¢ mechanizméw podstawowych
mozna ustali¢ nastgpujaco. Jezeli liczba przekrojow krytycznych (tzn. takich, w ktorych moga wystapié¢
przeguby plastyczne) wynosi , a stopien statycznej niewyznaczalnosci jest rowny n, to liczba niezalez-
nych mechanizméw s = r — n. Zasadniczy sens omawianej metody polega na wykorzystaniu spostrzeze-
nia, ze rozwiazanie zupetne problemu nosnosci granicznej uzyskuje si¢ dla pewnego mechanizmu znisz-
czenia, ktory mozna przedstawi¢ jako superpozycje niezaleznych mechanizmoéw podstawowych. Na pod-
stawie twierdzenia o ocenie gornej wiadomo, ze dla kazdej ,,zle;” kinematyki zniszczenia otrzymujemy
obciazenie wigksze od $cislej wartosci granicznej. Wobec tego nalezy znalez¢ taka kombinacje liniowa
mechanizméw podstawowych, by obciazenie niszczace bylo najmniejsze. Mechanizmy laczymy w taki
sposob, aby uzyskiwaé zamykalo si¢ mozliwie duzo przegubow przy nie malejacej mocy obcigzen ze-
wnetrznych. Metoda superpozycji mechanizméw podstawowych w zastosowaniu do konstrukcji preto-
wych nie zawsze pozwala uzyska¢ rozwiazanie zupetne. Duzo zalezy tutaj od doswiadczenia osoby pro-
wadzacej obliczenia.

Ogoélna metoda wyznaczania obciazenia granicznego sprowadza si¢ do rozwiazania problemu progra-
mowania liniowego. Jest to problem majacy bogata biblioteke w osrodkach komputerowych.

Kinematyka towarzyszaca zniszczeniu konstrukcji nie musi by¢ — ogoélnie biorac — jednoznaczna.
Wynika to z faktu, ze warunki plastyczno$ci w przestrzeni obciazen zewngtrznych maja naroza. Wiadomo
bowiem, ze w narozach predkosci przemieszczen nie sa okre§lone jednoznacznie przez stowarzyszone
prawo ptynigcia. Nie wptywa to jednak na dyssypacje, a w konsekwencji nie zmienia warto$ci granicznej
mnoznika obciazenia wyznaczonego dla roznych kinematyk zniszczenia.

¢ Przystosowanie konstrukcji sprezysto - plastycznych

Istota problemu

Problem przystosowania (ang. "shakedown") pojawia si¢ w konstrukcjach sprgzysto-plastycznych
poddanych obciazeniom zmiennym. Moze si¢ zdarzy¢, ze konstrukcja czgsciowo juz uplastyczniona po
kilku cyklach obciazenia moze ponownie reagowaé czysto sprezysScie. Mowimy wtedy, ze konstrukcja
przystosowala si¢ do danego programu obciazenia zmiennego.

Przystosowanie nie nastgpi wtedy, gdy pojawi si¢ albo zmiszczenie naprzemienne (ang. alternating
plasticity) albo zniszczenie przyrostowe (ang. incremental collapse lub ratchetting).

W przypadku zniszczenia naprzemiennego odksztatcenia plastyczne maja rézne znaki; pojawiaja sig i
znikajg w kazdym cyklu. W efekcie przemiennych odksztatcen plastycznych nastgpuje zniszczenie wsku-
tek zmgczenia niskocyklowego po niewielkiej liczbie cykli (por. wzor Coffina). Zjawisko takie obserwu-
jemy np. podczas zginania cienkiego drutu; po kilkunastu zgigciach, w ktorych powstaja deformacje trwa-
fe (plastyczne), drut peka.

W przypadku zniszczenia przyrostowego odksztalcenia plastyczne w kazdym cyklu przyrastaja i po-
woduja kumulacje¢ deformacji trwatych i nieograniczony wzrost przemieszczen, rownoznaczny z utratg
wlasnosci uzytkowych konstrukcji. Problem ten jest szczegolnie widoczny, gdy dziataja obciazenia stale,
ktorym towarzyszy cykliczna zmiana temperatury.

Konstrukcja przystosowuje si¢ do danego programu obciazenia, gdy po pewnym czasie ustabilizuje si¢

pewne pole odksztalcen trwatych slg-r). Odksztalcenia te powoduja wytworzenie si¢ niezmiennego w
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czasie pola naprgzen resztkowych Gl-g-r) , a reakcja konstrukcji na obciazenia jest czysto sprezysta. Zgod-

nie z twierdzeniem Melana przystosowanie wystepuje wtedy, gdy suma 05 (x,1) +Gl(jr )(x) nie narusza

nigdzie warunku plastycznosci, tzn. gdy
®|of (x.0)+0) ()] <0.

Symbolem & UE (x,t) oznaczono naprgzenia wywolane przez dany program obciazenia i obliczone jak dla
ciata idealnie spre¢zystego.
W podejsciu kinematycznym postuluje sig, by energia zuzyta na wytworzenie odksztalcen plastycz-
nych w catym okresie pracy konstrukcji byta wartoscia skonczona:
o0
j JGU £8dr |dV <on,
VLo
gdzie € 5 oznacza predko$¢ odksztatcen plastycznych, a 6;; jest polem naprezen stowarzyszonym z polem
predkosci odksztatcen plastycznych.

Przystosowanie belek i ram

W uktadach statycznie wyznaczalnych w danym przekroju preta naprezenia resztkowe tworza uktad
samorownowazacy si¢. Oznacza to, ze resztkowe sity wewngtrzne (momenty zginajace, sity normalne
itd.) sa rowne zeru. W ukladach statycznie niewyznaczalnych sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdyz
wystepuja w nich resztkowe sity wewngtrzne (przekrojowe), ktore sa w rownowadze z zerowym obcigze-
niem zewngtrznym. Towarzysza temu pewne ugigcia resztkowe. Resztkowe pole sit przekrojowych jest
kombinacja liniowg sit przekrojowych wywotanych przez poszczegoélne sity nadliczbowye.

W zginanych belkach i ramach o przekrojach idealnie dwuteowych (Mg = Mp) przystosowanie zacho-
dzi woéwczas, gdy po pewnym czasie reakcja konstrukcji bedzie czysto sprezysta, tzn. gdy (twierdzenie
Melana)

E (r)
max M;" + M;" < Mp,
min ME + M > -Mp
1 jednoczesnie
max MIE — min MZE <2M,,.
Spetnienie pierwszej grupy nierdwno$ci zabezpiecza przed zniszczeniem przyrostowym, a spetnienie

drugiej nieréwnosci zabezpiecza przed zniszczeniem niskocyklowym (przemiennym). W nierownosciach

tych max M ,E oraz min M, ,E oznaczaja rzedne momentow zginajacych w przekroju i obliczone jak dla

konstrukcji idealnie sprezystej. Uktad momentow resztkowych Ml(r) tworzy si¢ w cyklach plastyczne;j

deformacji konstrukcji w trakcie stabilizacji odksztatcen trwatych. W przypadku przystosowania pole
momentow resztkowych pozostaje juz niezmienne w czasie.
Momenty resztkowe sa kombinacja liniowa momentéw pochodzacych od sit nadliczbowych:

M; = Z X -my; , gdzie mjj oznacza moment w przekroju i wywotany przez dziatanie sily nadliczbowej
Xi=1.
W podejsciu kinematycznym obowiazuje twierdzenie Neala:

Konstrukcja przystosuje sie do danego programu obciqzenia, jezeli istnieje taki mechanizm ruchu
plastycznego, Ze jest spetniona nierownosc:

r r
ZM:'(F'%‘ < ZMpi'|¢>i
i=1 i=1

N maxM-E, dy ¢, >0
,gdzieMl-z{ i B P

minMiE, gdy ¢; <0.
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Twierdzenie to dotyczy tylko zniszczenia przyrostowego.

W nawigzaniu do terminologii teorii no$nosci granicznej nalezy zwrdci¢ uwage, ze mnoznik najwigk-
szego obciazenia g, dla ktorego konstrukcja przystosuje sig, jest zawarty pomigdzy mnoznikiem obcig-
zenia czysto sprezystego pg a mnoznikiem obciazenia granicznego py , tzn.:

ME SHg SHL-

Problem przystosowania konstrukcji — podobnie jak problem nosnos$ci granicznej — mozna sformuto-
wac w kategoriach programowania liniowego, co pozwala wykorzysta¢ gotowe procedury komputerowe.

e Materiaty o wtasnoSciach reologicznych

Opisem materiatlow wykazujacych obok innych rowniez cechy ciat lepkich zajmuje si¢ reologia (reo
— z greckiego: ptyna¢). Scislej biorac, reologia jest synteza teorii sprezystosci, teorii plastycznosci i hy-
dromechaniki. W prawach fizycznych opisujacych ciata reologiczne ze wzgledu na obecnos¢ efektow
lepkich czas wystepuje w postaci jawnej.

Elementarne modele reologiczne

Zasadnicze cechy fizyczne materiatdw mozna opisa¢ za pomoca modeli reologicznych, sktadajacych
si¢ z trzech modeli elementarnych:

— sprezyny opisujacej wlasnosci sprezyste (model Hooke'a),

— suwaka opisujacego wlasnosci plastyczne (model de Saint-Venanta),

— tlumika opisujacego wilasnosci lepkie (model Newtona).

W modelu Hooke’a opory sprezyny (naprgzenia) sa proporcjonalne do wydhuzenia (odksztatcenia)
oy=Eey. W modelu de Saint-Venanta opory suwaka obrazujacego tarcie suche sa stale

(op <op, ey =0,0p =cp-sgney, €y #0). W modelu Newtona opory ttumika sa proporcjonalne do
predkosci wydtuzenia: o =mn-€y, gdzie symbol nD[N-s/mZ] nazywa si¢ wspolczynnikiem lepkosci
dynamicznej.

Modele liniowych materialow lepko-sprezZystych

Modele materiatow lepko-sprezystych powstaja przez taczenie modeli materiatow sprezystych (spre-
zyn) i modeli materialdw lepkich (thumikéw). Jezeli naprezenia i odksztatcenia oraz ich pochodne wzgle-
dem czasu wystepuja tylko w pierwszej potedze, to material lepko-sprezysty nazywamy liniowym.

Szeregowe potaczenie sprezyny i thumika odpowiada modelowi Maxwella, opisanego nastgpujacym
réwnaniem fizycznym:

t,-G+0 =1m-¢,
gdzie t, =m/ E 1nosi nazwg czasu relaksacji. Model Maxwella bardzo dobrze opisuje jakosciowo zjawi-

sko relaksacji, czyli zmiang napr¢zen w czasie przy statej wartosci odksztatcenia g(f) = gy = const.

Réwnolegle potaczenie sprezyny i thumika tworzy model Kelvina. Model ten bardzo dobrze opisuje
zjawisko pelzania, tzn. zmiang odksztalcen w czasie przy statej warto$ci napre¢zenia. RoOwnanie fizyczne
modelu Kelvina ma postac:

o = Eg +ng.

Model standardowy wykazuje dorazne cechy sprezyste materiatu. Model ten jest okreslony trzema

parametrami Eg, £, n; stanowi on z szeregowe potaczenie modelu Hooke'a i modelu Kelvina. Rownanie
rozniczkowe modelu standardowego zapisuje si¢ w postaci:

* * * .
c+t,c=E ec+n g,

gdzie
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t:: n , E*: EEO <E0, T]*_ nEO
E+E0 E+E0

= <n.
E+E0 1

Model standardowy jest uogolnieniem modeli Maxwella i Kelvina. State materialowe t: ,E : in* mozna

oszacowa¢ na podstawie pomiaru dlugosci osi sprzezonych elipsy przedstawiajacej pgtle histerezy po
wielu cyklach sinusoidalnego wymuszenia odksztatcen badz naprezen.

Nalezy doda¢, ze rozwiazanie zadan liniowej lepko-sprezystosci sktadaja si¢ zawsze z iloczynu czgsci
odpowiadajacej rozwiazaniu sprezystemu i pewnej funkcji czasu (analogia Alfreya).

W materiatach lepko-sprezystych funkcja o(e) jest podobna do wykresu o(€) dla materiatu idealnie
plastycznego. Zasadnicza r6éznica migdzy tymi materiatlami polega na tym, ze predkos$¢ odksztatcenia w
przypadku pelzania jest zmienna w czasie, a w przypadku plynigcia plastycznego jest stata. Wykres o(¢)
wskazuje jednak na to, ze proces deformacji lepko-sprezystych jest niecodwracalny, gdyz towarzyszy mu
dyssypacja (rozpraszanie) energii przez element lepki (thumik).

W liniowych materiatach lepko-sprezystych obowiazuje zasada superpozycji Boltzmanna:

Jezeli cykl odksztalcen €1(t) powoduje naprezenia c1(t), a cykl odksztatcen €;(t) powoduje napre-
zenia G3(t), to suma cykli €1(t) + €3(t) wywoluje sume naprezen c(t) + oa(1).

Zasada Boltzmanna obowiazuje rowniez dla cykli naprezen o1(¢) i oo(f) wywotujacych odksztatcenia
e1(f) 1 e2(0).

Materialy sprezysto-plastyczne

Charakterystyczna cecha materialow wykazujacych wiasnosci reologiczne jest lepkos¢. Materialy
sprezysto-plastyczne, jako niewrazliwe na predkos¢ odksztatcenia, nie sa zatem $cisle biorac materiatami
reologicznymi. Niemniej jednak wlasnosci mechaniczne materialdow sprezysto-plastycznych wynikaja
rowniez z analizy zachowania si¢ modeli reologicznych ztozonych ze sprezyn i suwakow. Przykladem
takiego modelu jest model ciata spre¢zysto-idealnie plastycznego, stanowiacy szeregowe polaczenie mode-
lu Hooke’a 1 modelu de Saint-Venanta.

Materialy sprezystolepkoplastyczne

Modele tych materialdéw maja najbardziej ztozona strukture, sktadaja si¢ bowiem ze wszystkich rodza-
jow modeli elementarnych, tzn. sprezyn, thumikoéw i suwakow. Materiaty sprezystolepkoplastyczne dzieli
si¢ zazwyczaj na dwie zasadnicze grupy:

— materiaty sprezysto/lepkoplastyczne,

— materialy sprezysto-lepkoplastyczne.

Materiaty pierwszej grupy przed uplastycznieniem sa wylacznie sprezyste; ich lepkos¢ pojawia sig
dopiero po uplastycznieniu. Materiaty grupy drugiej wykazuja wilasnosci lepkie zarowno w obszarze
sprezystym, jak i plastycznym. Oba rodzaje modeli cial sprezystolepkoplastycznych bardzo dobrze opisu-
ja znany z eksperymentéw wptyw predkosci i obciazenia na charakterystyke wykresu o(g).

Model Binghama, opisujacy materiat sprezysto/lepkoplastyczny, stanowi szeregowe potaczenie spre-
zyny (model Hooke’a) z modelem zlozonym, w ktérym modele de Saint-Venanta i Newtona sa potaczone
rownolegle. Gdy |o| < op, model zachowuje sig czysto sprezyscie; gdy o] > 6, to nadwyzkg obcigzenia
o — op'sgne przejmuje thumik. Wzrost predkosci obcigzenia powoduje podniesienie si¢ krzywej o(e),
odpowiadajace wzmocnieniu plastycznemu.

Najprostszym modelem ciata sprezysto-lepkoplastycznego jest model czteroparametrowy. Stanowi on
szeregowe polaczenie sprezyny (modelu Hooke’a) z modelem, w ktorym sa potaczone rownolegle model
ciata sprezysto-idealnie plastycznego i model Newfona. W modelu czteroparametrowym rejestrujemy
dodatkowo podwyzszenie poczatkowej granicy plastycznosci w efekcie wzrostu predkosci i napre¢zenia.
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Problemy statecznosci

e Wiadomosci wstepne

Bifurkacja stanu rownowagi

Idealnie sprezysty pret pryzmatyczny przy pewnej wartosci osiowej sity $ciskajacej zmienia w sposéb
nagly swa prostoliniowa postac i przyjmuje polozenie wygigte. T¢ nagla zmiang nazywamy wyboczeniem
preta. Zjawisko wyboczenia jest jedna z form utraty statecznos$ci. Utrata statecznosci moze nastapi¢ wow-
czas, gdy sita osiowa P osiagnie pewna warto$¢ krytyczna Py,.. Wartosci tej towarzysza zatem dwa stany

rownowagi odpowiadajace prostoliniowej lub krzywoliniowej osi preta. Na wykresie P — A odpowiada to
punktowi, w ktorym wystgpuje ,,rozwidlenie” stanu rownowagi, czyli tzw. bifurkacja.

Zagadnienie Eulera

Zagadnienie Eulera polega na wyznaczeniu sity krytycznej, powodujacej wyboczenie preta, na pod-
stawie analizy rownowagi wygietej postaci preta. Jedyna przyczyna wygiecia osi preta jest moment
zginajacy, obliczony po odstapieniu od zasady zesztywnienia. Tak ustalona funkcj¢ momentu
wprowadzamy do rownania rézniczkowego linii ugigcia i zaktadajamy dodatkowo, ze:

— krzywizny wygigtej osi preta sa mate,

— pomijamy wplyw sil poprzecznych,

— pomijamy wptyw skrdcenia osi preta.

Okazuje sig, ze zaréwno sit krytycznych, jak i postaci wyboczenia jest nieskonczenie wiele. Wybo-
czenie nastepuje po wptywem najmniejszej sity krytycznej odpowiadajacej pierwszej postaci wyboczenia.
Site krytyczna wyznacza si¢ z rOwnania przestepnego wynikajacego z analizy warunkow brzegowych
liniowego réwnania roézniczkowego, zbudowanego przy zalozeniu matych krzywizn. W teorii Eulera
funkcja ugigcia jest wyznaczona z doktadno$cia do statego, nieznanego mnoznika. Znany jest jednak
ksztalt linii wyboczonego preta (dla preta prostoliniowego sa to funkcje sinus Iub kosinus). Ostatecznym
efektem analizy jest wzor:

n’EJ
2

gdzie [, = vl i jest dlugoscia wyboczeniowa, zalezna od warunkow brzegowych preta. Wspotczynnik
dtugosci wyboczeniowej v dla najczesciej stosowanych warunkow podparcia preta przyjmuje nastgpuja-
ce wartosci:

v=0,50 — pret obustronnie utwierdzony,

v=0,70 — pret z jednej strony przegubowy a z drugiej strony utwierdzony,

v=1,0 - pretobustronnie przegubowy,

v=2,0 - pret wspornikowy.

Dhugosé¢ wyboczeniowa odpowiada dlugosci potfali sinusoidy przedstawiajacej dana posta¢ wybocze-
nia. Bezwymiarowy wspotczynnik v miesci si¢ w dosy¢ szerokim zakresie. Na przyktad, dla pretow ram

dochodzi do kilkunastu a nawet kilkudziesigciu. Przypomnie¢ trzeba, ze J we wzorze Eulera oznacza
jeden z gtdwnych momentow bezwladnosci przekroju preta. Wobec tego sita krytyczna odpowiada mniej-

B, =Py =pPV =

szej wartosci stosunku J/1,,.. Jezeli zatem warunki brzegowe w obu ptaszczyznach gtéwnych sa takie same
- gl I
. Ly =1y), to J=Ji1 = Jmin.

Uwzglednienie duzych przemieszczen

Teoria Eulera pozwala obliczy¢ jedynie sit¢ krytyczna i odpowiadajaca jej posta¢ wyboczenia. Jest to
tzw. liniowa teoria wyboczenia, gdyz zastosowano liniowe rownanie rézniczkowe linii ugigcia (problemy
statecznosci sa zawsze nieliniowe i nie obowiazuje zasada superpozycji). Odstapienie od zatozenia, ze
krzywizny sa matle, i zastosowanie doktadnego wzoru na skonczona krzywizne powoduje, ze rdwnanie
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rozniczkowe linii ugigcia jest nieliniowe, a zalezno$¢ P(A) jest jednoznaczna. Jednakowoz okazuje si¢

wowczas, ze niewielkiemu zwigkszeniu obcigzenia ponad sile¢ eulerowska Pg towarzysza znaczny przy-
rost ugie¢ i katastrofalny wzrost naprezen normalnych. Osiagnigcie krytycznej wartosci sity $ciskajacej
odpowiada zazwyczaj stanom awaryjnym (niebezpiecznym), rOwnowaznym z wyczerpaniem no$nosci
konstrukcji.

Wplyw sit poprzecznych i skrocenia osi preta

Uwzglednienie wplywu sily poprzecznej dla dowolnych warunkdéw podparcia zmniejsza warto$¢ sity
krytycznej stosownie do zaleznosci:

1 P
PkI':P():l_‘_kEpa
Ga

gdzie k oznacza wspotczynnik ksztaltu przekroju uwzgledniajacy wplyw sit poprzecznych na ugigcia
belek. Wplyw sity poprzecznej jest istotny, jesli prety sa zlozone, polaczone przewiazkami lub krzyzul-
cami.

W przypadku stosunkowo krotkich pretow wykonanych z materiatu o bardzo wysokiej granicy spre-
zystosci istotny wplyw moze mie¢ skrdcenie osi preta przed utrata stateczno$ci. Ostateczny wzor na sitg
krytyczna uwzgledniajacy to skrocenie ma postac:

2P

1+‘/1—4ﬁ
EA

Odnotowac trzeba, ze dla P; > EA/4 wyboczenie preta w ogdle nie wystepuje.

B =

Wplyw imperfekcji

W praktyce zalozenia, ze obciazenie preta jest przytozone idealnie osiowo, a o$ preta jest idealnie
prosta nigdy nie sa spetnione. Okazuje si¢ jednak, ze wymienione odstgpstwa nie wptywaja w istotny
sposob na wartos¢ sity krytycznej. Decyduja wszelako o tym, w ktora strong pret si¢ wyboczy. Ponadto
zalezno$¢ P(A) jest w tych przypadkach jednoznaczna.

Wplyw obciqzen poprzecznych

Analiza wptywu obciazen poprzecznych na zachowanie si¢ belek Sciskanych duzymi sitami osiowymi
prowadzi do podobnych wnioskow, jak przy omawianiu wplywu imperfekcji. Dla sity Sciskajacej bliskiej
wartosci krytycznej odnotowuje si¢ drastyczny wzrost ugiec i zwiazana z tym utrat¢ nosnosci konstrukcji.
Na podstawie ogolnej analizy mozna pokazac, ze ugiecie belki A mozna wyznacza¢ z nastgpujacego wzo-
ru przyblizonego:

A(p)on-ﬁ,

gdzie symbol Ay oznacza ugigcie bez udziatu sit osiowych, p = P/Pg 1 jest bezwymiarowa sila $ciskajaca
belke. Powyzszy wzor daje bardzo dobre przyblizenie nawet dla duzych wartosci p. Warto dodaé, ze
wspotczynnik zwigkszajacy 1/(1-p) mozna réwniez stosowaé do szacowania wptywu imperfekcji, jak-
kolwiek doktadnos¢ takiego oszacowania bywa nieco gorsza. W tym przypadku Ay oznacza albo mimo-
srod sity Sciskajacej, albo strzatke ugigcia preta wstgpnie wygigtego.

Rozcigganie mimosrodowe
Utrata stateczno$ci wystgpuje z reguly w pretach $ciskanych. Sity rozciagajace na ogot stabilizuja
ugiecia.
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Definicja statecznosci. Punkty graniczne i punkty bifurkacji

Utratg statecznosci definiuje sig¢ na ogot jako proces, w ktorym niewielka zmiana przyczyny powoduje
bardzo duza zmiang skutku. W definicji tej miesci si¢ zjawisko wyboczenia, kiedy niewielka zmiana sily
(przyczyny) powoduje duza zmiang poprzecznego ugigcia (skutku). Zjawisko szerzej pojgtej utraty sta-
tecznos$ci obserwujemy réwniez w kratownicy Misesa poddanej rosnacej sile pionowe;.

Ogodlnie biorac, utrata statecznosci wystgpuje badz w punkcie bifurkacji, badz w punkcie granicznym.
W punkcie bifurkacji pokrytyczna $ciezka rownowagi przecina si¢ ze $ciezka podstawowa i tworzy z nig
kat r6zny od zera. W punkcie granicznym dP/dA =0, przy czym sztywno$¢ konstrukcji przy dalszej
deformacji jest ujemna. Sytuacja taka wystepuje np. w kratownicy Misesa. Trzeba jednak odnotowac, ze
osiagnigcie punktu bifurkacji nie zawsze oznacza utrat¢ no$nosci konstrukceji, gdyz stan pobifurkacyjny
niekiedy moze by¢ nadal wystarczajaco stateczny.

¢ Podejscie energetyczne

Matematyczna interpretacja zasady minimum energii potencjalnej
Przyjmijmy, ze II(7T) jest energia potencjalna konstrukcji sprezystej, ktorej stan odksztalcenia jest
catkowicie okreslony przez parametr 7. Warunkiem koniecznym ekstremum (maksimum lub minimum)
energii jest znikanie pierwszej pochodnej (lub wariacji) 83I1. Wobec tego warunek rownowagi ma postac:
o =0 lub dIT1=0,
oT

a warunkami minimum energii sa zaleznosci

or 8%

o, >0 Ilub 8I1=0, 82I1>0
oT ar?

dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych wartosci 7. Wynika stad kryterium statecznosci konstruk-
cji:

o211
5L

>0 lub 821 >0.

Jezeli 0°T1 /0T < 0, uktad jest niestateczny, a jesli 0°T1 /8T? =0 , to w celu ustalenia statecznosci
uktadu trzeba zbada¢ znaki wyzszych pochodnych (wariacji) energii potencjalnej. Mamy zatem:

>0 stan stateczny,
———=c— Pl <=0 stan krytyczny,
<0 stan niestateczny.

Z analizy energetycznej, w ktérej przyjeto niescisliwos¢ osi preta, wynika, ze przyrost energii poten-
cjalnej dla stanie krytycznym jest rowny zeru. Prowadzi to do przyblizonego wzoru Rayleigha na obli-
czenie sity krytycznej w precie sprezystym o dtugoscei /:

l
" 2
j EJ(1") dx
-0
By =7 ,

J(t')zdx
0

gdzie #(x) jest stosownie dobrang funkcja spetniajaca warunki brzegowe zadania.

Duzo lepsze przyblizenie otrzymamy, jezeli druga pochodna #''(x) jako krzywizng wygigtej osi preta
wyrazimy przez moment zginajacy.

Pewna wada przyblizen energetycznych jest to, ze zawsze otrzymujemy wyniki obarczone bigdem
przez nadmiar.
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e Stany pokrytyczne. Klasyfikacja punktow bifurkacji

W analizie stanéow pokrytycznych decydujace znaczenie maja pochodne czastkowe funkcji energii
potencjalnej [T wzglgdem parametru odksztalcenia konstrukcji 7. Problem statecznos$ci w obszarze pokry-
tycznym rozstrzyga badanie znaku drugiej pochodnej energii potencjalne;j.

Aby wykaza¢, ze pokrytyczna $ciezka rownowagi jest stateczna, trzeba udowodnié, ze energia na tej
Sciezce osiaga lokalne minimum w punkcie bifurkacji. Poniewaz I1y(0, A ) =I1}(0, B,) =0, poszuku-
jemy wartos$ci nastepnych pochodnych.

W zalezno$ci od charakteru wykresow P(T) punkty bifurkacji mozemy podzieli¢ na niesymetryczne i
symetryczne. Punkty niesymetryczne charakteryzuja si¢ tym, ze w punkcie bifurkacji (dla 7= 0)
[Ty #0, a pochodna dP/dT #0. W symetrycznych punktach bifurkacji Il =0 1 dP/dT =0, nato-
miast pochodna Il moze by¢ dodatnia lub ujemna. Jezeli Il <0, to symetryczny punkt bifurkacji
Jjest niestateczny. Symetryczny i stateczny punkt bifurkacji wystegpuje, gdy Iy > 0.

Do bezpiecznej oceny no$nosci wystarczy zazwyczaj obliczenie obciazenia bifurkacyjnego. Stwier-
dzenie to nie obowiazuje jednak w przypadku, gdy symetryczny punkt bifurkacji jest niestateczny. Wow-
czas wptyw imperfekcji objawia si¢ znacznym zmniejszeniem obciazenia krytycznego. Sytuacje, w kto-
rych wystepuje niesymetryczny punkt bifurkacji, rzadziej spotyka si¢ w praktyce (np. kratownice o wg-
ztach sztywnych, pewne szczegodlne przypadki ram, zamknigte powtoki kuliste). Z punktu widzenia bez-
pieczenstwa konstrukcji przypadki te sa jednak bardzo wazne, bo i tu obserwujemy utratg statecznosci
nawet dla obcigzenia mniejszego od obciazenia bifurkacyjnego.

Konstrukcje charakteryzujace si¢ niestatecznymi punktami bifurkacji oraz niesymetrycznymi punkta-
mi bifurkacji wykazuja duza czulo$¢ na imperfekcje i wymagaja szczegolnej uwagi przy szacowaniu ich
nosno$ci. Doda¢ trzeba, ze omdwione wyzej 1 przewidziane teoretycznie zjawiska towarzyszace stanom
pokrytycznym zostaly potwierdzone eksperymentalnie.

e Wyznaczanie obcigzen krytycznych i form utraty statecznosci w pretach prostych

Ze wzgledu na kinematyke problemy stateczno$ci mozna podzieli¢ na dwie grupy:

— plaska utrata statecznosci, w ktorej wygigta o§ preta po utracie statecznosci jest krzywa ptaska (wy-
boczenie gigtne, eulerowskie),

— przestrzenna utrata statecznosci, w ktorej odksztalcona o$ preta jest krzywa przestrzenng (zwichrze-
nie, wyboczenie skretne, wyboczenie gigtno-skretne).

Plaska utrata statecznosci pretow Sciskanych. Wyboczenie
Rownanie rozniczkowe linii ugigcia sprezystego preta prostoliniowego $Sciskanego sita P ma postaé:
[EJ(x) . w"]"+P- w'=0,
gdzie J(x) oznacza jeden z gtdwnych momentoéw bezwtadnosci przekroju preta. Po przyjeciu, ze J(x) = J1-

&(x), gdzie J1 = const, oraz a?=p/ (£Jy), otrzymujemy:
[C(x) W]+ - w"=0.
Rozwiazanie ogblne tego rownania mozna przedstawi¢ nastgpujaco:
w(x)=Cp-01(0,x)+Cy -@p(a,x)+ Cyx + Cy,

gdzie @j(a,x) 1 @y(a,x) sa funkcjami, ktorych posta¢ zalezy od funkcji {(x). State C; (i = 1, 2, 3, 4)
oblicza si¢ na podstawie warunkow brzegowych, dwoch na kazdym koncu preta. Po podstawieniu roz-
wiazania rownania rozniczkowego do warunkéw brzegowych otrzymujemy uktad czterech réwnan linio-

wych jednorodnych ze wzgledu na state C;:
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a11C +a12C +a13C3 +a14C4 =0,
ay1C1 +axC +ay;C5+ayCy =0,
a31C) + a3 Gy +az3Cy+azyCy =0,
ag1C +ag G +ay3Cy+agyCy =0,

gdzie wspbtezynniki a; (i,j=1,2,3,4) sa funkcjami parametru o. Jezeli Det[aij] #0, to
C =G =Gy =C4 =0. Wowczas rozwiazanie uktadu na state calkowania jest trywialne, co oznacza, ze

wyboczenie nie wystepuje, bo w(x) = 0. Aby cho¢ jedna stala catkowania byta r6zna od zera, wyznacznik
uktadu musi by¢ roéwny zeru. Wtedy oprocz prostoliniowej postaci rOwnowagi preta moga wystapic¢ row-
niez krzywoliniowe postacie rOwnowagi.

Warunek

Det [a,.j(a)] =0

jest zatem kryterium osiqgniecia stanu krytycznego. Rozwinigcie wyznacznika prowadzi do réwnania
przestepnego ze wzgledu na a(P). Najmniejszy rzeczywisty i dodatni pierwiastek tego rownania okresla
najmniejsza site krytyczna P = B 1pierwsza posta¢ wyboczenia. Pozostale pierwiastki rzeczywiste i
dodatnie okreslaja wyzsze sity krytyczne i wyzsze postacie wyboczenia.

Osiagnigciu sity krytycznej przy wyboczeniu preta towarzyszy napreZenie krytyczne oy, ktore mozna
traktowac jako naprezenie niszczace:

2
n°E
2 > SZSgT(GH)a

] s
k() = _p-opy) |

0<s<s,(0g)
> er >
Sgr(G i)

gdzie s=1/,/i, i= JJi4, Ser(Op) = n4J E /o . Bezwymiarowy wspotczynnik s nazywamy smu-
kloscia preta, a i oznacza promien bezwladnosci przekroju. Jesli 52 54, (0 ), to naprezenie krytyczne nie
przekracza granicy sprezystosci 6y, a funkcja o, (s) przedstawia hiperbolg¢ Eulera. Naprgzenie kry-
tyczne nie moze przekracza¢ wartosci niebezpiecznej, odpowiadajacej tutaj granicy plastycznosci o p.
Wymaganie to jest spetnione dzigki wprowadzeniu smuklosci granicznej g, (0 f7) . Jesli s <sg:(0 ), to
wystgpuje wyboczenie niesprezyste. Podana wyzej zalezno$¢ oy, (s) dla obszaru niesprgzystego odpo-
wiada najprostszemu przyblizeniu wynikéw doswiadczalnych (prosta Tetmajera-Jasinskiego).

W ogolnosci naprezenie krytyczne zalezy zarowno od rodzaju materiatu (modut sprezystosci, granica
sprezystosci, granica plastycznosci), jak i od wymiaréw przekroju poprzecznego oraz warunkow brzego-
wych preta (smuktosc). Nie jest to zatem stata materialowa, lecz stata konstrukcyjna.

W normach projektowania pretéw Sciskanych stosuje si¢ nieco inne podejscie. Praktyczny sposob
sprawdzania warunku wytrzymato$ciowego polega bowiem na spelnieniu nierbwnosci:

P Cp
Gy =——=<0C =—"
obl Ap(s) dop 1o

gdzie o(s) <1 i jest tzw. wspolczynnikiem wyboczeniowym, ng — wspolczynnikiem bezpieczenstwa
wigkszym od jednosci i zaleznym od smuktos$ci preta, a ogp) — fikcyjnym naprezeniem obliczeniowym.
Powyzszy wzor obowiazuje zarowno w obszarze sprezystym, jak i niesprezystym. Wspotczynnik zmniej-
szajacy ¢(s) jest ujety w tablicach lub opisany wzorami empirycznymi. W przyblizeniu mozna przyjac,
7ze (s)=o(s)/op <l
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Przestrzenna utrata statecznosci pretow prostych

Przestrzenna utratg statecznosci obserwuje si¢ w pretach cienkos$ciennych. Do opisu takich prgtow sto-
suje si¢ aparat pojgciowy i metody teorii Wiasowa oraz teorii zginania pretéw cienkich. Podstawowym
uproszczeniem przyjmowanym w teorii stateczno$ci jest ograniczenie rozwazan do umiarkowanych
przemieszczen i przyjecie, ze o$ preta jest nieskracalna, czyli u(x, 0, 0) = 0. Ponadto akceptuje si¢ zatoze-
nie o ,,sztywnym” przekroju poprzecznym. Kinematyka zdeformowanego prgta jest okre$lona jedno-
znacznie przez trzy funkcje: wspolrzgdne wektora przemieszczenia punktéw osi preta v(x) 1 w(x) oraz kat
skrecenia catego przekroju wzgledem Srodka §cinania y(x).

Roéwnania rozniczkowe przestrzennej utraty statecznosci mozna przedstawi¢ nastgpujaco:
EyJoy'""-GJ '+ M, + M '+ M w+AM  (v,w,y) =0,
EJ W'=M v+ M, + My +AM ;1 (v,w,y) =0,
EJV'+ M w+ My — M, —AM 1 (v,w,y) =0,

gdzie symbolami AMy|, AM,,|, AM;| oznaczono dodatkowe momenty pochodzace od obciazefi konserwa-
tywnych i majacych charakter sit (tzn. niemomentdéw). Pierwsze z rownan rézniczkowych jest stuszne
jedynie wowcezas, gdy $rodek $cinania pokrywa si¢ ze srodkiem cigzkos$ci przekroju. Jezeli tak nie jest, to
postac tego réwnania wymaga oddzielnej analizy.

W praktyce inzynierskiej najwazniejszym przypadkiem przestrzennej utraty statecznosci jest zwi-
chrzenie, wystgpujace przy zginaniu pregtow. Zwichrzenie objawia si¢ utrata plaskiej postaci zginania
przy pewnej krytycznej warto§ci momentu zginajacego. Na przyktad, dla preta wspornikowego o przekro-
ju w ksztalcie waskiego prostokata poddanego czystemu zginaniu moment krytyczny i naprgzenie kry-
tyczne oblicza si¢ ze wzorow:

i M, b1
My, =My, =—JEL,GJ;, o =—K= JEJ.GJ,,
21 w, 2w,
gdzie y jest osia wigkszego momentu bezwladnosci. Naprezenie krytyczne oblicza si¢ ze wzoru podanego
przy wyboczeniu gigtnym dla smuklosci okreslonej wzorem

Jmhl 81+ V)

§=—,
b
gdzie [ oraz b i h oznaczaja odpowiednio dlugos¢ belki oraz szeroko$¢ i wysokos¢ przekroju poprzeczne-
g0, a v jest wspotczynnikiem Poissona. Przy takim sformutowaniu zagadnienia sprawa podstawowa jest
okreslenie smuktosci na zwichrzenie, ktorej warto$¢ zalezy od sposobu obciazenia i warunkow brzego-
wych.

W praktyce mozliwos$¢ utraty plaskiej postaci zginania uwzglednia si¢ przez zastosowanie wspotczyn-

nika zmniejszajacego naprezenia skrajne, czyli tzw. wspodtczynnika zwichrzenia ¢;. Sprawdzenie warun-
ku wytrzymato$ciowego polega na spelnieniu nieréwnosci:

My _op_,
W(S) = dop>
b or(s) Mo

gdzie @ (s) =0 (s)/ 0o p <1. Sens wspotczynnika ¢y, jest taki sam jak wspotczynnika wyboczeniowego
¢. Trzeba doda¢, ze gdy zginanie pochodzi od obcigzen poprzecznych, wspotczynnik @y zalezy od punk-

tu przytozenia obciazenia na wysokos$ci przekroju; im wyzej jest przytozone obciazenie, tym naprgzenia
sa wieksze.

Prety cienkoscienne poddane mimosrodowemu lub osiowemu $ciskaniu o przekroju otwartym moga
ulec wyboczeniu gietno-skretnemu. Ostateczna posta¢ uktadu rownan statecznosci gigtno-skretnej przy
$ciskaniu osiowym jest nastgpujaca:
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EyJg ‘\VW _(GJS —%'Pj y'"=Pyg-w'+Pzg-v'"'=0,

IV " "
EJ,-w" +P-w'-Pyg-y"=0,

EJ, VY + Pov'—Pzgy"=0,

gdzie
Jo=Jy I+ AQys +28) =y + AQs +250).

W przypadku szczegolnym, gdy $rodek $cinania pokrywa si¢ z srodkiem cigzkosci przekroju, yg=zg =
0. Wtedy rownania rézniczkowe statecznos$ci przybieraja postac:

EyJy '\VIV_(GJS_J_;PJ y''=0,

EJ, w4 Pow'=0,
EJ, WV 4 payr= 0,

przy czym Jp oznacza tutaj biegunowy moment bezwtadnos$ci przekroju. Uktad ten stanowi w istocie
rzeczy trzy oddzielne rdwnania na poszukiwane funkcje v (x), w(x) i v(x). Dwa ostatnie rownania ukta-

du prowadza do eulerowskich sit krytycznych przy wyboczeniu w obu ptaszczyznach glownych
2 2 2 2
Byy =P, =n"EJ, /()" By=F=n"EJ/(,;,)",
a pierwsze rownanie uktadu daje sil¢ krytyczna odpowiadajaca tzw. wyboczeniu skretnemu. Gdy J, = 0,

sita krytyczna przy wyboczeniu skrgtnym nie zalezy od dlugosci preta: B, = P, = GA-(Jg / Jp). Gdy
J, # 0, silg krytyczna dla preta obustronnie catkowicie utwierdzonego wyraza wzor:

2
R, =P, :J_/Il](GJsJF“ZLzEle], Ey=E/(1-v?).

Dla pretéw Sciskanych osiowo, w ktorych srodki cigzkos$ci i $cinania pokrywaja si¢, miarodajna jest
najmniejsza sita krytyczna sposrod wartosci Py, P; i Py:

By =min(P,, P, F) .
W ogoblnosci, gdy srodki cigzkos$ci i §cinania nie pokrywaja sig, site krytyczna obliczamy przez przy-

rownanie do zera wyznacznika réwnan na stale catkowania. Na przyktad dla preta podpartego widetkowo
otrzymujemy:

(P-R) 0 Pzg
0 (P-PB) —Pyg |=0.
J,
Pz —Prg  SH(P=R)

Symetria wyznacznika wskazuje na to, ze pierwiastki rownania na sil¢ P sa rzeczywiste, a najmniejszy z
nich jest sila krytyczna:

Pkr :min(PI’PZ’P})SInin(PyJ})Z’PS)'
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Znak nierownosci wskazuje, ze sita krytyczna obliczona z uwzglgdnieniem wyboczenia gigtno-skretnego
jest zawsze mniejsza od sity eulerowskiej i od sity wywotujacej wytacznie wyboczenie skretne.

Przestrzenna utrata stateczno$ci moze rowniez wystapi¢ przy czystym skrgcaniu. Obserwujemy wow-
czas wyboczenie srubowe. Pod wptywem skrecania dla dostatecznie duzej wartosci momentu 90 oprécz
prostoliniowej moze roéwniez wystapi¢ krzywoliniowa (przestrzenna) posta¢ rownowagi.

W przypadku czystego skrecania preta pryzmatycznego, ktorego konce sa potaczone sa z podporami

za posrednictwem przegubow kulistych, a oba gtdbwne momenty bezwladno$ci przekroju sa rowne (J, =

J,=J) oraz J, =0 (na przyktad pret o przekroju kolowym), moment krytyczny jest okreslony wzorem:
My, =MD =20ET /1.

Wygigta 0§ preta po wyboczeniu jest linig $rubowa.

Rozwazany przypadek nalezy do tej grupy obciazen niekonserwatywnych, w ktorych metoda statycz-
na daje wynik poprawny. W ogdélnym przypadku obciazenia niekonserwatywnego trzeba stosowac tzw.
dynamiczne kryterium statecznosci, ktore polega na badaniu matych drgan uktadu.

Statecznos¢ przy obciqzeniach zloZonych
W praktyce bardzo czgsto wystepuja obciazenia ztozone, np. jednoczesne dziatanie sily $ciskajacej i
momentu zginajacego. Jezeli obciazenia zlozone sa konserwatywne, to powierzchnia statecznosci (inte-
rakcji) w przestrzeni sit wewngtrznych
Py, Py, P3, ..., Py
f(A,B,....,P)=0

jest wypukta. Wobec tego przyblizony wzor Dunkerleya:

n

f(R,Pyys B =Y
i=1 lkr

L

~1=0

jest dolnym (bezpiecznym) oszacowaniem stanu statecznego. W przypadku obciazen niekonserwatyw-
nych moze si¢ zdarzy¢, ze powierzchnia statecznosci jest wklgsta 1 wzér Dunkerleya nie daje oceny bez-
pieczne;.

Doktadne rozwiazanie dla podpartego widetkowo preta pryzmatycznego, poddanego $ciskaniu sita P i
zginaniu momentem M), = M przybiera postac:

) ()

Obecnos¢ sity Sciskajacej zmniejsza warto§¢ momentu, przy ktorym zachodzi zwichrzenie belki, i na od-
wrét: obecno$¢ momentu zginajacego zmniejsza wartos¢ sily Sciskajacej, przy ktorej zachodzi wybocze-
nie eulerowskie. Znak momentu zginajacego nie wptywa na wartos¢ krytyczna sily $ciskajace;.

W przypadku jednoczesnego $ciskania sita P i skrgcania momentem 991 preta pryzmatycznego o prze-
kroju zwartym (nie cienkosciennym), w ktorym glowne momenty bezwtadnosci sa rowne (J, = J; = J),
otrzymujemy nastgpujaca krzywa interakcji:

o) )

Uzyskana krzywa jest analogiczna do zaleznosci obowiazujacej przy jednoczesnym zginaniu i $ciska-
niu. Z obu wzoréw wynika, ze rozciaganie preta (P < 0) ma dziatanie stabilizujace; wyboczenie wystepu-
je wtedy przy wigkszej wartoSci momentu zginajacego badz skrecajacego.

W pretach cienkosciennych oprocz globalnej wystepuje rowniez lokalna (miejscowa) utrata statecz-
nosci. Polega ona na tym, ze w odroznieniu od statecznosci globalnej przekrdj poprzeczny deformuje sie,
a 0§ preta pozostaje prostoliniowa. Zjawisko lokalnej utraty statecznos$ci jest charakterystyczne dla po-
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wlok, a wigc i dla pretow cienkosciennych, ktore w istocie rzeczy sa dtugimi powlokami lub uktadem
dtugich pasm plytowych.

Roéznorodnos¢ form utraty statecznosci pretow cienkosciennych przy Sciskaniu sprawia, ze ogranicze-
nie si¢ do wyboczenia gigtnego (eulerowskiego) moze prowadzi¢ do znacznych btedow. Na przyktad,
wyboczenie gigtne w plaszczyznie najmniejszej sztywnosci $ciskanego katownika réwnoramiennego
(duraluminiowego) wystepuje wtedy, gdy smuktos¢ preta jest dostatecznie duza. Jezeli smukto$¢ preta
jest mniejsza, to wystgpuje wyboczenie gigtno-skretne. Z kolei utrata statecznosci preta o bardzo matej
smukto$ci odpowiada wyboczeniu lokalnemu. Naprezenie krytyczne przy lokalnej utracie stateczno$ci
oblicza si¢ na gruncie teorii ptyt i powlok. Zalezy ono od wymiardéw przekroju poprzecznego. Lokalne
napre¢zenie krytyczne jest proporcjonalne do grubos$ci Scianki, a $cislej biorac od stosunku grubos$ci $cian-
ki do pozostatych wymiarow liniowych przekroju poprzecznego.
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